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Christoph Wassner, Laura Martignon, Rolf Biehler

Bayesianisches Denken in der Schule

Bayesian Inference in School

Reprdsentation von Information kann einfach, transparent und einleuchtend
sein. Sie kann aber auch schwer verstindlich werden, wenn sie zu symbo-
lisch und kryptisch ist. Die moderne Mathematik leidet leider oft daran,
dass Notationen und Begriffe so elaboriert sind, dass sie fiir den Nicht-
Mathematiker unverstéindlich sind. Da, wie wir glauben, Wahrscheinlich-
keitstheorie, wenn nicht die wichtigste, so sicherlich die niitzlichste mathe-
matische Disziplin in der Schule ist, sollten statt formaler Mathematik ge-
eignete Reprdsentationen unterrichtet werden, die das Verstdndnis erleich-
tern. Die stochastischen Problemstellungen, mit welchen die Schiiler zum
Lernen motiviert werden konnen, soliten ebenfalls méglichst nicht modell-
haft und artifiziell sein, sondern der Realitdt entspringen. Diese Leitideen
sind zentral fiir ein Unterrichtsprojekt, das in diesem Artikel niher be-
schrieben werden soll.

Information is communicated by means of representations. These represen-
tations can be simple and transparent but also cumbersome and obscure,
when their aim is the economy of symbols and the consistency in the gen-
eral framework of set theory. Modern Mathematics is often presented in
terms of notations and concepts which are far too sophisticated for the lay-
man. Since, as we believe, Probability Theory is the most useful branch of
Mathematics when it comes to every day applications, it should be taught
by means of transparent and natural representational devices, which foster
understanding. The stochastic tasks which pupils solve at school also
should be real life problems rather than abstract and artificial exercises.
These are the two concerns that motivated the school intervention on
Bayesian inference described in this article.

Eine der Hauptschwierigkeiten in der Entwicklung der mathematischen
Wahrscheinlichkeitstheorie war die Definition des Begriffs ,,Wahrschein-
lichkeit” (Hacking, 1984). Diese sollte einerseits prizise genug fiir ihre ma-
thematische Behandlung sein, aber auch gleichzeitig die Nihe zur urspriing-
lichen Intuition behalten. Die Suche nach einer annehmbaren Definition
dauerte fast drei Jahrhunderte und war von grofien Kontroversen charakteri-
siert (Hacking, 1984; Daston, 1988). Ein Ende der Debatten wurde im
zwanzigsten Jahrhundert gesetzt, als man Wahrscheinlichkeiten auf rein a-
xiomatischer Basis behandelte. 1933 legte der russische Mathematiker
Kolmogorov die Basis der axiomatischen Theorie nieder (Kolmogorov,
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1933). Seitdem wurde sein Ansatz weiterentwickelt und die axiomatische
Wabhrscheinlichkeitstheorie ist heute ein Teil der Mafitheorie. In ihrer An-
wendung behilt die Wahrscheinlichkeitstheorie jedoch einen induktiven
Charakter und wird wie eine empirische Wissenschaft betrieben. Diese hyb-
ride Natur der Wahrscheinlichkeitstheorie war der Grund dafiir, dass sie
erst spit als Teil der Mathematik akzeptiert wurde (Daston, 1988) und dass
sie fern von der Schule blieb. Auffallend ist nimlich, dass, obwohl ihre
Grundstrategien oft nur einfache arithmetische Operationen benétigen, sie
nicht Teil von Lehrinhalten wurde. Dabei ist es heute eine Selbstverstind-
lichkeit, dass die Grundziige der Wahrscheinlichkeitstheorie fiir das Leben
eines erwachsenen Biirgers wesentliche Instrumente sind. Erst Ende der
siebziger Jahren des 20. Jahrhunderts wurden wahrscheinlichkeitstheoreti-
sche Begriffe zogerlich in die deutschen Lehrpline eingefiihrt und Sto-
chastik (also die Kombination von Wahrscheinlichkeitstheorie und Statis-
tik) ist in den Schulcurricula der Gymnasien in allen Bundeslédndern pri-
sent.

In diesem Artikel beschreiben wir verschiedene Arbeiten in einem von der
DFG unterstiitzten Projekt', dessen Ziel es war, eine Emeuerung des Unter-
richts iiber bedingte Wahrscheinlichkeiten und den Satz von Bayes vorzu-
schlagen und die Vorteile dieser Erneuerung empirisch nachzuweisen. Eine
zentrale Frage im Projekt ist die der Reprisentation von Problemstellungen.
Sie wird ausfiihrlich aus kognitionspsychologischer Sicht erldutert. Es folgt
eine didaktische Betrachtung des Themengebietes ,,Bedingte Wahrschein-
lichkeit und Satz von Bayes* mit dem speziellen Fokus von iiblichen Dar-
stellungsformen. Danach werden die Resultate von Laboruntersuchungen
mit Schiilern der Sekundarstufe berichtet, bei denen es um das Ldsen und
Verstehen von Problemen mit bedingten Wahrscheinlichkeiten und Bayesi-
anischem SchlieBen ging. Zuletzt beschreiben wir erste Versuche einer
Implementation einer Unterrichtsreihe in diesem Themenbereich.

1. Reprdsentation von probabilistischer Information -
die kognitionspsychologische Perspektive

Wihrend der Aufkldrung sah man das wahrscheinlichkeitstheoretische
Denken als eine Gegebenheit der menschlichen Natur, deren numerische
Verwirklichung die formalisierte Wahrscheinlichkeitstheorie war (Daston,
1988). Laplace (1812) meinte, Wahrscheinlichkeitstheorie sei der Kalkiil
des ,sense commun®. Diese Vision wurde in Frage gestellt. Die Kogniti-
onspsychologen des 20. Jahrhunderts wollten die These der Aufklidrung

1 Das Projekt ,Entscheidungsfindung unter Unsicherheit als ficheriibergreifende
Kompetenz - Alitagsorientierter Stochastikunterricht am Gymnasium* wurde von L.
Martignon & P. Sedlmeier im Rahmen des BIQUA-Schwerpunkies beantragt und
zuniichst am MPI fiir Bildungsforschung in Berlin durchgefiihrt. (Férderung durch
die DFG seit 1.1.2001, Geschiiftszeichen: Ma 1544 / 10). Seit September 2002 wurde
es gemeinsam mit R. Biehler an der Universitit Kassel weitergefiihrt.
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empirisch testen, dass Bayesianisches (also probabilistisches) Schlielen
und menschliches Denken iibereinstimmen, und entwickelten Experimente,
bei denen die Probanden derartige Aufgaben l6sen mussten. Die empiri-
schen Resultate schienen zunéchst einer ganz anderen Wirklichkeit zu ent-
sprechen. Tversky und Kahneman (1972) kamen, nach einer Reihe von em-
pirischen Studien zu dem Schluss, dass der Mensch bei Bayesianischem
SchlieBen versagt.

Eine der berithmtesten Aufgaben, die z.B. untersuchen sollte, ob Menschen
probabilistisch denken kénnen, ist die folgende (Eddy, 1982):

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine symptomfreie Frau einer gewissen Al-
tersgruppe Brustkrebs hat, betrdgt 1%. Die Wahrscheinlichkeit, dass diese
Krankheit mit einer Mammografie erkannt wird, ist laut Literatur 80%. Die
Wahrscheinlichkeit, dass die Krankheit mit einer Mammografie irrtiimlich
diagnostiziert wird, obwohl sie gar nicht vorliegt, ist 9,6%. Wenn nun eine
symptomfreie Frau dieser Altersgruppe bei einer Routineuntersuchung ei-
nen positiven Mammografiebefund erhdlt, wie grofl ist dann die Wahr-
scheinlichkeit, dass bei ihr tatséichlich Brustkrebs vorliegt?

Bezeichnen wir das Ereignis ,Brustkrebs” mit B und einen positiven
Mammografiebefund mit M., so wiirde der Stochastiker die Aufgabe mit
Hilfe des Satzes von Bayes losen, mit der Anwendung einer einfachen
Formel, wie folgt:

P(B|M,) = PB)PM,IB) ____
" P(B)-P(M, |B)+P(B)-P(M, | B)

___ 00108
0,01-0,8+0,99-0,096

Eddy berichtet, dass 95 von 100 Arzten, denen er diese Aufgabe stellte,
groBe Probleme hatten: Die Schitzwerte dieser 95 Arzte lagen zwischen
70% und 80% statt bei 7,8%. Auch zeigten Untersuchungen an Personen,
die die Bayessche Regel gelernt hatten, dass diese eher selten zur Problem-
16sung herangezogen wurde und andere Intuitionen mit dem formalen Wis-
sen koexistieren. Die naheliegende Frage war: Woran liegt es, dass Men-
schen diese Aufgaben nicht 16sen kénnen? Hatten Tversky und Kahneman
Recht, oder sollte man vielmehr die Ursache der Schwierigkeiten ,,woan-
ders* suchen? Gigerenzer und Hoffrage (1995) sahen die Quelle der Fehl-
einschdtzungen darin, dass die kommunizierte Unsicherheit in der Aufga-
benstellung in Prozentwerten oder in Wahrscheinlichkeiten ausgedriickt
war. Weiterhin schlugen sie vor, eine ,,natiirliche” Reprisentation der In-
formation zu verwenden. Sie zeigten empirisch, dass natiirliche Haufigkei-
ten probabilistischem SchlieBen Transparenz verschaffen und Probanden
leichter zu korrekten Antworten kommen.

7,8%
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Auf welches Reprisentationsformat fiir Unsicherheit ist das menschliche
Denken natiirlicherweise eingestellt? Diese Frage stellten sich Gigerenzer
und Hoffrage (1995). Offensichtlich kénnen Wahrscheinlichkeiten und Pro-
zentwerte in der Umwelt nicht direkt wahrgenommen werden und somit bei
Hnatiirlichen”, menschlichen Denkvorgiingen kaum verarbeitet werden.
Doch welche weiteren Moglichkeiten gibt es, um Unsicherheit darzustei-
len? Fiir stochastische Informationen sind das die folgenden numerischen
Reprisentationsformate’:

Numerische Reprdsentationsformate von Unsicherheit | Beispiel
Prozente 40%
Dezimalzahlen 0,4
Briiche %
Hiufigkeits - Verhiltnisse 4 von 10
Chancen - Verhiiltnisse 4:6

Die Frage war nun, welches dieser Reprisentationsformate am besten an
die menschlichen Denkvorginge angepasst ist. Nach psychologischen The-
orien Uber Gedichtnis und Aufmerksamkeit gehoren Hiufigkeiten zu den
wenigen Informationen, die automatisch registriert werden, d.h. ohne be-
wusste Intention und ohne Interferenz mit anderen kognitiven Prozessen
(Hasher & Zacks, 1979). Demzufolge lag es nahe, zu versuchen, probabi-
listische Probleme in Hiufigkeits-Verhiltnissen zu formulieren. Das Brust-
krebsproblem lautet dann (vgl. Gigerenzer & Hoffrage, 1995):

Von je 1000 Frauen einer gewissen Altersgruppe haben 10 Brustkrebs. Von
diesen 10 Frauen, die Brustkrebs haben, erhalten 8 einen positiven Mam-
mografiebefund. Von den 990 restlichen Frauen, die keinen Brustkrebs ha-
ben, erhalten dennoch 95 einen positiven Mammografiebefund. Stellen Sie
sich eine Anzahl von Frauen dieser Altersgruppe vor, die einen positiven
Mammografiebefund erhalten haben. Wieviele dieser Frauen sind tatscich-
lich an Brustkrebs erkrankt?

In empirischen Versuchen gaben nun wesentlich mehr der Arzte (46%), die
richtige Antwort: 8 von 103 (= 7,8%, vgl. Abb.1). Gigerenzer und Hoffrage
nannten dieses Informationsformat natiirliche Héufigkeiten, weil in einer na-
tirlichen Umgebung durch das Zahlen von Fillen (,,natural sampling™) aus
einer gegebenen Grundmenge, diese Art von Information gewonnen werden
kann. Das Haufigkeitsformat macht dieses Bayesianische Problem auch fiir
Menschen, die keine stochastische Ausbildung genossen haben, verstindlich.
Dariiber hinaus ist die Veranschaulichung in einem , Haufigkeitsbaum™ (siche
Abbildung 1, rechts) sehr intuitiv. Gegeniibergestellt ist das iibliche Wahr-
scheinlichkeitsformat ohne eine Reprisentation in Bdumen (links):

2 Nicht-numerische Reprisentationsformate von Unsicherheit sind zum Beispiel verba-
le Aussagen wie ,,sehr sicher* oder ,.cher unwahrscheinlich®.
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Abb. 1: Die Losung des Brustkrebsbeispiels im Wahrscheinlichkeitsformat
und im Haufigkeitsbaum (vgl. Gigerenzer & Hoffrage, 1995).

Wahrscheinlichkeiten Haufigkeiten

p(B)

p(M+|B)
p(M + | -B)

p(B | M+) P(B | M#)
- 0,01 x 0,80 = 8
0,01 x 0,80 + 0,99 x 0,096 8+95
O O

@) O

Im Gegensatz zum Wahrscheinlichkeitsformat kann man das Wesentliche der
Aufgabe mit Hilfe des Haufigkeitsbaums einfach verstehen, denn man sieht
geradezu: Obwohl die Krankheit bei relativ vielen der tatsichlich kranken
Frauen mit der Mammografie auch erkannt wird (bei 8 von 10) und nur bei
relativ wenigen der gesunden Frauen filschlich diagnostiziert wird (bei 95
von 990), gibt es trotzdem viel mehr gesunde Frauen (95) als kranke (8) mit
positivem Mammografiebefund. Das liegt ganz einfach daran, dass es grund-
sdtzlich (,,a-priori””) viel mehr Gesunde (990) als Kranke (10) gibt. Der Wi-
derspruch zwischen Mathematik und Intuition wird also ,repariert”, wenn
man die probabilistische Information in ein natiirliches Informationsformat
tibersetzt.

Was kann man nun didaktisch durch eine Transformation von Wahrschein-
lichkeitsformaten in Haufigkeitsformate gewinnen? Sollte man diesen
.Trick* einer Ubersetzung der Wahrscheinlichkeitinformationen im Aufga-
bentext in Haufigkeitsinformationen und Riickiibersetzung der Hiufigkeits-
I6sung in eine Wahrscheinlichkeitsantwort als didaktisches Mittel einset-
zen, um Schiilern Bayesianisches Denken beizubringen?

Der didaktische Vorschlag des Projektes war, auf jeden Fall mit den Schii-
lern diesen ,,Umweg" der Ubersetzung sorgfiltig einzuiiben. Aus empiri-
schen Ergebnissen (z.B. Sedlmeier, 1999) ging bereits hervor, dass gewisse
Wahrscheinlichkeitsprobleme mit Haufigkeiten leichter zu 16sen sind und
Lehrversuche deutlich effektiver werden.

Zur visuellen Unterstiitzung dieses Prozesses eignet sich hervorragend das
erwdhnte Baumdiagramm, das auch oft im Stochastikunterricht iiblichen
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Zugang zum Satz von Bayes zu finden ist. Die empfohlene grafische Dar-
stellungsform, die auf dem Héufigkeitsbaum von Gigerenzer (z.B. 1993)
basiert und kurz als ,,Doppelbaum* bezeichnet werden soll (vgl. Abb. 2),
unterscheidet sich von den in Schulbiichern tiblichen Baumdiagrammen mit
sogenannten Pfadwahrscheinlichkeiten dadurch, dass alle Informationen in
Haufigkeiten eingetragen sind und auch die ,,Umkehrung® des Baumes in
der Darstellung integriert ist (vgl. Wassner, Krauss & Martignon 2002).

Man findet die Losung bereits in der grafischen Darstellung: Man muss nur
den Knoteninhalt fiir ,,Brustkrebs und Mammografie positiv* (8) durch den
Inhalt des Knotens fiir ,Mammografie positiv** (103) teilen. Im iblichen
Baumdiagramm mit Wahrscheinlichkeiten gibt es keinerlei direkte Hinweis
auf die Losung. Nach Anwendung von verschiedenen Pfadregeln, die ma-
thematischen Sitzen entsprechen, und Durchfiihrung von Operationen in
Wabhrscheinlichkeitsformaten (also Rechnen mit Prozentwerten oder Dezi-
malzahlen, das bei Schiilern erwiesenermaflen zu groflen Schwierigkeiten
fuhren kann) kann man schlieilich die Losung errechnen. Warum dieses
Ergebnis allerdings die Losung fiir das gegebene Problem darstellt, bleibt
den meisten Schiilern ziemlich rétselhaft, wie die Erfahrung zeigt. Dass
auch der Einsatz von Baumdiagrammen, die mit Wahrscheinlichkeiten be-
legt sind, keine entscheidende Verbesserung des Lernerfolges gegeniiber
formaler Darstellung erbringen, wurde auch bei Sedlmeier (1999) empirisch
nachgewiesen. Eine ausfiihrliche Diskussion der Unterschiede und der Vor-
teile des ,,Doppelbaumes* gegeniiber ,iiblichen“ grafischen Darstellungen
in diesem Bereich findet sich bei Wassner et al. (2002).

Abb. 2: Das Brustkrebsbeispiel in einem ,,Doppelbaum*

Frauen einer gewissen Altersgruppe \

Kein Brustkrebs
990

T N T
103 | | 897 ]

Mammeografie Mammografie

Wie im folgenden Kapitel deutlich wird, wurde bisher didaktisch kaum be-
achtet wurde, dass eben nicht nur die Reprisentation der algorithmisch-
strukturellen Eigenschaften, sondern auch die Reprdsentation der gegebe-

Brustkrebs
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nen Information eine entscheidende Rolle bei der kognitiven Verarbeitung
spielt. Das Hdufigkeitskonzept beriicksichtigt dies.

2. Tendenzen in der Schuldidaktik

Die Rolle der Bayes-Statistik fiir einen allgemeinbildenden Stochastikunter-
richt und damit auch das Bayes-Theorem findet in der deutschen fachdidak-
tischen Diskussion seit ca. 20 Jahren deutliche Beachtung. Riemer (1985)
verweist in seinem Buch auf Verstindnisschwierigkeiten der Lernenden in
Stochastik. Er fiihrt im Vorwort seines Buches aus: ,,Im Mittelpunkt stehen
der subjektive Wahrscheinlichkeitsbegriff und das frithzeitige Abwigen
zwischen verschiedenen Alternativhypothesen, nicht aber Mengenalgebra
und Laplace-Wahrscheinlichkeiten” (S. 5). Die Bayessche Regel soll im
Zentrum eines Unterrichts stehen, der an den Intuitionen der Lermnenden an-
knilipft und anwendungsbezogene Ideen der Statistik in den Vordergrund
stellt. Eine andere frithe Veroffentlichung ist die von Borovenik (1984). Die
Bayes-Statistik spielt auch in verschiedenen Monographien zum Stochastik-
unterricht eine wesentliche Rolle (Borovenik 1992, Riemer 1991, Wick-
mann 1990). Sie wird nicht von allen Autoren als so zentral gesehen, bei-
spielsweise spielt sie in den Biichern von Kiitting (1981, 1994) und von
Harten & Steinbring (1984), die sich mit der Sekundarstufe I - Didaktik be-
schiftigen, keine wesentliche Rolle.

In den Empfehlungen des AK Stochastik der Gesellschaft fiir Didaktik der
Mathematik (AK Stochastik 2002) gehort der anwendungsbezogene Um-
gang mit der Bayesschen Regel zu den Mindestzielen der Sekundarstufe 11,
nicht aber zu denen der Sekundarstufe I.

Schaut man sich die Schulbiicher der Sekundarstufe II an, so stellt man fol-
gende Tendenz fest. In den fritheren Biichern gehorte die Bayes-Regel zwar
zum obligatorischen Stoff, wurde aber ohne groflen Anwendungsbezug un-
terrichtet und war ein eher unbedeutendes Anhédngsel bei der Behandlung
der bedingten Wahrscheinlichkeit. Der Straffung des Curriulums zugunsten
beurteilender Statistik im Sinne herkémmlichen Signifikanztestens fiel die
Bayessche Regel manchmal ganz zum Opfer. Erst in neueren Lehrwerken
zur Sekundarstufe 11 wird sie mit anwendungsbezogenen Aufgaben stirker
betont.

Die Bemithungen um anwendungsbezogenen Mathematikunterricht mit au-
thentischen Problemen war eine andere Quelle dafiir, der Bayes-Formel
wieder einen prominenten Platz in der Sekundarstufe Il zu verschaffen. Die
Arbeit von Boer (1997) aber auch die Arbeit von Konig (1991) ist in dieser
Hinsicht exemplarisch.

2.1 Bayes-Formel in der Sekundarstufe I
Die Lehrpline der 16 Bundeslinder, die i.d.R. differenziert nach den 3-4
Schulformen der Sekundarstufe 1 existieren sind besonders uneinheitlich
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hinsichtlich der Stochastik. Das hat auch eine Lehrplananalyse des AK Sto-
chastik der GDM im Jahre 2000 ergeben. Das Thema Bayessche Regel
kommt nur im Lehrplan Gymnasium in NRW vor.

Abb. 3: Themenkreis Bayessche Regel im Lehrplan (NRW 1993, S. 57)

Alternative (a)

Probleme aus dem Themaenkreis der Bayesschen Regel werden mit Hilfe von Baum-
diagrammen bearbeitet. Dabei soll die Bayessche Regel weder formal behandelt noch
bewiesen werden (das ist der gymnasialen Oberstufe vorbehaiten). Hier geht es um
ein inhaltliches Verstandnis der Zusammenhénge, wobei der Begriff der bedingten
Wahrscheinlichkeit intuitiv verwendet wird. Fir statistisches Denken wird die Regel
relevant, wenn man studiert, wie sich die Wahrscheinlichkeiten verschiedener Alter-
nativen auf Grund von Beobachtungen Zdndern.

Man kann in NRW allerdings alternativ Bayes, Lottoprobleme oder Vertie-
fungen zum Gesetz der groBen Zahl wihlen. Die Lehrplanvorgaben haben
sich in Lehrbiicher nieder geschlagen, vor allem in Lambacher-Schweizer
Bd. 9 (Schmid et al., 1996; Mitautor Riemer) aus dem Klett-Verlag und
Comelsen Mathematik Bd. 10 (Kuypers et al., 1999). Insofern sind in den
nordrhein-westfilischen Gymnasien die optimalen Lehrplan- und Schul-
buchvoraussetzungen gegeben, um das Thema zu unterrichten.

Abb. 4: Das Brustkrebsbeispiel in einem tiblichen Baumdiagramm
mit Wahrscheinlichkeiten

Um verstidndlich zu machen, welche vereinfachende Rolle die von uns fa-
vorisierten Reprisentationen haben, wollen wir kurz darstellen, wie Baum-
diagramme und Haufigkeiten in einem typischen Lehrbuch der Sekundar-
stufe | verwendet werden.Voraussetzung ist, dass Schiiler mehrstufige Zu-
fallsexperimente modellieren kénnen. Sie lernen in der 8. Klasse den Baum
als Reprdsentation mehrstufiger Zufallsexperimente kennen. Die Aufgabe,
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die oben vorgestellt wurde, kénnten die Schiiler mit ihren Mitteln wie folgt
16sen. Zunéchst muss erkannt werden, dass man die Situation als ein zwei-
stufiges Zufallsexperiment modellieren kann. Beim zufilligen Ziehen einer
Frau hat man in der ersten Stufe die moglichen Ergebnisse Brustkrebs/kein
Brustkrebs, in der zweiten Stufe die Mammografie positiv/negativ.

Ausgerechnet werden kénnen nun die Wahrscheinlichkeiten der 4 vorkom-
menden Pfade iiber die sog. Pfadmultiplikationsregel, die in der 8. Klasse
behandelt wurde. Die Wahrscheinlichkeiten eines Pfades ergeben sich
durch Multiplikation aller Wahrscheinlichkeiten langs eines Pfades. Die
Wahrscheinlichkeit des linken Pfades ist dann z.B. 0,01 - 0,8 = 0,008.

Fir eine sachgerechte Interpretation miissen die Lernenden die Beschrif-
tungen durch Wahrscheinlichkeiten Ereignissen zuordnen kdnnen. Die
erste Wahrscheinlichkeit ist die fiir Brustkrebs, die zweite die fiir eine po-
sitive Mammografie, wenn Brustkrebs vorliegt und der Gesamtpfad steht
fir das Ergebnis ,Brustkrebs und positive Mammografie®. Die Formel
P(BAM,)=P(B)- P(M, |B), die ,dahintersteckt* wird nicht explizit be-
handelt. Man belisst es bei umgangsprachlichen Formulierungen. Die Mul-
tiplikationspfadregel wurde durch Riickgriff auf natiirliche Haufigkeiten
begriindet. Hitte man dies Beispiel zur Einfiihrung verwendet, so hitte man
im Schulbuch etwa das Argument gefunden: Stelle Dir vor, man wiederholt
diesen Prozess 100000 mal, dann bekommen wir (ungefihr) 1%, also
100000 - 0,01 = 1000 Frauen mit Brustkrebs, davon (ungefihr) 80 % mit
positiver Mammografie also 1000 - 0,80 = 800 Frauen mit Brustkrebs und
positiver Mammographie, insgesamt also die Haufigkeit h = 100000 - 0,01 -
0,80. Die Wahrscheinlichkeit ist dann h / 100000 = 0,01 x 0,80, also die
Multiplikation der einzelnen Wahrscheinlichkeiten. An solchen Beispielen
wird die allgemeine Regel motiviert, manchmal wird sie zusétzlich mit Va-
riablen hergeleitet. Die Argumentation basiert also wesentlich auf den Re-
geln zur Bruchmultiplikation (ein Anteil von einem Anteil von ...).

Mithilfe der Haufigkeitsinterpretation wird eine Regel hergeleitet, die ab
dann als Regel fiir Wahrscheinlichkeiten verwendet und eingeiibt wird. Auf
Hiufigkeiten wird praktisch nicht mehr Bezug genommen. Man hat hier ei-
ne Elementarisierung erreicht, die Mengenalgebra vermeidet und den Schii-
lern ein Modellierungsinstrument in die Hand gibt. Die Hiirde, die aber
beim Mammografie-Problem bei diesem Zugang entsteht, ist, wie man denn
jetzt die Wahrscheinlichkeit ausrechnen kénnte, dass unter der Bedingung
einer positiven Mammografie auch Brustkrebs vorliegt.

Riemers Vorschlag, der im wesentlichen auch in Lambacher-Schweizer
umgesetzt ist, wire auf unser Beispiel angewendet der folgende. Man unter-
scheidet bei der Modellierung einerseits zwischen Hypothesen und Indi-
zien, zum anderen wird ein verkiirztes Baumdiagramm benutzt. Die Unter-
suchung soll helfen zwischen zwei alternativen Hypothesen abzuwiigen:
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Brustkrebs oder kein Brustkrebs. Als-Indiz z#hlt ein positives Mammogra-
fieergebnis.

Abb. 5: Das Brustkrebsbeispiel im verklirzten Baumdiagramm
mit Wahrscheinlichkeiten

0,01 0,99
Hypothesen
08 0,096
Indiz

Zum verkiirzten Baumdiagramm wird wie folgt argumentiert. Die Pfade
zum Indiz ,,Mammografie positiv* haben die Wahrscheinlichkeiten:

Pfad iiber ,.Brustkrebs* 0,01 - 0,8 = 0,008
Pfad iiber , kein Brustkrebs* 0,99 - 0,096 = 0,09504

Die Wahrscheinlichkeit, das Indiz zu beobachten, ist also 0,008 + 0,09504.
Der Anteil des Pfades iiber Brustkrebs ist

0,008
0,008 +0,09504

Diese abstrakte Herleitung liefert den Lernenden keine Reprisentation die-
ser a posteriori - Wahrscheinlichkeit durch Verhiltnisse von Hiufigkeiten,
auch keine Repriisentation durch ein vorstellbares Zufallsexperiment, in
dem diese Wahrscheinlichkeiten als relative Hiufigkeiten deutbar sind. Al-
lerdings kann die Herleitung die Basis bilden fiir einen Kalkiil, Aufgaben
nach der Bayesschen Regel schematisch mit einfachen Mitteln 16sen zu
kénnen, was auch eine wesentliche Intention des genannten Schulbuches
ist,

=0,078.

Das Schulbuch von Cornelsen verwendet im Unterschied dazu fiir die Her-
leitung der Bayesschen Regel ein Baumdiagramm mit Héaufigkeiten und
Wahrscheinlichkeiten und auch fiktive Daten aus der medizinischen Dia-
gnostik.
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Abb. 6a: Ein Diagnosebeispiel in der Baumdarstellung (bei Kuypers et al.,
1999, S. 175)

1000000
0,001 0,999
(krank) (gesund)
1000 999000
0,96 0.04 0,02 0,98
(positiv) (negativ) (positiv) (negativ)
960 40 19980 979020
(krank und krank und gesund und gesund und
testpositiv testnegativ testpositiv testnegativ

Anschaulich wird die bedingte Wahrscheinlichkeit mit Haufigkeiten be-
rechnet, dann aber die Uberlegung genutzt, um die Bayes-Regel formal zu
begriinden:

Abb. 6b: Formale Herleitung der Bayes-Formel (bei Kuypers et al., 1999, S.
178)

Wir haben diese Wahrscheinlichkeit oben dadurch berechnet, dass wir die Zahl der Fille
mit (H, und D) durch die Zahl aller Fille mit D, also mit (H, und D) und mit (H, und D),
dividiert haben:

H(H, und D) 960

PHID) = 1 ond D) + H(H, und D) ~ 960 + 1980

Stattdessen kdnnen wir natiirlich auch die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten durcheinan-
der dividieren:

P(H, und D)

P(H,|D) =
M 1D) = S and D)+ P(H, und D)

Mit den Gleichungen von Seite 177 ergibt sich daraus:

P(H,)-P(DIH,)

P(H,|D)= .
11D)= 5 i,) P (DIH,) + P(H,) - P(D|iL;)

Fortan wird zum Modellieren und Berechnen von Bayes-Aufgaben nur die
formale Darstellung in Verbindung mit einem Wahrscheinlichkeitsbaum
benutzt, auf Haufigkeiten wird nicht mehr Bezug genommen. Beiden didak-
tischen Ansiitzen ist gemeinsam, Héufigkeiten punktuell zu benutzen, um
Regeln fur Wahrscheinlichkeiten zu begriinden, dann wird aber mit Wahr-
scheinlichkeitsbdumen und/oder formalen Darstellungen gearbeitet.

2.2 Uberlegungen zu unserem Unterrichtsentwurf

Die Darstellungen machen deutlich, dass unser Vorschlag, konsequent mit
natiirlichen Haufigkeiten zu arbeiten, wesentlich iiber bisherige Ansitze hi-
nausgeht. Wir haben die Ideen insofern aufgegriffen, als wir in der zweiten
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Unterrichtsphase das am Beispiel erarbeitete Losungs- und Darstellungsver-
fahren als allgemeine Methode reinterpretieren, um von Indizien auf Hypo-
thesen zu schlielen. Andere Kontexte als der medizinische sollten dann da-
zu dienen, diese Verallgemeinerung zu vollziehen.

3. Trainingsstudie zu individuellen Verarbeitungsprozessen bei
unterschiedlichen Reprdsentationsformen

3.1 Untersuchungsgegenstand

Im Projekt wurde zundchst eine Trainingslaborstudie mit Gymnasialschii-
lern der Sek. I (10. Klasse; Stichprobe I) und Sek. II (Leistungskurs Ma-
thematik; Stichprobe II} durchgefiihrt. Der Einfluss der Reprisentations-
form auf den Lernerfolg bei Problemen mit bedingter Wahrscheinlichkeit
und Bayesscher Inferenz® war Untersuchungsgegenstand. Es lagen bereits
positive Befunde iiber derartige Unterschiede aus umfassenden Labortrai-
ningsstudien von Sedlmeier (1999) bzw. Sedimeier & Gigerenzer (2001)
mit Studenten der Universitdt vor. Wir nahmen analog zu diesen Befunden
an, dass auch bei Schiilern der Sek. I und der Sek. Il auf Haufigkeitsrepri-
sentation basierendes Training zu einem hoheren Lernerfolg fiihrt als Trai-
ning basierend auf herkémmlicher Reprisentationsform mit Wahrschein-
lichkeitsformaten. Eine weitere Modifikation neben der Stichprobe bei die-
ser Replikationsstudie lag in der Gestaltung der Erhebungsinstrumente.

Eine Erweiterung der Trainingsstudie (weitere Stichprobe: LK-Schiiler und
11. Klasse) sollte die wichtige Frage untersuchen, inwieweit nach Training
mit verschiedenen Représentationsformen die Schiiler nicht nur kontextbe-
zogen Probleme in diesem Bereich konnten, sondern fahig waren, sich vom
Problemkontext zu lésen und entsprechende, abstrakt-mathematische Re-
geln herzuleiten und zu formulieren.*

Wir geben im Folgenden cinen Uberblick iiber das methodische Vorgehen
und quantitative, sowie qualitative Ergebnisse (vgl. auch Wassner, Mar-
tignon & Sedimeier, 2002).

3.2 Methodisches Vorgehen

Beschreibung der Trainingsvarianten

Es wurden computergestiitzte Tutorien der Trainingsstudien von Sedlmeier
und Gigerenzer verwendet.” Die verglichenen Varianten basierten auf zwei
unterschiedlichen Reprisentationsmethoden. Einerseits ,,Wahrscheinlich-

3 Im Folgenden sprechen wir kurz von ,,Bayes-Problemen* und meinen damit Proble-
me zur Anwendung des Satzes von Bayes und damit natiirlich auch implizit zum
Umgang mit bedingten Wahrscheinlichkeiten. Beide Begriffe sind inhaltlich eng mit-
einander verkniipft.

Diese Erweiterung der Fragestellung wird in diesem Artikel nicht dargestelit.

Das zugrundeliegende Computertutorium ,,BasicBayes” und theoretische Hinter-
griinde werden in Sedlmecier (1997) detailliert beschrieben, Trainingsvarianten ge-
nauer in Sedlmeier & Gigerenzer (2001).

v B
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keitstraining” (PROB) mit dem Inhalt, die n6tigen Komponenten der kon-
ventionellen Bayes-Regel kennen zu lernen, diesen Komponenten analoge
numerische Informationen in Aufgabentexten zuordnen und so konkrete
Bayes-Problemstellung losen zu konnen. Andererseits ,Haufigkeitstrai-
ning* (FREQ) mit dem Inhalt, die Losung von Bayes-Problemen durch
Transformation der numerischen Informationen in Haufigkeiten mit zusitz-
licher visueller Darstellung in den gezeigten Haufigkeitsbdumen zu finden.
Das Hiufigkeitstraining basiert auf dem empirisch gestiitzten ,,Natural Fre-
quency*“-Konzept, das die Verbindung von kognitiven Algorithmen und In-
formationsformaten beachtet (Beitrag Gigerenzer in diesem Heft). In einer
dritten Variante wurden beide Losungsmethoden eingefiihrt und trainiert,
jedoch ohne dass die zeitliche Dauer gegeniiber den anderen Varianten er-
hht war (COMBI). ©

Abb 7: ,.Screenshot” einer Aufgabe des computergestiitzten Haufigkeitstrai-
nings von Sedlmeier (1997)

 idiese Krankheit ist Sie fragt sich, was es wirklich
: Mwmemmbenemmww

| M ographie ein positives Testergebnis hat Die

Reporterin hat folgende Daten zur Verfugung:

- Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Frau, die sich

| einer Mammographie unterzieht, Brustkrebs hat,

Minad bal 10e

Die Frage ist nun:

|| [Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Frau, die an
| femer Mammographie teilgenommen hat, tatsachbch Brustkrebs|
1 hat, wenn das Testresultat postiv war?

Waihrend des Trainings (in allen Varianten) sehen die Versuchspersonen
drei Fenster: Ein ,,Problemfenster” enthilt die Problemstellung mit den nu-
merischen Informationen (in Prozentwerten), ein ,,Instruktionsfenster* dient
fiir Erkldrung, Instruktion und Kommunikation mit dem Lernenden, ein

6 Diese Trainingsgruppe wurde nur bei Stichprobe I gebildet, die vor Training kein
inhaltsbezogenes Wissen und demnach keine Repriisentationspriiferenz besaB. Sie
diente vor allem der Untersuchung von entwickelten Repriisentationspriferenzen
nach Training.
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..Reprisentationsfenster zeigt das entsprechende Darstellungsmittel und
erlaubt Manipulationen an diesem durch den Lernenden.

Alle Trainingsvarianten beinhalten zwei Modi: In einem ,,Instruktionsmodus*
wird den Lernenden anhand zweier typischer Bayes-Probleme schrittweise
erklart, wie sie mit der jeweiligen Methode zur Losung gelangen. Danach -
ben die Lernenden in einem ,,Praxismodus® an analogen Aufgaben mit der
erlemnten Methode das Losen der Problemstellungen. Wenn sie Schwierigkei-
ten bei einem gewissen Losungsschritt haben, erhalten sie ,,Feedback bzw.
Hilfestellungen durch die Software (,step-by-step feedback®). In jedem Falle
reicht die Hilfe aus, um zu gewahrleisten, dass alle Versuchspersonen korrek-
te Losungen erreichen und das Training vollstdndig durchlaufen. Das Trai-
ning dauerte je nach persénlichem Arbeitstempo 1 bis 1,5 Stunden.

Stichproben

Die untersuchte Stichprobe I bestand aus Gymnasialschiilern der 10. Klasse
(N = 80, 35 ménnlich / 45 weiblich; Verteilung auf Trainingsgruppen: npp
= 27, Nfeq = 27, Neombi = 26), die vorher noch nie im Mathematikunterricht
etwas iiber Stochastik erfahren hatten. Die Stichprobe II bestand aus Ma-
thematik-Leistungskursschiilern der 13. Klasse (N = 47, 31 ménnlich / 16
weiblich; Verteilung auf Trainingsgruppen: Nyob = 23, Ngeq = 24), die das
Themengebiet ,,Bedingte Wahrscheinlichkeit und Satz von Bayes" unmit-
telbar vorher im Unterricht behandelt hatten. Die Schiiler stammten aus
verschiedenen Gymnasien aus den Lindern Berlin und Brandenburg und
wurden den Gruppen zufillig zugewiesen. Kontrolliert wurde, dass alle
Gruppen hinsichtlich geschlechtsbezogener und allgemeiner leistungsbezo-
gener Merkmale (bisherige Schulleistung in Mathematik’) weitgehend pa-
rallel waren.

Erhebungsinstrumente

Leistungstest (BAYES)

Zur Erfassung von Grundkompetenzen im Zusammenhang mit Bayesschem
SchlieBen und bedingter Wahrscheinlichkeit entwickelten wir einen Leis-
tungstest. Die Testkonstruktion basierte auf einem Itempool, den wir auf
Basis langjihriger Erfahrung mit diesem Themenbereich zusammenstellten.
Wihrend die Leistungstests bei Sedlmeier und Gigerenzer ausschlieBlich
Aufgabenitems zu dichotomen Bayesschen Inferenzproblemen (vgl. Kapitel
1) enthielten, differenzierten wir mehrere Itemtypen mit unterschiedlichen
Anforderungen (sieche unten). Die Kontexte der Aufgabenitems stammen
weitgehend aus vorangegangenen Studien bzw. aus bekannten realen An-
wendungsproblemen. Die Tests waren als ,,paper & pencil - Tests mit offe-
nen Antwortformaten konzipiert waren, um Erkenntnisse tiber Vorgehens-
weisen und (Fehl-)konzepte der Schiiler gewinnen zu konnen. Versuchsper-

7 Wir sind uns bewusst, dass die schulische Leistungsbewertung nicht als objektiv gel-
ten kann und somit nur bedingt zur Frage der Vergleichbarkeit der Gruppen beitrigt.
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sonen wurden wihrend der Testphase mehrfach aufgefordert, alle Uberlegun-
gen bzw. Begriindungen mit auf die Testbégen zu schreiben. Dadurch wurde
eine detailliertere qualitative Untersuchung der Lésungs- und Verarbeitungs-
prozesse ermoglicht, die auch als Grundlage fiir die Bewertung diente.

Der Itempool enthilt folgende Itemtypen (Angabe jeweils eines Beispieli-
tems):

ltemtyp AQ) | Es soll angegeben werden, ob gewisse Informationen aus dem Aufga-
bentext fiir eine mathematische Lsung benutzt werden miissen (For-
mat: multiple choice + freie Antwort).

Beispielitem (bezieht sich auf ein Item vom Typ A2):

Brauchen Sie fiir die Antwort eigentlich die Information A unbedingt?

Qja O nein
Begriinden Sie ihre Entscheidung:
Ttemtyp Es soll angegeben werden, ob und wie gewisse Informationen das Er-
A0+ gebnis beeinflussen kénnen (Format: multiple choice + freie Antwort).

Beispielitem (bezieht sich auf ein Item vom Typ A2):

Andert sich etwas, wenn die Prozentangabe in Information A kleiner
wird (z.B. 5%)?

D nein 0 ja, das Ergebnis wird groBer O ja, das Ergebnis wird
kleiner

Begriinden Sie ihre Entscheidung:

Itemtyp Al | Es soll angegeben werden, ob mit den Informationen im Aufgabentext

und A1+ ein kontextbezogenes Problem im Bereich ,totale Wahrscheinlichkeit*

geldst werden kann (Al). Wenn mit ,ja* geantwortet wird, soll es ge-

lost werden (Al+).

(Format: multiple choice + numerische Antwort + offene Antwort).

Beispielitem (bezieht sich auf ein Item vom Typ A2):

Kann man mit den gegebenen Informationen beantworten, wie hoch die

Wahrscheinlichkeit ist, dass ein in die Ambulanz kommender Patient

an Fieber, Schiittelfrost und Hautabschiirfungen leidet?

O ja, und zwar

O das kann man mit den obigen Informationen nicht eindeutig beant-
worten

Begriinden Sie ihre Entscheidung:

Itemtyp A2 | Aus den gegebenen Informationen soll ein kontextbezogenes Bayes-
Problem gelost werden. Allein diese Anforderung war, wie oben be-
schrieben, expliziter Gegenstand der Trainings. (Format: numerische
Antwort + offene Antwort)

Beispielitem:

Sie arbeiten in der Ambulanz eines Krankenhauses. Ein Patient mit ho-
hem Fieber und Schiittelfrost kommt herein, bei dem Sie auch Hautab-
schiirfungen bemerken.

Folgende Informationen aus der Krankenstatistik haben Sie zur Verfii-
gung:

A Durchschnittlich 10% der in die Ambulanz kommenden Patienten
haben Blutvergiftung.

B Wenn ein Patient Blutvergiftung hat, besteht eine Wahrscheinlichkeit
von 80%, dass er an diesen Symptomen (Fieber, Schiittelfrost, Hautab-
schiirfungen) leidet.
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C Wenn ein Patient keine Blutvergiftung hat, besteht trotzdem eine
Wahrscheinlichkeit von 10%, dass er an diesen Symptomen leidet.

Die Frage lautet nun:

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass dieser Patient Blutvergiftung
hat, wenn er diese Symptome aufweist?

Antwort:

Geben Sie Ihre Uberlegungen ausfiihrlich an:

Ttemtyp A3

Aus den gegebenen Informationen soll ein kontextbezogenes Bayes-
Problem gelést werden, das in der Struktur von der trainierten abweicht.
Anstatt der Giblichen dichotomen Struktur, kommen trichotome Ereignis-
strukturen vor. (Format: numerische Antwort + offene Antwort)
Beispielitem:

Das Wetter in Niirnberg (Nordbayern) ist an 20% aller Tage regnerisch,
an 50% wechsethaft und an 30% heiter.

Es hat sich herausgestellt, dass am Vorabend eines Tages mit heiterem
Wetter die Wettervorhersage fiir Nordbayern zu 80% gut und zu 20%
schlecht lautet. Bei wechselhaftem Wetter am nichsten Tag lautete sie
zu 50% schlecht und zu 50% gut. Ein Regenwettertag wird zu 60% mit
schlecht angekiindigt und zu 40% mit gut.

Gestern abend wurde fiir heute gutes Wetter in Nordbayern vorherge-
sagt.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist heute heiteres Wetter in Niirnberg?
Antwort:

Geben Sie Thre Uberlegungn ausfiihrlich an:

Itemtyp 44

Aus den gegebenen Informationen soll ein kontextbezogenes Bayes-
Problem geldst werden, das im Unterschied zu Trainingsaufgaben einen
komplexeren Kontext mit extrem seltenen bzw. sicheren Ereignissen
enthilt. (Format: numerische Antwort + offene Antwort)

Beispielitem:

Im Rahmen der Untersuchungen zu einem Mord im Raum Berlin wur-
de ein ,DNA-Test“ von potentiell Tatverdichtigen von der Polizei
durchgefiihrt. Es wurde schlieBlich eine Ubereinstimmung des DNA-
Profils eines Untersuchten mit einer DNA-Spur am Tatort festgestellit.
Der Verdichtige steht nun vor Gericht.

Ein Sachverstindiger erstellt ein Gutachten, das folgende Informatio-
nen enthilt:

A Ein im Rahmen des DNA-Tests untersuchter Mann ist ohne weitere
Einschrinkung durch Indizien zu 0,0001% der Spurverursacher.

B Wenn der Verdichtigte wirklich der Spurverursacher ist, dann kén-
nen wir davon ausgehen, daB es der durchgefiihrte DNA-Test mit Si-
cherheit (also zu 100%) anzeigt.

C Die Wabhrscheinlichkeit, daB das DNA-Profil eines Unschuldigen
rein zufillig mit dem DNA-Profil der Spur iibereinstimmt, betrigt
0,0001%.

Sie wollen als Verteidiger nun wissen, mit welcher Wahrscheinlichkeit
der Angeklagte der Verursacher der DNA-Spur ist, wenn der DNA-
Test Ubereinstimmung zeigte.

Antwort:

Geben Sie Thre Uberlegungen ausfiihrlich an:
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Es ist zu beachten, dass allein Itemtyp A2, wie oben beschrieben, expliziter
Gegenstand der Trainings war. Die Itemtypen A0, A0+ und Al/A 1+ kon-
nen als Teilanforderungen bei der Losung von Bayes-Problemen charakteri-
siert werden. Sie basieren jeweils auf einem A2-Item und priifen tieferge-
hendes Verstindnis der Bayes-Problemsituation. Die Bearbeitung der Item-
typen A3 und A4 erfordert Transferleistungen bei der Modellierung. Die im
Training gelernte und geiibte Modellierung ,einfacher* dichotomer Bayes-
Problem muss selbststindig vom Lernenden modifiziert bzw. weiterentwi-
ckelt werden.

Design

Alle Trainingsgruppen erhielten zunichst einen Vortest, um das Grundni-
veau in diesem Bereich festzustellen. Der Vortest setzte sich aus jeweils ei-
nem Item des Typs A0, A0+, Al/Al+ und A2 zusammen. Anschliefiend
erfolgte das Training in der jeweiligen Trainingsvariante (siche Versuchs-
plan, Tab.1). Der Lernerfolg wurde unmittelbar nach dem Training uber ei-
nen Leistungstest (Nachtest 1) gemessen, der Items vom Typ AO bis A4
enthielt.” Nach ca. 12 Wochen wurde der Leistungstest in derselben Weise
wiederholt (Nachtest 2), um die Nachhaltigkeit des Lernerfolges zu priifen.

Tab. 1: Versuchsplan, Laborstudie

Gruppe (Stichprobe) |Vortest Training Nachtest 1 Nachtest 2
Prob I1 (SP II) unmittelbar |Wahrscheinlichkeits- |unmittelbar  |ca.

vor Training |version nach Training |12 Wochen
Freq Il (SP II) Hiufigkeitsversion nach
Prob I (SPI) Wabhrscheinlichkeits- Training

version

Freq I {SPI) Hiufigkeitsversion
Combi I (SP ) ~Kombi*version

3.3 Ergebnisse

Analyse des Problemldseprozesses bei Bayes-Problemen

Ein Erkennen von individuellen Verarbeitungsprozessen aus den rein nume-
rischen Wahrscheinlichkeitslosungen der Probanden ist problematisch. Ver-
schiedene Prozesse konnen zur selben Ldsung fiihren (z.B. Scholz, 1988).
Eine Analyse durch Sequenzierung der individuellen Problemlésungspro-
zesse war deshalb zunidchst notig. Diese Sequenzierung war Grundlage fiir
die Operationalisierung der Testleistung iiber einen erreichten Punktsum-
menwert. Die Punktwerte pro Aufgabenitem ergaben sich also nicht nur an-
hand des normativen ,richtigen® oder ,,falschen* Ergebnisses, sondern die
einzelnen zur Losung fithrenden Schritte wurden entsprechend klassifiziert,
vorliegendes Verstandnis individuell tiberpriift und nach festgelegten Krite-

8 Der Nachtest enthielt jeweils 3 Items vom Typ A2 (mit A0, A0+, Al, Al+), | Item
vom Typ A3 und | Item vom Typ A4 (nur in Stichprobe II).
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rien bewertet. Die erreichten Testleistungen spiegeln also prozessuales Ver-
stdndnis der Schiiler wider.

Bei den Problemstellungen im Bereich der Bayesschen Inferenz (Itemtypen
A2 bis A4) wurden nach eingehender Analyse vier Hauptschritte des Prob-
lemlésungsprozesses klassifiziert:

a. Identifizierung der Informationen aus dem Aufgabentext und Uberset-
zung in numerische Werte mit entsprechenden Bezeichnungen (,la-
beln”).

Beispiel: Folgende Informationen sind verfiigbar:

A.Wenn der Motor aussetzt, deutet in 90% der Fliuge aufsteigender Rauch
vorher darauf hin.

B. Wihrend 10% der Fliige, bei denen der Motor nicht aussetzt, kommt
Rauch aus dem Motor.

C. Der Motor seines Flugzeugtyps setzt in 1% aller Fliige aus.

Wie wahrscheinlich ist es, dass der Motor aussetzt, wenn Rauch von ithm
aufsteigt?

Erwartetes Verstdndnis nach PROB-Training sinngemé0:

- C) P(Motor aus) = 0,01, A) P(Rauch iMotor aus) = 0,99, B) P(Rauch
Motor nicht aus) = 0,1

Erwartetes Verstindnis nach FREQ-Training sinngemaf:

~ C) gibt an, bei wie vielen Fliigen von einer Gesamtzahl (z.B. 10 von
1000) im Durchschnitt der Motor aussetzt. A) gibt an, bei wievielen Flii-
gen mit Motoraussetzer, Rauch aus dem Motor kommt (z.B. 90 von 100)
... USW.

b. Verkniipfung der verfiigharen Informationen und Ableitung von Lé-
sungselementen (, strukturieren").
Beispiel (wie bei a.): Folgende Informationen sind verfiigbar:

A.Wenn der Motor aussetzt, deutet in 90% der Fliige aufsteigender Rauch
vorher darauf hin.

B. Wiahrend 10% der Flige, bei denen der Motor nicht aussetzt, kommt
Rauch aus dem Motor.

C. Der Motor seines Flugzeugtyps setzt in 1% aller Fliige aus.

Wie wahrscheinlich ist es, dass der Motor aussetzt, wenn Rauch von ihm
aufsteigt?
Erwartetes Verstindnis nach PROB-Training sinngemaf:

- Notig fiir die Losung ist eine Verkiipfung zwischen Information A und C
bzw. B und (1-C). Das Produkt ist jeweils die Wahrscheinlichkeit fiir die
Konjunktion, d.h. ,Motor aus* und ,,Rauch* bzw. ,,Motor nicht aus* und
,.Rauch*.
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Erwartetes Verstindnis nach FREQ-Training sinngemaB:

- Ausgehend von 1000 Fliigen, geht der Motor im Durchschnitt bei 10 aus
(C). Bei 9 dieser 10 Fliige kommt Rauch aus dem Motor (A) und bei 1
Flug nicht. Bei 990 Fligen (= 1000 - 10) geht der Motor nicht aus. Beli
99 dieser 990 Fliige kommt Rauch aus dem Motor (B) und

c. Aufstellen eines kompletten Losungsalgorithmus (,, verarbeiten*)
Im obigen Beispiel:
Erwartetes Verstandnis nach PROB-Training:

- Aufstellen einer kompletten ,,Bayesformel®, also ein Bruch, der im Zih-
ler die Wahrscheinlichkeit fiir die Konjunktion von ,Motor aus“ und
,,Rauch* und im Nenner eine Summe aus der Wahrscheinlichkeit fiir die
Konjunktion von ,Motor aus* und ,,Rauch* und der Wahrscheinlichkeit
fiir die Konjunktion ,,Motor nicht aus* und ,,Rauch* enthilt. Im Allge-
meinen sollte auch verstanden sein, dass es sich bei der Summe im Nen-
ner um die Wahrscheinlichkeit fiir ,,Rauch kommt aus dem Motor* han-
delt. Die richtigen Werte sollen eingesetzt werden, evtl. auch ohne
nochmals einen allgemeinen Zusammenhang zu formulieren.

Erwartetes Verstandnis nach FREQ-Training:

- Aufstellen eines Bruches, der im Zahler die Anzahl der Fliige mit Motor-
aussetzer und Rauch enthilt und im Nenner eine Summe aus der Anzahl
der Fliige mit Motoraussetzer und Rauch und der Fliige ohne Motoraus-
setzer und Rauch. Im Allgemeinen sollte auch verstanden sein, dass es sich
im Nenner um die Anzahl aller Fliige, bei denen Rauch aus dem Motor
kommt, handelt. Die richtigen Werte sollen eingesetzt werden, evtl. auch
ohne nochmals einen allgemeinen Zusammenhang zu formulieren.

d. Berechnung der Losung (,, berechnen ")
Erwartetes Verstandnis nach PROB und FREQ -Training:

Berechnung des aufgestellten Losungsbruches und Angabe eines numeri-
schen Wertes fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit, evtl. Konvertierung des
numerischen Formates.

Testleistungen

Zur quantitativen Analyse von Lernerfolgen verglichen wir die Unterschie-
de zwischen den Trainingsgruppen in den Testleistungen (erreichte Punkt-
summenwerte im Vortest, Nachtest 1, Nachtest 2). Abbildung 8a zeigt die
durchschnittlich erreichten Anteile an den erreichbaren Punktsummen
(,,Lésungsrate*).

Im Vortest erreichten die Zehntkidssler in den drei Versuchsgruppen Prob,
Freq bzw. Combi 16,2%, 18,5% bzw 12,6% der erreichbaren Punktsumme.’

9 Eine Varianzanalyse ergibt keinen signifikanten Unterschiedseffekt (F = 1,864; df =
2;p=0,162).
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Im unmittelbaren Nachtest 1 ergaben sich Leistungen von 32,9%, 58,1%
bzw. 43,3%." Im spiteren Nachtest 2 zeigten sich deutlich zunehmende
Unterschiede zwischen Prob (6,6%) und Freq (40,3%) bzw. Combi
(32,5%)." Nach Wahrscheinlichkeitstraining ist eine deutliche ,,Verfalls-
kurve* im Lernerfolg zu beobachten, wihrend dieser Verfall in den Hiufig-
keits- und Combigruppen weniger stark auftritt.

Abb. 8a: Mittlere Testleistungen
(in % der jeweils erreichbaren Punktsummen)
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Die LK-Schiiler erreichten im Vortest in den beiden Versuchsgruppen Prob
und Freq 47,8% bzw. 51,5% der erreichbaren Punktsumme."> Im unmittel-
baren Nachtest 1 ergaben sich Leistungen von 48,1% bzw. 78,3%." Im spi-

10 Eine Varianzanalyse mit der Beriicksichtigung der unterschiedlichen ,,Vortestleistun-
gen™ als Kovariate ergibt einen hochsignifikanten Unterschiedseffekt (F = 5,318; df =
2; p = 0,007; Effektgrofenschitzer partielles n* = 0,127). Bei paarweisen Verglei-
chen erweist sich der Unterschied zwischen Freq und Prob als hochsignifikant (Mittl.
Diff. = 4,596; p = 0,006), die Unterschiede zwischen Freq und Combi bzw. Prob und
Combi erweisen sich als nicht signifikant.
Eine Varianzanalyse mit der Beriicksichtigung der ,,Vortestleistungen™ als Kovariate
ergibt einen hochsignifikanten Unterschiedseffekt (F = 17,062; df = 2; p < 0,001; n?
= 0,319). Bei paarweisen Vergleichen erweist sich der Unterschied zwischen Freq
und Prob als hochsignifikant (Mittl.Diff. = 6,264; p < 0,001) sowie der Unterschied
zwischen Combi und Prob (Mittl.Diff. = 4,506; p < 0,001). Der Unterschied zwi-
schen Combi und Freq ist nicht signifikant (Mittl. Diff = 1,757; p = 0,342).
12 Eine Varianzanalyse ergibt keinen signifikanten Unterschiedseffekt (F = 0,548; df =
1; p=0,463).
13 Eine Varianzanalyse mit der Beriicksichtigung der unterschiedlichen ,,Vortestleistun-
gen® als Kovariate ergibt einen hochsignifikanten Unterschiedseffekt (Mittl. Diff =
4,112; F =22,608; df = 1; p < 0,001; EffektgroBenschitzer partielles n* = 0,339).

1
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teren Nachtest 2 verringert sich der Lernerfolg bei Prob (16,2%) deutlich
stirker als bei Freq (59,7%)".

Abbildung 8b zeigt die Testleistungen bei den trainierten, dichotomen Bay-
es-Problemen (Itemtyp A2). Die Zehntkldsslern zeigten hier kaum bewert-
bares Vorwissen, wihrend die LK-Schiiler bei etwa 40% liegen. Unter-
schiede in den Leistungen in Nachtest 1 und der Stabilitdt der Lernerfolge
sind etwa mit dem obigen Gesamttestergebnis vergleichbar.

Abb. 8b: Mittlere Testleistungen (in % der jeweils erreichbaren
Punktsummen), nur Itemtyp A2
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Abb. 8c: Mittlere Testleistungen (in % der jeweils erreichbaren Punktsum-
men), nur Itemtyp A3
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Transferprobleme des Itemtyps A3, die nicht im Vortest enthalten waren,
wurden in den Nachtests unterschiedlich gut bearbeitet. Es ergab sich ein

14 Eine Varianzanalyse mit der Beriicksichtigung der ,,Vortestleistungen* als Kovariate
ergibt einen hochsignifikanten Unterschiedseffekt (Mittl. Diff = 6,294; F = 121,917;
df =1; p < 0,001; 02 = 0,735).
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dhnliches Bild in den Unterschieden der Testleistungen wie im Gesamttest
(Abbildung 8c). Die Wahrscheinlichkeitsgruppen schnitten im Vergleich
sogar noch schlechter als bei ,,A2-Items* ab.

Kognitive Zugdnglichkeit der Darstellungsformen

Die ,paper & pencil”-Tests mit offenen Antwortformaten erlaubten die A-
nalyse der tatsidchlichen Verwendung von Darstellungs- bzw. Losungsme-
thoden. Die Verwendungsraten kénnen als Maf fiir die , kognitive Zuging-
lichkeit* einer Reprisentation interpretiert werden, d.h. die Bereitschaft ein
Reprisentationsmodell bzw. -methode als addquat fiir den Problemldsungs-
prozess zu akzeptieren und sie deshalb tatsédchlich zu benutzen (vgl. Bea,
1995, S. 161). Inwieweit die Akzeptanz tatsdchlich als genereller Indikator
fiir die kognitive Eignung einer Darstellungsmethode gelten kann, ist aber
nicht eindeutig geklirt. Diese Frage muss hier ausgeklammert werden.

Der Beschreibung von ,kognitiver Zuganglichkeit* iiber Akzeptanz folgend,
iiberpriiften wir, wie oft die Schiiler im Nachtest 1 exakt die trainierte Metho-
de verwendeten. Wir fanden (vgl. Abb. 9a), dass nach dem Wahrscheinlich-
keitstraining 74% der LK-Schiiler bei den dichotomen Bayes-Problemen
(A2) die gelernte Methode benutzten und sogar nur 39% bei A3-Problemen
bzw. 52% bei A4-Problemen. Demgegeniiber benutzten nach Haufigkeits-
training bei A2-Problemen ca. 96% und sonst 92% die gelernte Methode.

Abb. 9a: Verwendungshdufigkeiten der jeweiligen trainierten Darstellungs-
bzw. Losungsmethode (Stichprobe 1I; vor Training bzw. nach Trai-
ning in Anforderungsstufen A2, A3, A4)
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Bei den Schiilern der 10. Klasse ohne Vorwissen aus dem Unterricht
(Stichprobe 1) waren im Vortest keine tragfihigen Losungs- oder Darbie-
tungsmethoden'® zu erkennen (vgl. Abb. 9b).

15 Ein von Null verschiedenes Grundniveau von Vortestleistungen {siche oben) ergibt
sich aus basalen, intuitiven Vorstellungen. Tatsichliche methodische Lésungen oder
Darstellungen von Bayes-Problemen waren nicht erkennbar.
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Abb. 9b: Verwendungshéufigkeiten verschiedener Darstellungs- bzw. Lo-
sungsmethoden (Stichprobe I, 10. Klasse; vor bzw. nach Training in
Anforderungsstufen A2, A3)

—4#— Freq (Hauf.baum)

—~%-- Combi {(Hauf baum)
—»— Combi (Wsk.formal)

—de— Prob (Wsk.formal)

vor nach A2 A3

Nach FREQ-Training verwendeten die Schiiler im unmittelbaren Nachtest
zum groBten Teil den Haufigkeitsbaum zur Losung (fiir A2-Aufgaben 84%,
fiir A3-Aufgaben 67%)'®. Nach COMBI-Training zeigte sich eine @hnlich
hohe Verwendung von Losungsmethoden mit Hiufigkeitsformaten und
Baumdarstellungen (A2: 73%, A3: 65%) und eine nur sehr geringe Ver-
wendung von Lésungsmethoden mit Wahrscheinlichkeitsformaten mit for-
maler Darstellung (A2: 12%, A3: 0%). Nach PROB-Training verwendeten
die Schiiler bei A2-Aufgaben zu 80% die gelernte formale Wahrscheinlich-
keitsmethode, jedoch bei A3-Aufgaben nur noch zu 28%.

Abb. 10a: Mittlere Testleistungen (in % der jeweils erreichbaren
Punktsumme), differenziert nach Lésungsprozessschritten,
bei dichotomen Bayes-Problemen (A2)
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16 Der Rest verwendete jeweils eine andere oder keine tragfihige Methode bzw. Dar-
stellung.
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Differenzierung nach Losungsprozessschritten

Eine Analyse der schriftlichen Uberlegungen der LK-Schiiler (Stichprobe
II) im Nachtest 1 ergab folgende Unterschiede zwischen den Trainings-
gruppen in den erbrachten (mittleren) Leistungen in den vier Losungspro-
zessschritten (sieche oben). Bei A2-Problemen zeigen sich die Unterschiede
am deutlichsten in den Schritten ,Labeln” und ,Berechnen“. Bei A3-
Problemen ergeben sich deutliche Unterschiede in allen Prozessschritten
(vgl. Abb. 10a, b).

Abb. 10b: Mittlere Testleistungen (in % der jeweils erreichbaren
Punktsumme), differenziert nach Losungsprozessschritten,
bei trichotomen Bayes-Problemen (A3)
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3.4 Diskussion und Implikationen

Die Ergebnisse dieser Studie und fritherer Studien von Sedlmeier und Gige-
renzer sind Belege dafiir, dass die Darbietungsform entscheidenden Ein-
fluss auf individuelle Verarbeitungsprozesse und damit auf den Lernerfolg
hat. Die Hypothese, dass auf Hiufigkeitsdarstellung basierendes Training
gegeniiber tblichem, formalen Wahrscheinlichkeitstraining zu héherem
Lernerfolg fiihrt, wurde fiir verschiedene Schiilergruppen der Sek. I (10.
Klasse, ohne unterrichtlichem Vorwissen) und der Sek. II (LK Mathematik,
mit unterrichtlichem Vorwissen) bestitigt. Die Schiiler erreichten bereits
nach einem nur etwa 1% - stiindigen Training mit spezieller Hiufigkeitsdar-
stellung nicht nur bei trainierten dichotomen Bayes-Problemen, sondern
auch bei Transferproblemen deutlich héhere Leistungen als nach vergleich-
barem Wahrscheinlichkeitstraining. Dieser Lernerfolg blieb im Vergleich
zu den Wahrscheinlichkeitsgruppen auch lingerfristig deutlich stabiler. Die
Befunde stiitzen die kognitionspsychologische Theorie, dass ,,natiirliche
Hiaufigkeiten* als evolutorisch urspriingliche Form fiir die Mitteilung von
Wahrscheinlichkeitsinformationen besonders adaptiv sind (,,adaptive algo-
rithms*) und somit eine Hiufigkeitsdarstellung gewisser stochastischer
Probleme das Verstindnis erleichtern kann.
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Die qualitative Analyse der Akzeptanz der Darstellungsformen ergab weite-
re Evidenz fur die kognitiven Vorteile der Haufigkeitsmethode. Die Schiiler
der Haufigkeitsgruppe akzeptierten die gelernte Darstellungsform in hohem
Mafe als angemessen fiir die Problemldsung, wihrend die Schiiler der
Wahrscheinlichkeitsgruppe die trainierte Methode deutlich weniger oft zur
Losung verwendeten. Die Schiiler der Combi-Gruppe, die sich hinsichtlich
der Methode entscheiden mussten, priferierten eindeutig die Verwendung
der Haufigkeitsmethode. Diese Befunde interpretieren wir als weitere Indi-
katoren fiir ihre hohere ,.kognitive Zuginglichkeit*.

Bei der Analyse des individuellen Losungsprozesses von Bayes-Problemen
wurden vier sequentielle Losungsschritte klassifiziert. Ein Vergleich der
differentiellen Leistungen bei den einzelnen Lésungsprozessschritten zeigte
Defizite der Wahrscheinlichkeitsgruppe in allen Losungsschritten, vor al-
lem aber in den Prozessschritten ,,Labeln* und ,,Berechnen*. Der Schritt
»~Labeln* bezieht sich auf die Informationsklassifizierung, d.h. die Bedeu-
tung der Informationen im Aufgabentext und ihre Notwendigkeit fiir die
mathematische Modellierung. Der Schritt ,,Berechnen* beinhaltet die tech-
nischen Fertigkeiten, die zur Umformung in eine Wahrscheinlichkeitsaus-
sage notig sind (z.B. Bruch-, Prozentrechnung). Diese Befunde deuten dar-
auf hin, dass - neben technischen Grundfertigkeiten - die jeweilige kon-
textbezogene Modellierung mit der Wahrscheinlichkeitsmethode die groB-
ten Schwierigkeiten verursacht. Fiir eine tiefgreifendere Analyse dieser
Lasungsprozesse und Deskription und Klassifizierung der Losungsstrate-
gien verweisen wir auf gerade laufende Arbeiten (Wassner, Dissertations-
arbeit).

Aus den deutlichen Befunden der Studie kann fiir den gewinnbringenden
Stochastikunterricht gefolgert werden, dass fir die Schiiler Wahrschein-
lichkeitsprobleme durch eine Ubersetzung in Hiufigkeiten leichter ver-
stdndlich werden und dadurch nachhaltigere Lernerfolge moglich sind (vgl.
Sedlmeier, 1999; Wassner et al., 2002). Ein veriinderter Zugang zu sto-
chastischen Problembereichen, wie etwa Problemen mit bedingten Wahr-
scheinlichkeiten und Bayesscher Inferenz, mit den gezeigten Haufigkeits-
darstellungen verspricht eine Verbesserung der Effektivitiat des Unterrichts
hinsichtlich stochastischen Denkens der Schiiler.

4. Der Schritt in den Unterricht - eine explorative Unterrichtsstu-
die im Themengebiet ,, Anwenden der Bayesschen Regel

4.1 Rahmenbedingungen und Untersuchungsgegenstand

Die Vortestleistungen der untersuchten LK-Schiller sowie Aussagen von
befragten Lehrenden bestitigten unsere Uberzeugung, dass bisher iiblicher
Stochastikunterricht z.B. im Themenbereich bedingte Wahrscheinlichkeit
nicht zu optimalen Lernerfolgen fiihrt, nicht einmal in einem Leistungskurs
Mathematik. Shaughnessy stellte bereits 1992 fest (S.475): ,,To my know-
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ledge, there has not been any research reported that has attempted to change
students” misconceptions or beliefs specifically on conditional tasks. The
literature is long on excellent didactical suggestions, but short on hard re-
search in the area”. An diesem Mangel an systematischen Unterrichtsunter-
suchungen hat sich in Deutschland bis heute nichts geéndert, und das trifft
durchaus auf alle Themengebiete der Stochastik zu. Es ist dringend Hand-
lungsbedarf geboten.

Wir entwickelten im Projekt ab August 2002 zum Zweck einer Evaluation
in der Sekundarstufe [ eine Unterrichtsreihe'” in Kooperation mit dem Ma-
thematiklehrer Stefan Schweynoch, der auch die Realisierung im Unterricht
koordinierte. Die Reihe basiert auf den bisher dargestellten Grundideen und
enthilt Veridnderungen zum ,iiblichen” Unterricht im Theorieaufbau, bei
den Darstellungsformen, der Realitdtsndhe der Themen und in Unterrichts-
methoden. Die Frage nach geeigneten Problemstellungen und ihrer Bearbei-
tung und ErschlieBung im Unterricht war eine Kernfrage bei der Gestal-
tung.

Der Untersuchungsgegenstand dieser Unterrichtsstudie war die Realisie-
rung, Exploration und Optimierung eines auf der entworfenen Unterrichts-
reihe basierenden Lehr-Lernszenarios. Die Studie kann als Basis fiir weitere
quasi-experimentelle Vergleichsuntersuchungen dienen.

Wir geben im Folgenden einen Uberblick iiber die Unterrichtsreihe, be-
schreiben das methodische Vorgehen der Explorationsstudie und berichten
einige Ergebnisse.

4.2 Beschreibung der Unterrichtsreihe

Einstieg in das Themengebiet

Unsere grundsitzliche Uberzeugung ist, dass ein sinnvoller und gewinn-
bringender Unterricht in Stochastik iiber den aufwendigeren Weg mdoglichst
authentischer und konkreter Anwendungen im tiglichen Leben gehen soll-
te. So steht am Beginn der Unterrichtseinheit keine mathematische Frage,
sondern ein reales Problem, das sich auch Schiilern durchaus stellen konnte:
Wie gut ist der AIDS-Test? Dass sich diese Problematik besonders gut als
Beispiel fiir eine reale Anwendung des Satzes von Bayes eignet, ist nicht
neu. Z.B. im Unterrichtsvorschlag von Boer (1997) oder Israel (2001) fin-
det es Verwendung. Bei uns dient der folgende relativ offene Medientext
als Einstieg:

17 Es existiert ein bisher unversff. Manuskript: Wassner, C., Biehler, R., Schweynoch, S.
& Martignon, L. Authentisches Anwenden der Bayesschen Regel - Arbeitsmaterialien
und didaktische Kommentare fiir den Stochastikunterricht der Sekundarstufe I.
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Wie gut ist der AIDS-Test?

Der sogenannte AIDS-Test ist einer der zuverldssigsten Tests, die jemals
entwickelt wurden. Er wird eingesetzt, um eine Infektion mit HIV festzustel-
len*. Wegen der hohen Gefahr der Verbreitung der tédlichen HIV-Infektion
war sogar lange Zeit in der Diskussion, ob nicht die gesamte Bevélkerung
zum AIDS-Test gezwungen werden soll.

Der AIDS-Test ist aber nicht perfekt. Wenn jemand HIV-infiziert ist, soll
der Test positiv sein. Zu 99,9% fillt er dann auch positiv aus. Andererseits
wenn jemand nicht HIV-infiziert ist, soll der Test natiirlich negativ sein. Zu
99,7% fallt er dann tatsichlich negativ aus.

Nehmen wir mal an, dass fiir alle Menschen in NRW ein AIDS-Test durch-
gefiihrt werden soll. Laut Schitzung des Robert-Koch-Instituts sind bundes-
weit 0,05% der Bevélkerung HIV-infiziert, die Quote kann auch fiir NRW
angenommen werden. Die Bevdlkerungsstatistik gibt an, dass in NRW
18.000.000 Menschen leben.

* Im Sprachgebrauch hat sich AIDS-Test eingebiirgert. AIDS bezeichnet eigentlich
die Krankheit, die man bekommen kann, wenn man mit HIV infiziert ist. HIV
kommt vom engl. ,human immunodeficiency virus“ = ,Immunschwiche-Virus
beim Menschen®.

Nach kurzer Diskussion iiber die Textinhalte soll versucht werden, eine
Fragestellung zu konkretisieren: ,,Stell dir vor, eine beliebige Person aus
NRW bekommt mitgeteilt, dass ihr Test positiv ist. Wie sicher kann sie
sein, dass sie tatsiichlich HIV-infiziert ist?* Nichster Schritt ist die Formu-
lierung des zugehorigen wahrscheinlichkeitstheoretischen Problems, das
geldst werden soll: ,,Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine HIV-
Infektion, wenn der Test positiv ist: %7

Vor dem Beginn des Losungsprozesses sollen alle Schiiler das Ergebnis
schitzen. Die Schitzungen werden notiert. Die meisten Menschen schitzen
in dieser Situation ein viel zu hohes Ergebnis (sieche oben). Wir glauben,
dass (iber die Bewusstmachung der kognitiven Fehlleistung Motivation zur
Problemlgsung geweckt werden kann.

Die Losungsfindung erfolgt iiber den im Labor erfolgreich untersuchten
Weg der Ubersetzung der Informationen in ,,natiirliche Hiufigkeiten* und
Aufstellung von Haufigkeitsbdumen. Um die Schiiler zum aktiven und
sorgféltigen ,,Nachdenken iiber die Situation” zu bewegen, werden in der
Anfangsstunde zur Hiufigkeitslosung hinfiihrende Fragen gestellt, die in
eigenaktiver Arbeit (z.B. als Gruppenauftrige) mit Unterstiitzung des Leh-
rers bearbeitet werden sollen, z.B.:

- Was kann passieren, wenn ein HIV-Infizierter getestet wird? Was, wenn
ein nicht HIV-Infizierter getestet wird? Schreibe alle Moglichkeiten auf!

- Welche Maglichkeiten wiirdest du als ,,Fehler des Tests* bezeichnen und
wo lag der Test richtig?

84 Unterrichtswissenschaft, 32. Jg. 2004, H. 1



- Verteile die Bevolkerung von NRW auf die verschiedenen Moglichkei-
ten. Wie viele Personen sind es jeweils?

Die eigentliche Schwierigkeit ist die Beriicksichtigung der ,Fehler des
Tests". Die Schiiler sollen in der ersten Auseinandersetzung mit dem realen
Problem erkennen, dass vier mogliche ,, Testsituationen® auftreten kdnnen,
von denen zwei ,,Fehler des Tests* darstellen. Ziel ist die Bestimmung einer
Wahrscheinlichkeit fiir die Richtigkeit des Tests. Dass alle Menschen aus
NRW am Test teilnehmen, ist zugegebenermafien eine unrealistische An-
nahme. Die Einschrinkung der Realitdt umgeht hier zunichst die schwieri-
ge Frage der Schitzung der Basisrate (Vertiefung spiter).

Im Anschluss erfolgt fragend-entwickelnd die Modellierung und Visualisie-
rung der Problemstellung mit einem Haufigkeitsbaum (vgl. Abb. 11a).

Abb.11a: Modellierung des AIDS-Test Problems
im Haufigkeitsbaum (ohne Losungsstufe)
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HWV.nfiziert Nicht HIV.infiziert
| 17991000 |
99,7%
9 17.937.027
Test Test Test Test
positiv negativ positiv negativ

Abb.11b: Modellierung der Losung des AIDS-Test
Problems im Haufigkeitsbaum

Personen in NRW
| 18 000 000

HIV.infiziert Nicht HIV.nfiziert
9 000 | 17 991 000

/

8991 9 53973 17937 027

14.3% /

Test 62 964
positiv

Lasung: ,, Die Wahrscheinlichkeit fiir eine HIV-Infektion bei positivem Test* =
. Der Anteil der HIV-Fille unter allen positiven Tests* = 8 991 /62 964 = 14,3%

Unterrichtswissenschaft, 32. Jg. 2004, H. | 85



Das Ziel der 1. Unterrichtsstunde sollte die Losung des konkret gestellten
Problems sein, die nun sehr viel leichter und intuitiver zu finden ist als mit
der Bayesformel (vgl. Abb. 11b), und der Vergleich mit den Schiilerschét-
zungen.

Weiterer Aufbau der Unterrichtsreihe '
Das weitere Vorgehen soll im Folgenden iberblicksartig wiedergegeben
werden:

Die 2. Unterrichtsstunde ist der Ergebnisvertiefung gewidmet. Das Ergebnis
wirft eine Reihe von weiteren Fragen auf, die mit Hilfe relativ offener Ma-
terialien (,,Das AIDS-Testverfahren im Detail*) geklart werden sollen, z.B.
»Warum wird der Test iiberhaupt durchgefiihrt, wenn er so ,,schlecht* ist?*
oder ,,Was ist zu tun, um die Sicherheit fiir Getestete zu erhthen?*,

In Stunde 3 soll die Kontextvertiefung im Vordergrund stehen. Anhand von
Medientexten oder Schilderung von Fillen wird den Schillern die prakti-
sche, individuelle und gesellschaftliche Bedeutung der Problematik des
Themas AIDS und der Diagnose nahegebracht.

In Stunde 4 wird das Thema des Einflusses der Basisrate auf das Ergebnis
vertieft. Die Schiiler sollen ausgehend von verschiedenen Risikogruppen
selbststindig entdecken, wie sich die Aussagekraft des Testes dndert. Das
Vergleichen im Plenum verschiedener Ergebnisse, die in Kleingruppen er-
arbeitet wurden, soll diesen Einfluss fiir die Schiiler plausibel machen. Ne-
benziel ist das Uben des Umgangs mit der Darstellungsform , Hiufigkeits-
baum®. In dieser Phase wird eine weitere Darstellungsform eingefiihrt, die
Hiufigkeitstabelle (siche Abb. 12a), die ebenfalls sehr intuitiv erarbeitet
werden kann. Die Griinde liegen einerseits in der Forderung einer héheren
Flexibilitdt der Modellierung, andererseits in der tatséchlichen Benutzungs-
relevanz im Alltag bzw. in der gymnasialen Oberstufe. Im Vergleich mit
der Tabelle wird nun auch erstmals ein ,,vollstindiger Haufigkeitsbaum*
entwickelt (,,Doppelbaum®, sieche Abb. 12b; vgl. Wassner et al., 2002). Im
Folgenden kénnen die Schiiler beide Reprisentationen gleichberechtigt
verwenden.

Abb. 12a: Modellierung des AIDS-Test Problems mit der Haufigkeitstabelle.

Gesamt HIV-infiziert Nicht HIV-infiziert
Gesamt 7 500 848 6 652
TEST positiv 867 847 20
TEST negativ 6633 1 6632

Gesamtheit bezieht sich auf ,intravends Drogenabhingige (IVDA) in Berlin*

18 Die folgende Beschreibung gibt einen idealisierten zeitlichen Ablauf des Unterrichts
wieder. Die Verteilung des Stoffes auf Schulstunden muss in der Realisierung flexi-
bel gehandhabt werden.
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In Stunde 5 wird das AIDS-Test Problem aus der ,,umgekehrten” Sichtwei-
se eines Testentwicklers behandelt. Die gegebenen Basisrateninformationen
sind nun auf die Testergebnisse bezogen, gesucht ist die Wahrscheinlichkeit
fiir ein positives Testergebnis bei tatsachlich vorliegender HIV-Infektion.
Es ist festzustellen, dass im Doppelbaum und auch in der Tabelle diese
Sichtweise bereits integriert ist; man muss den Baum nur von unten ,.lesen®,
die Tabelle in gewisser Weise ,,in Zeilen“."” Den Schiilern kann so vor Au-
gen gefithrt werden, dass stochastische Schlussfolgerungen nicht an kausale
Richtungen (Krankheit - Testergebnis) gebunden sind. Diese besondere Ei-
genschaft fiihrt erfahrungsgemiB sehr leicht zu Tduschungen (z.B. Falk-
Paradoxon, Falk, 1979).

Abb. 12b: Modellierung des AIDS-Test Problems
im vollstindigen Haufigkeitsbaum

IVDA in Berlin

| 847 | [-\1 || 20 || 6632

Test 867 6 633 Test
positiv negativ

7 500

Gesamtheit bezieht sich auf ,,intravends Drogenabhingige (IVDA) in Berlin*

Stunde 6 enthilt einen ,,Uberblick” mit Ubungsaufgaben, in dem bewusst
das bisher am konkreten Beispiel entwickelte nur ,,s0 weit wie notig™ ver-
allgemeinert und einfache Begriffe eingefiihrt werden, die die Kommunika-
tion erleichtern.

Die folgenden Stunden dienten dazu die verwendeten Représentationen und
Regeln auf andere Sachkontexte zu verallgemeinern. Eine allgemeine Bayes-
Regel als solche wurde bisher nicht entwickelt. Anhand eines Kriminalitits-
falles (Indizien dafiir, ob jemand Morder ist), wird einerseits der Haufigkeits-
baum zur Losung verwendet, andererseits ist hier ein natiirlicher Kontext ge-
geben, um Begriffe wie Hypothesen, Indizien sowie Apriori- und Aposterio-
ri-Wahrscheinlichkeit einzufithren. Ziele sind das Begreifen der Problemsitu-
ation als eine Neubewertung einer Wahrscheinlichkeit unter neuen Daten
(Revision der Wahrscheinlichkeit), das Einfithren wichtiger, neuer Begriffe,

19 Trotz der hohen Analogie der Darstellungen Baum und Tabelle kénnen Vorteile der
Baumstruktur in der ,sequenziellen” Art der Darstellung gesehen werden (vgl.
Wassner et al., 2002, S.15).
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unter denen die Diagnoseaufgaben aus der Medizin reformuliert und neu ge-
deutet werden sollen. Hiermit gewinnt man auch Anschluss an das Hypothe-
sentesten. Dies war auch die urspriingliche Intention der Arbeiten von Riemer
(1985, 1991). Bei der spiteren Behandlung von Hypothesentests in der Se-
kundarstufe II werden bedingte Wahrscheinlichkeiten berechnet (Signifikanz:
P(Daten | Nullhypothese)). Dem Bayesianischen Zugang zur Statistik liegt
dabei die Neubewertungsdenkweise zugrunde (Berechnung von P(Hypo-
these | Daten)). Diese curriculare Verbindung von bedingter Wahrscheinlich-
keit und Hypothesentesten wird auch z.B. bei Krauss & Wassner (2001) als
didaktische Verdnderung vorgeschlagen und wire eine Fortsetzung der Reihe
in der Sekundarstufe I1.

Wir haben bewusst darauf verzichtet, eine weitere Formalisierung der Bayes-
Regel in der Sek. I, und sei es auch nur in Form des in Kapitel 2 erwéhnten
verkiirzten umgekehrten Wahrscheinlichkeitsbaums, im Unterricht anzustre-
ben. Die weiteren Unterrichtsstunden werden fiir die Erarbeitung von realen
Anwendungsbeispielen genutzt. (z.B. zum Thema Schwangerschaftstest, Va-
terschafistest, Krebsfrilherkennung, BSE-Krise, Drogenkontrollen im Stra-
Benverkehr, Urteile und DNA-Evidenz vor Gericht). Anhand dieser Beispiele
sollen die Schiiler erlernen, sowohl in Situationen zu denken, Material zu ela-
borieren und Fragestellungen verniinftig zu modellieren, als auch Darstel-
lungsmittel zur Losungsfindung zu benutzen und numerische Ergebnisse zu
interpretieren.

4.3 Methodisches Vorgehen

Stichprobe und Unterrichisplanung

Auf Grundlage der entwickelten Unterrichtsreihe wurden 144 Gymnasial-
schiiler (fiinf 9. Klassen aus NRW; 71 weiblich, 73 méannlich®) von jeweils
verschiedenen Lehrpersonen im Themengebiet ,,Anwenden der Bayesschen
Regel“ unterrichtet. Fiir die Realisierung wurden 15 Unterrichtsstunden be-
reitgestellt (5 Wochen a 3 x 45 Min.). Die Vorstellung der Reihe erfolgte in
einer Fortbildungsveranstaltung und die konkrete Unterrichtsvorbereitung
erfolgte von den Lehrenden auf Grundlage der vorgestellten Entwiirfe. Die
Ziele und Prozessplanung, spezielle Arbeitsmaterialien (Arbeitsblitter, Me-
dientexte, Computerprogramme, Ubungsaufgaben) und didaktische Hin-
weise wurden von uns vorgegeben. Didaktische Entscheidungen im Reali-
sationsprozess waren jeweils in der Verantwortung der Lehrenden als Un-
terrichtsexperten.

20 Die Stichprobe bestand aus der gesamten 9. Jahrgangsstufe des Freiherr-vom-Stein
Gymnasiums in Biinde (Westfalen), an dem der Mitautor der Reihe Stefan Schwey-
noch als Mathematiklehrer unterrichtet.
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Erhebungen
Tab. 2: Ablaufplan, Unterrichtsstudie

Stichprobe Unterricht _|Klassenarbeit _|Befragungen BAYES-Test
Fiinf 9. Klassen, |Beobach-  |unmittelbar Schiilerfragebogen |ca. 4 Monate
Gymnasium tung nach Training |Lehrerfragebogen |nach Unterrichts-
NRW (N=144) {(Protokolle/ off. Gruppen- ende

Video) interview

Analyse des Unterrichts

Der Unterricht wurde teilweise (in einer der Klassen vollstdndig) per Vi-
deoaufzeichnung protokolliert und teilweise wurden schriftliche Verlaufs-
und Inhaltsprotokolle vom Unterricht erstellt.

Tests zur Erfassung von Lernerfolgen

Am Ende der Unterrichtsreihe sollte bei allen Schiilern eine Leistungsfest-
stellung mittels derselben Klassenarbeit durchgefiihrt werden, die in Ab-
sprache der Autoren der Reihe mit den teilnehmenden Lehrern entwickelt
wurde. Die Klassenarbeit bestand aus zwei kontextuell verschiedenen Auf-
gaben, die jeweils in 5 Teilitems (a-¢) untergliedert waren. Die Auswer-
tungskriterien fiir die Bepunktung wurden exakt festgelegt. Es konnte ein
Punktsummenwert von 48 erreicht werden (einzelne erreichbare Punktewerte
hinter den Items).

Klassenarbeit

Aufgabe | (27 Pkt.).

Wenn jemand eine Katzenhaarallergie hat, so fallt der entsprechende Test
auch zu 99% positiv aus. Umgekehrt erhalten 98% der Personen, die keine
Katzenhaarallergic haben, ein negatives Testergebnis. Man vermutet, dass
ca. 1% der Bevélkerung allergisch gegen Katzenhaare ist. 1.000 000 Perso-
nen nehmen an dem Allergietest teil.

a Vervollstindige mit Hilfe der gegebenen Daten das abgebildete Doppel-
baumdiagramm. Beschrifte alle Felder! (Struktur des Baumes ohne Be-
schriftung vorgegeben) 2 Pkt. (Beschriftung) + 5 Pkt. (Werte einsetzen)

b Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat eine Person eine Katzenhaarallergie,
wenn der Test positiv ausfallt? 3 Pkr.

¢ Berechne P(keine Allergie | Test negativ), P(Test negativ | keine Aller-
gie) und P(keine Allergie und Test negativ). 6 Pkt. (jeweils 2 Pkt.)

d Berechne eine mogliche Apriori-Wahrscheinlichkeit zu dem Allergietest
und eine dazugehorige Aposteriori-Wahrscheinlichkeit. 6 Pkt. (jeweils 3
Pkt.)

e Auf Blatt 2 siehst du den Baum eines Testdurchgangs, bei dem 50% der
positiv Getesteten auch wirklich Allergiker waren. Wieviel Prozent der
Nicht-Allergiker haben ein positives Ergebnis erhalten? 5 Pkz.
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Aufgabe 2 (21 Pkt.):

In Miinchen liegt die Wahrscheinlichkeit, dass ein abgestellter PKW auf-
gebrochen wird, bei 0,03%. Wir gehen davon aus, dass alle PKWs mit einer
Alarmanlage ausgestattet sind, die laut Hersteller mit 99%iger Wahrschein-
lichkeit anschligt, wenn der PKW aufgebrochen wird. Leider geht die A-
larmanlage auch manchmal los, wenn sich niemand am Auto zu schaffen
macht. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehlalarm betrdgt laut Hersteller
0,1%. (Hinweis: Gehe von 1 000 000 abgestellter PKWs aus)

a Ein PKW ist in Miinchen geparkt und die Alarmanlage aktiviert. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit wurde der PKW aufgebrochen, wenn der
Alarm ertént? 6 Pkt. (Reprdsentation) + 3 Pkt. (Lésung)

b Wie miissen die Wahrscheinlichkeitsangaben des Herstellers jeweils ge-
dndert werden, damit sich der Wert aus a) erh6ht? (Begriindung, keine
Rechnung!) 2 + 2Pkt. (jeweils pro Anderung mit Begr.)

¢ Vervollstindige die in Berlin erhobene Statistik, fiir die sehr viele Autos
iiber einen langen Zeitraum beobachtet wurden. (Tabellenstruktur mit ei-
nigen Haufigkeitswerten vorgegeben) 3 Pkt.

d Mit welcher Wahrscheinlichkeit wurde in Berlin ein PKW aufgebrochen,
wenn der Alarm ertont? 3 Pkt.

e Wie gro8 ist die Aufbruchswahrscheinlichkeit in Berlin? 2 Pkt.

Es sollte ebenfalls in der Studie iiberpriift werden, ob Lemnerfolge linger-
fristig stabil bleiben. Zur Untersuchung der Stabilitit des Lemerfolges und
Maoglichkeit einer Verankerung mit den Laborstudien erfolgte nach etwa 4
Monaten mit allen Schiilern ein B4 YES-Leistungstest (identisch mit Labor-
nachtest, vgl. 3.2)*".

Befragungen (retrospektiv) zum erfolgten Unterricht

Nach Durchfithrung der Unterrichtsreihe erfolgten retrospektive Schiiler-
und Lehrerbefragungen. Der Schiilerfragebogen enthielt eine Reihe von
nichtleistungsbezogenen Items (z.B. zum eigenen Sachinteresse, zu selbst-
und fremdbestimmter Motivation, Selbststeuerung, Tatigkeitsanreizen) und
einige spezielle Einschatzungen zu verwendeten Darstellungsformen und
Problemkontexten. Der Lehrerfragebogen hatte v.a. die Erfahrungen aus der
durchgefiihrten Unterrichtsreihe sowie allgemeine Erfahrungen und Vor-
stellungen zum Lehren und Lernen von Stochastik zum Inhalt. Nachdem
der Fragebogen durch die Lehrenden ausgefiillt worden war, wurde aufler-
dem ein etwa 1,5-stiindiges offenes Gruppeninterview mit allen Beteiligten

21 Aufgrund unterrichtstechnischer Gegebenheiten war nur eine Leistungsfeststellung
zusitzlich zur tiblichen Klassenarbeit moglich. Wir entschieden uns fiir den spéteren
Stabilititstest”, da bereits die Klassenarbeit Befunde zum unmittelbaren Erfolg zeig-
te und wir die ldngerfristige Betrachtung fiir interessanter hielten.
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gefiihrt, um durch gemeinsame Reflektion noch eine Verfeinerung bzw.
Spezifizierung des Feedbacks zu erreichen.

4.4Ergebnisse

Wir stellen im Folgenden einige ausgewiihlte Ergebnisse dar, die Ergebnis-
se der Tests und Befunde aus dem Schiilerfragebogen betreffen. Eine voll-
stindige Auswertung aller erhobenen Daten erfolgt im Dissertationsprojekt
von Wassner.

Testleistungen (Klassenarbeit)

In der Klassenarbeit konnte eine maximale Summe von 48 Testpunkten er-
reicht werden. Die Auswertung erfolgte nach der oben dargestellten Punk-
teverteilung pro Item.” Der folgende Boxplot zeigt die Verteilung iiber die
Punkteskala und die Tabelle Kennwerte:

Abb. 13:Verteilung der Summe der Testpunkte in der Klassenarbeit, Kennwerte

[emsermton] : 'H|

| T T T T R = T —— J

15 2 f-] 0 k5] 40 45 50
SurmmreBaw ertung

Tab. 3: Verteilung der Summe der Testpunkte in der Klassenarbeit, Kennwerte

Variable Summe Bewertung  [Summe Aufgl Summe Aufg2
Mittelwert 38,8 22,8 16,1

Median 40,0 23.0 18

Modus 42 27 19

Minimum 15 6 0

Maximum 48 27 21
Standardabweichung 6,54 3.89 4,10

Erstes Quartil 35,0 21,0 14,0

drittes Quartil 44,0 26,0 19,0

Mit dem Bepunktungsschema der Arbeit war auch die Analyse nach Schrit-
ten des Losungsprozesses (vgl. 3.3) moglich.” Es ergab sich, dass die Schii-
ler sehr kompetent das Aufstellen der Baumdiagramme (bzw. Tabelle) be-
herrschten.” Bei der Bildung des ,,Lsungsbruches“* aus dem aufgestellten
Baumdiagramm traten hidufiger Schwierigkeiten auf.** Dieser Befund ist auf
verschiedene Fehlkonzepte zuriickzufiihren, die in diesem Zusammenhang

22 Die Auswertung wurde von uns durchgefiihrt und unabhingig davon auch jeweils fiir
die Klasse von den Lehrenden. Wir berichten hier die eigene Auswertung.

23 Z.B. bei Aufgabe 2a: 6 Pkt. auf ,Jabeln und strukturieren™, 3 Pkt. fiir ,,verarbeiten*

24 93,8% = (mittl. ) Anteil der erreichbaren Punktsumme (max.13) fiir Schritte ,.Jabeln*
und , strukturieren®.

25 formal: P(A|B) = #(A und B) / #B

26 78,6% = (mittl.) Anteil an der erreichbaren Punktsumme (max.14) fiir den Schritt
. verarbeiten®,
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auch in vorherigen Studien beobachtet wurden (vgl. z.B. Gigerenzer &
Hoffrage, 1995, ,,non-Bayesian algorithms*).”’

Lernerfolgsstabilitit (Bayes-Test)

Die Stabilitdt der Lernerfolge nach etwa 4 Monaten iiberpriiften wir mit
demselben Leistungstest, den bereits die Laborschiiler absolviert hatten.
Abbildung 14 zeigt den Vergleich der mittleren Testleistungen (als Anteile
an den erreichbaren Punktsummen) zwischen den unterrichteten Gymnasi-
alschiilern der 9. Klasse und den Gymnasialschiilern der 10. Klasse nach
Hiufigkeitstraining im Labor (Gruppe Freq (10), Nachtest 2 siche Abb. 8a).
Die Schiiler erreichten nach 12-stiindigem Unterricht noch nach 4 Monaten
durchschnittlich etwa 2/3 der maximalen Testleistung. Im Vergleich dazu,
hatten die Schiiler im Labor ca. 12 Wochen nach Haufigkeitstraining etwa
40% der maximalen Testleistung gezeigt (nach Wahrscheinlichkeitstraining
nur 7%). Nach verschiedenen Itemtypen differenziert, ergeben sich bei
Al(+)-Items die groBten Abstinde, bel A3-Items die geringsten.

Abb. 14:Mittlere Testleistungen (in % der jeweils erreichbaren
Punktsummen), gesamt und differenziert nach Itemtypen.

80% W Unterricht
70% (9.Klasse)

OLabor
60% - {10.Klasse)

50% A
40% -

30% 1
20% A
10%

mittl. Testleistung (% der erreichb. Pkt.)

0% -

gesamt Al Al+ A2 A3

Schiilerbefragung

Aus der Schiilerbefragung gingen u.a. Befunde zur Bewertung der Darstel-
lung Haufigkeitsbaum hervor.” In der Tabelle 4 sind entsprechende Items
aus dem Schiilerfragebogen (4-stufige Skala, 1: volle Zustimmung .... 4:
volle Ablehnung) angegeben und jeweilige Kennwerte. Grundlegende Ver-
stehensprobleme bei Bildung und Verwendung der Darstellungsform ,,Hiu-
figkeitsbaum™ werden in der Selbstbewertung eher nicht gesehen (D1, D2).
Auch Wirksamkeits- und generelle Anreize der Hiufigkeitsbaumverwen-
dung als Losungswerkzeug sind deutlich erkennbar (D3, D4, DS). Bei der

27 Die verschiedenen Losungsstrategien werden in der Dissertationsarbeit von Wassner
diskutiert.

28 Wir gehen hier aus Platzgriinden nur auf die Items zu Darstellungsformen ein.
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drei-alternativigen Frage einer Priferenz (PRI) fiir eine der beiden im Un-
terricht verwendeten Darstellungsformen (Haufigkeitsbaum bzw. -tabelle)
sprechen sich 69% fiir den Baum, 5,8% fiir die Tabelle aus, und 25,2% wol-
len sich nicht festlegen.

Tab. 4: Items und Kennwerte des Schiilerfragebogens zu Darstellungsformen

Hdufigkeiten

I 1213 |4 Mittel- Item
wert (Rating: 1:volle Zustimmung...4:volle Ablehnung)

5 1 16| 118 | 3.8 Dl. Die Verwendung des Baumes habe ich bis
jetzt nicht richtig verstanden

66 {59 { 11| 4 1.7 D2. Das Ubersetzen der Textangaben in Werte im
Baum habe ich leicht verstanden

67 | 5719 |6 1.7 D3. Ich konnte gut sehen, wie der Baum mir half,
die Probleme zu lgsen

303911810 |18 D4, Es hat mehr SpaBl gemacht, mit einem Baum
zu arbeiten als mit irgendwelchen Formeln wie
sonst in Mathe

57166116 1.8 D5. Im Baum wurde alles klarer, weil man da je-
weils die Anzahlen von Personen erkennen konnte

1 2 3 ltem

(mult.choice, 3-stufig)

96 8 35 PRI. Hast Du lieber den Baum oder die Tabelle verwendet?
1 Baum / 2 Tabelle / 3 beide etwa gleich

4.5 Diskussion

Obwohl Aussagekraft und Testgiite der Klassenarbeit sicher diskussions-
wiirdig sind, weist das hervorragende Gesamtergebnis doch auf einen deut-
lichen Lemerfolg durch den Unterricht hin. Die Stabilitit des Lernerfolges
ist sehr deutlich gegeben und im Vergleich mit im Labor erhaltenen Ergeb-
nissen deutlich héher. In der Klassenarbeit bereitete das Finden der richti-
gen Losung mit der erstellten Modellierung groflere Schwierigkeiten als die
Modellierung selbst. Es muss deutlich darauf geachtet werden, dass alle
Schritte des Modellierungs- und Losungsprozesses gleichermafien verstan-
den und verinnerlicht werden. Das erkennbare Auftreten von systemati-
schen Fehlkonzepten konnte nicht vollig eliminiert werden. Einige Fehlvor-
stellungen griindeten jedoch eindeutig auf fehlendem Grundkompetenzen,
die in Klasse 9 bereits erworben sein miissten, wie etwa Grundeigenschaf-
ten der Wahrscheinlichkeit oder Prozentrechnung.

Aus Verwendungspriferenzen in der Klassenarbeit und Antworten der
Schiilerbefragung kann gefolgert werden, dass fiir die Schiiler die Haufig-
keitsbaumdarstellung kognitiv gut zuginglich war und als sehr hilfreich fir
die Losung angesehen wurde.

Die Analyse und Bewertung der Unterrichtsreihe aus der retrospektiven Be-
fragung der Lehrenden und aus Beobachtung des Unterrichts ist nach ersten
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Analysen als sehr positiv einzustufen. Eine vollstindige Darstellung dieser
Ergebnisse ist Gegenstand weiterer Arbeiten (vgl. Wassner, Dissertation).

5. Ausblicke

Im Vergleich zu den (wenigen) anderen didaktischen Vorschldgen fiir die
Behandlung der Bayes-Probleme in der Sekundarstufe I sehen wir in unsem
Zugang wesentliche Vereinfachungen. Deutlich sichtbar wurde, dass anstatt
der Eintibung von Ldsungsroutinen vor allem das Verstindnis mit dem
Haufigkeitszugang gefordert wurde. Allerdings erfolgte in unserer Untersu-
chungen kein systematischer Vergleich verschiedener Zugange unter Unter-
richtsbedingungen. Das muss gegebenenfalls einer zukiinftigen Untersu-
chung vorbehalten bleiben.

In unseren Studien haben die Schiilerinnen und Schiiler der Sekundarstufe I
erfolgreich gelernt, mit den von uns vorgeschlagenen Reprisentationsfor-
men Bayes-Probleme zu l6sen, ohne allerdings die Regel als solche in abs-
trakt-formaler Fassung kennenzulernen. Ein weiterer Bereich fiir zukiinftige
didaktische Untersuchungen wire die Sekundarstufe II, in der die formali-
sierte Darstellung der Bayes-Regel in den meisten Lehrplidnen Unterrichts-
gegenstand ist. Die Hypothese, dass der Einstieg iiber natiirliche Haufigkei-
ten auch zu einem besseren Verstidndnis der abstrakten Regel fuhrt, ist un-
terrichtlich noch nicht untersucht worden®. Wir schlagen in jedem Falle
vor, Haufigkeitsreprésentationen als ersten Zugang zu Wahrscheinlich-
keitsproblemen zu verwenden. Mit dieser Leitidee kann ein entsprechender
Unterricht auch mit viel jiingeren Schiilern erfolgreich sein.
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