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Joachim Engel, Peter Sedimeier

Zum Verstiandnis von Zufall und Variabilitit
in empirischen Daten bei Schiilern

Students” Understanding of Chance and Variability
in Empirical Data

Im Zentrum statistischen Denkens steht der Umgang mit Variabilitdt in em-
pirischen Daten und die Fahigkeit, mit Hilfe des Zufallsbegriffs nicht er-
kldrte Variation in Daten zu modellieren. Die vorliegende Studie berichtet
von einer Querschnittsuntersuchung mit 222 Schiilern der Klassenstufen 5,
7 und 9 zur Entwicklung des Verstindnisses von Zufall und Variabilitdt.
Dazu wurde anhand geeigneter Aufgaben untersucht, wie stark statistische
Kompetenz bei Schiilern ausgeprdgt ist und ob sie sich mit zunehmenden
Alter der Schiiler verdndert. Die Ergebnisse wurden zu vergleichbaren frii-
heren Untersuchungen bei Kindern und bei Erwachsenen in Beziehung ge-
seitzt. Die Studie replizierte in modifizierter Form friihere Untersuchungen
in anderen Ldndern und erbrachte vergleichbare Ergebnisse fiir deutsche
Schiiler. Insbesondere liegen keinerlei Anzeichen fiir eine Verbesserung des
Verstdndnisses von Zufall und Variabilitdt mit zunehmendem Alter der
Schiiler vor. Die Ergebnisse sind auch konsistent mit Befunden aus der Ur-
teilsforschung bei Erwachsenen.

Dealing properly with variability in empirical data lies at the core of statis-
tical reasoning and thinking. A key idea is to use chance processes to model
unexplained variation in data. The paper reports the results of a study with
222 middle school students attending grades 5, 7 and 9 about the develop-
ment of their concepts of chance and variability. Based on items similar to
those used in previous studies we investigated how students’ statistical lit-
eracy evolves with increasing age. Our results are discussed and related to
earlier studies with children and with adults. Qur study confirms earlier
results found with students from other countries. In particular, there are no
indications of an improvement with increasing age. Our findings are con-
sistent with common findings in the area of judgment under uncertainty.

1. Zufall, statistische Kompetenz und Intuition
., Im Leben ist nichts gewiss aufSer dem Tod und den Steuern.

Dieses Zitat von Benjamin Franklin (1706-1790, US-Priisident) weist dar-
auf hin, dass Unsicherheit und Ungewissheit zu den Wesensbedingungen
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der menschlichen Existenz gehdren. Im Alltag sind wir stindig mit Situati-
onen konfrontiert, in denen wir handeln und Entscheidungen treffen miis-
sen, ohne dass uns alle Informationen und Einsichten verfiigbar sind, um
mit Bestimmtheit die Konsequenzen unseres Tuns absehen zu kénnen. Wir
kénnen uns kundig machen, Erfahrungen beriicksichtigen und Daten iiber
die von uns zu bewiltigende Situation mit einbezichen, aber absolute Si-
cherheit haben wir kaum. In Kulturen und Epochen, in denen der Wahr-
scheinlichkeitsbegriff wenig entwickelt ist, werden hiufig unangemessene
Erkldrungsversuche und Sinndeutungen wie Aberglaube, Magie oder mora-
lische Sinngebungen (Lohn und Strafe fiir begangene Taten) fiir die Erkla-
rung von Geschehnissen herangezogen, wenn keine unmittelbaren und
zwingenden kausalen Ursachen identifiziert werden kénnen. Zufilligkeit ist
das Gegenstiick zur Kausalitdt. Bei der Aufnahme und Verarbeitung von
empirischer Information erweist sich der Zufallsbegriff als sehr niitzlich.
Wir lesen einen Trend oder ein Muster aus vorliegenden Daten und erkldren
alles was iibrigbleibt, d.h. die Differenz zwischen Daten und Trend - die
Residuen -, als Zufall. Dadurch ist das Zufallsverstindnis stark mit der
Kompetenz zum statistischen Denken verbunden.

Die praktische Relevanz dieser Kompetenz zum statistischen Denken lasst
wiinschen, dass ihr in der schulischen Ausbildung (und nicht nur im Rah-
men des Mathematikunterrichts) besondere Aufmerksamkeit geschenkt
wird. In der folgenden Studie untersuchen wir anhand geeigneter Aufgaben,
wie stark diese statistische Kompetenz bei Schiilern' ausgeprégt ist und wie
sie sich im Verlauf der Schulausbildung verindert. Einige Ergebnisse aus
der Entwicklungspsychologie geben dabei Anlass zu Optimismus. Ver-
schiedene Untersuchungen weisen darauf hin, dass Kinder schon friih {iber
valide Intuitionen zu Wahrscheinlichkeiten verfiigen: Schon im Vorschulal-
ter sind Kinder sensitiv fiir das Wirken von Zufall (siche z.B. Kuzmak &
Gelman, 1986) und schon ab 8 Jahren wissen die meisten Kinder intuitiv,
dass konjunktive Mengen (z.B. Blumen, die gelb sind und Primeln sind)
nicht grofler sein konnen als Komponenten (im Beispiel: Primein) (Inhelder
& Piaget, 1959/ 1964). Bereits ab 11 Jahren zeigen Kinder ein Verstindnis
des empirischen Gesetzes der grofen Zahlen (Piaget & Inhelder, 1951/
1975). Diese Ergebnisse deuten auf eine fortschreitende Verbesserung im
statistischen Urteilen hin. In der Literatur zum statistischen Urteilen bei
Erwachsenen veréndert sich jedoch das Bild dramatisch: Anhand zahlrei-
cher Beispiele wird demonstriert, dass Erwachsene groBe Schwierigkeiten
in der addquaten Wahrnehmung von Wahrscheinlichkeiten, der Konjunkti-
on von Wahrscheinlichkeiten oder der Rolle des Stichprobenumfangs beim
empirischen Gesetz der groflen Zahl haben (Kahneman, Slovic & Tversky,
1982; Pittelli-Palmarini, 1994). Dieses pessimistische Bild wurde mittler-
weile zwar etwas relativiert (z.B. Gigerenzer, 1996), aber bei bestimmten

1 Im Folgenden sind damit Schiilerinnen und Schiiler gemeint.
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Arten von Aufgaben kénnen fehlerhafte Urteile immer wieder repliziert
werden. Wie kommt es zu diesen Problemen bei Erwachsenen? Kénnte die
schulische Ausbildung mit dieser Verschlechterung der statistischen Kom-
petenz zu tun haben?

Dafiir gibt es tatsdchlich einige Indizien. Wenn Kinder in die Schule kom-
men, dann haben sie valide primire Intuitionen iiber Zufall - die Schule
scheint sie ihnen aber wieder auszutreiben, weil die Lehrerinnen und Lehrer
ihnen die Welt deterministisch erkliren: ,,The child is taught [in school]
that explanation consists in specifying a cause,; that a scientific prediction
must be a certainty; that ambiguity and uncertainty are not acceptable in
scientific reasoning and so on. Even if all this is not explicitly stated it is
implied in all that is taught in school* (Fischbein, 1975, p. 71). Fischbein
basierte seine Schlussfolgerungen auf Studien zur Intuition iiber den Wahr-
scheinlichkeitsbegriff bei Schiilern im Alter zwischen 5 und 14 Jahren.
Weitere Evidenz fiir allgemeine Missverstidndnisse beim statistischen Urtei-
len, die auf den ungiinstigen Einfluss der Schulausbildung hinweisen,
stammen von Shaugnessy (1992), Batanero, et al. (1994) und Green (1982,
1986, 1990).

Trigt die Schule zur Entwicklung von angemessenen Intuitionen iiber Zu-
fall bei oder fordert sie bei den Schiilern eher unangemessenes deterministi-
sches Kausaldenken, wie Fischbeins Zitat suggeriert? Wenn Letzteres der
Fall ist, dann sollten sich die Leistungen der Schiiler in geeigneten Aufga-
ben iiber die Schuljahre hinweg nicht verbessern, sondern in der Tendenz
eher schlechter werden. Wir gehen der Hypothese nach, dass die schulische
Ausbildung einen wenig fordernden Einfluss auf das statistische Denken
hat. Mit der Konzentration auf Schiiler der Sekundarstufe I wihlen wir eine
vergleichbare Altersgruppe wie Green (1982). Dazu setzen wir unterschied-
liche Aufgaben ein. Unsere Studie repliziert in modifizierter Form und bes-
tatigt fiir deutsche Schiiler schon in Untersuchungen in anderen Lidndern
gefundene Resultate.

2. Auswahl der Aufgaben

Bei der Auswahl von Aufgaben zu unserer Fragestellung war Vorsicht ge-
boten, damit es zu keiner Interferenz zwischen im Verlaufe der Schuljahre
allgemein zunehmender mathematischer Fahigkeit und der uns speziell inte-
ressierenden Kompetenz im Umgang mit Zufallsphinomenen kommt. Da-
her wurden Aufgaben ausgeschlossen, deren Lésungswege mit allgemeiner
im Verlauf der Schulzeit erworbener mathematischer Kompetenz (z.B.
Umgang mit Verhiltnissen oder Briichen) korrelieren. AuBerdem wihlten
wir aus Griinden der Vergleichbarkeit und Generalisierbarkeit Aufgaben,
die in der Literatur schon bei anderen Untersuchungen verwendet wurden
und die unterschiedliche Aspekte des Urteilens mit Wahrscheinlichkeiten
abdecken.
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Die ausgewdhlten Aufgaben beziehen sich auf die Erstellung einer typi-
schen Zufallsfolge, Vorstellungen tiber die Zufallsverteilung in der Ebene,
auf das empirische Gesetz der groBen Zahl und auf die Wahrscheinlichkeit
von konjunktiven Ereignissen.

2.1 Zufallsfolgen

Eine fiir viele Menschen konzeptionell schwer zu fassende Idee ist die Unab-
héingigkeit von Ereignissen. Wenn auch mathematisch auf der Kalkiilebene
einfach zu definieren durch die Eigenschaft, dass die Wahrscheinlichkeit ei-
nes konjunktiven Ereignisses das Produkt der Wahrscheinlichkeiten der bei-
den Einzelereignisse ist, so zeigt die kognitionspsychologische Forschung
(siche etwa Nickerson, 2002) hier massive Verstehensprobleme auf.
Steinbring (1986) weist darauf hin, dass die Idee der Unabhingigkeit einen
theoretischen Charakter hat, dessen Anwendung in einem konkreten Kontext
Schwierigkeiten bereitet. Ein viel zitiertes Beispiel ist die ,,Gamblers fallacy*“:
Viele Menschen glauben, dass beim Werfen von Miinzen nach einer Anzahl
von vorangegangenen Ereignissen ,,Zahl*“ die Wahrscheinlichkeit fiir ,,Wap-
pen steigt. Um das Verstdndnis der Unabhingigkeit einer Zufallsfolge zu
erfassen, forderten wir Schiiler auf, eine ihnen typisch erscheinende Abfolge
von Miinzwiirfen zu notieren.

Aufgabe 1: Stell Dir vor, Du wirfst zwanzig mal eine Miinze. Bei jedem
Whurf liegt entweder Wappen (W) oder Zahl (Z) oben. Wie konnte das Er-
gebnis der 20 Wiirfe aussehen? Welche Folge von W und Z kénnte sich er-
geben? Trage eine Dir typisch erscheinende Folge ein!

2.2 Zufallsverteilungen

Spielt in der vorangegangen Frage die zeitliche Abfolge von eintreffenden
Ereignissen eine besondere Rolle, so geht es im néchsten Item um die ebene
Verteilung von Zufallsresultaten. Trotz globalen Regelmédfigkeiten lassen
sich Zufallsereignisse einzeln nicht voraussagen. Wie entscheiden Schiiler
im Konflikt zwischen den Vorgaben einer globalen Gleichverteilung und
dem unvorhersehbaren Verhalten einzelner Elemente bzw. einer kleinen
Stichprobe?

Die folgende Aufgabe geht auf Piaget & Inhelder (1975) zuriick und wurde
in verschiedenen Varianten von Green (1982, 1986, 1990) an Schiilern ge-
testet. Ausgangspunkt ist ein Alltagsphidnomen, das auch schon von Kin-
dern beobachtet wird. Wenn es anfingt zu schneien, wie verteilen sich die
ersten Schneeflocken innerhalb eines tiberschaubaren Gebietes? Der kogni-
tive Konflikt ist provoziert durch die Unvorhersehbarkeit des Verhaltens
jeder einzelnen Schneeflocke einerseits mit der Erfahrungstatsache anderer-
seits, dass nach einer gewissen Zeit des Schneefalls der Schnee doch im
Wesentlichen gleich hoch auf einem Flachdach liegt. Das erstaunliche an
den Ergebnissen von Piaget & Inhelder und Green ist nicht nur die Tatsa-
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che, dass sich sehr viele Schiiler fiir eine streng regelmiBige Verteilung der
Schneeflocken entschieden, die nichts mit Zufall zu tun hat, sondern gerade
auch die Feststellung, dass die Tendenz zu strenger Regelmifigkeit mit
dem Alter der Schiiler steigt. Green (1982) leitet hieraus die Hypothese von
zwei gegensitzlich gerichteten Tendenzen im Schiilerdenken ab: Reifung
und zunehmende Erfahrungen versus der Dominanz mechanistisch-deter-
ministischen Denkens, das eine angemessene Respektierung von Zufall be-
hindert, indem es alles kausal zu erkliren versucht.

Im Gegensatz zu Green, der die Aufgabe im multiple-choice Format mit
Jeweils verschiedenen Mustern zur Auswahl vorlegte, prasentierten wir den
Schiilern die Aufgabe in einer offenen Version, um durch spezielle Vorga-
ben die Perspektive nicht einzuengen. Ziel dabei ist es, herauszufinden,
welche Vorstellungen Kinder von Zufallseffekten haben und wie sie sich
zwischen zufilliger Variation und gleichmiBiger Verteilung der Schneeflo-
cken entscheiden. Die Aufforderung zu einer verbalen Erklarung sollte da-
bei noch zusitzlich Einblick in die Gedankenwelt der Schiiler geben.

Aufgabe 2: Das quadratische Flachdach einer Gartenhiitte
besteht aus 16 gleich groflen quadratischen Platten.

Es beginnt zu schneien. Nach einer kurzen Weile sind 16 Schneeflocken auf
dem Dach gelandet. Bitte trage ein, wo die 16 Schneeflocken hingefallen
sein konnten (ein x fiir eine Schneeflocke).

Erkldre Deine Antwort:
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2.3Zum empirischen Gesetz der grofien Zahl

In der Literatur dazu, wie sensitiv Kinder und Erwachsene fiir den Einfluss
der StichprobengréBe bei statistischen Urteilen sind, trifft man auf eine er-
staunliche Inkonsistenz: Kinder zeigen laut Piaget und Inhelder (1975)
schon mit 11 oder 12 Jahre eine deutliche Sensitivitit fiir den Einfluss der
Stichprobengréfle, wihrend bis vor kurzem die vorherrschende Meinung in
der Urteilsforschung war, dass Erwachsene die Grife einer Stichprobe in
relevanten Urteilen nicht beachten (z.B. Kahneman & Tversky, 1972; Piat-
telli-Palmarini, 1994). Eine nihere Analyse der Ergebnisse bei Erwachse-
nen zeigt jedoch, dass in der Urteilsforschung zwei unterschiedliche Arten
von Aufgaben verwendet wurden (Sedlmeier, 1998; Sedimeier & Gigeren-
zer, 1997): Zum einen handelt es sich um Haufigkeitsverteilungs-Aufgaben,
in denen Vertrauensurteile zu Anteilen oder Mittelwerten aus einer Stich-
probe (einer Haufigkeitsverteilung) verlangt wurden und zum andern um
Stichprobenverteilungs-Aufgaben, in denen die Variation von empirischen
Stichprobenverteilungen beurteilt werden musste. Haufigkeitsverteilungs-
Aufgaben (zu denen auch die Aufgaben von Piaget und Inhelder gerechnet
werden konnen) wurden generell richtig geldst, Stichprobenverteilungs-
Aufgaben jedoch nicht. Sedlmeier & Gigerenzer (1997) erklaren das damit,
dass Menschen iiber eine Intuition verfiigen, die dem empirischen Gesetz
der Groflen Zahlen entspricht, die auf Haufigkeits- aber nicht auf Stichpro-
benverteilungs-Aufgaben anwendbar ist (siche Sedlmeier, 1999; 2002, fiir
eine lerntheoretische Erkldrung). In der gegenwirtigen Studie sollte nun un-
tersucht werden, ob sich der Unterschied in den Ldsungsraten zwischen
Haufigkeits- und Stichprobenverteilungs-Aufgaben auch schon bei Kindern
und Jugendlichen zeigt und ob sich die Sensibilitdt fiir den Einfluss der
Stichprobengréfle im Verlauf der Schulzeit verandert. Die verwendeten
Aufgaben waren Variationen des ,,Maternity-Ward*“ Problems von Kahne-
man & Tversky (1972). Die Stichprobenverteilungs-Version des Problems
war:

Aufgabe 3. Ungefihr die Hilfte aller Neugeborenen sind Midchen, die an-
dere Hilfte Jungen.

Krankenhaus A: im Durchschnitt werden 3 Kinder pro Tag geboren.
Krankenhaus B: im Durchschnitt werden 5 Kinder pro Tag geboren.

In welchem Krankenhaus wird es im Laufe eines Jahres mehr Tage geben,
an denen alle Geburten Madchen sind? Kreuze an!

O Krankenhaus A (mit 3 Geburten pro Tag)
O Krankenhaus B (mit 5 Geburten pro Tag)
O Inbeiden Krankenhéusern sind die Chancen dafiir ungefihr gleich
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In der Hiufigkeitsverteilungsversion erhielten die Schiiler stattdessen die
Frage:

In welchem Krankenhaus wird es an einem bestimmten Tag eher vorkom-
men, dass alle Geburten M#dchen sind? Kreuze an!

Die Hiufigkeitsverteilung bezieht sich in diesem Problem auf die Vertei-
lung von Jungen und Méidchen in einer Stichprobe, d.h. den Geburten an
einem Tag, wihrend die Stichprobenverteilung aus den 365 Geburtenantei-
len der Midchen tiiber ein Jahr hinweg besteht.

2.4 Wahrscheinlichkeit von Konjunktionen

Auch in Bezug darauf, ob die Wahrscheinlichkeit von Konjunktionen rich-
tig eingeschatzt wird, gibt es unterschiedliche Ansétze in der Literatur. So
fanden Inhelder und Piaget (1959/1964), wie schon erwihnt, dass Kinder
im Alter von 8 Jahren durchaus in der Lage waren, zu erkennen, dass kon-
Jjunktive Mengen nicht grofler sein konnen als Komponentenmengen. Wie-
der war jedoch, initiiert durch die Ergebnisse einer Studie von Tversky und
Kahneman (1983), die vielfach repliziert wurde, die vorherrschende Mei-
nung in der Urteilsforschung, dass Erwachsene generell nicht in der Lage
sind, die Wahrscheinlichkeiten von Konjunktionen richtig einzuschitzen.
Hertwig & Gigerenzer (1999) konnten jedoch zeigen, dass die fehlerhafte
Einschitzung der Wahrscheinlichkeit von Konjunktionen durch semanti-
sche Ambiguititen bei der Aufgabenformulierung (z.B. wie das Wort ,,und*
zu verstehen sei) zustande kommen kann. Eine Présentation der Aufgaben-
information in Form von Haufigkeiten, bei der die Ambiguitit in der For-
mulierung ausgeschaltet war (wie bei Inhelder & Piaget) fithrte dagegen zu
Losungsraten von bis zu 100%. Es besteht allerdings nach wie vor kein
Konsens {iber den genauen Wirkmechanismus einer Hiufigkeitsformulie-
rung (Mellers, Hertwig & Kahneman, 2001). Wir verwendeten in unserer
Studie eine Aufgabe, die dieselbe Struktur hat, wie die in der Urteilsfor-
schung verwendeten. Zusitzlich zum Darbietungsformat (Wahrscheinlich-
keiten vs. Haufigkeiten) variierten wir auch die zeitliche Perspektive (s.u.).
In der (iiblichen) Wahrscheinlichkeitsversion lautete die Aufgabe (Version
A)

Aufgabe 4:

Ein Schiiler hat im Abschlusszeugnis in Mathematik die Note Vier erhalten.
Welche der folgenden Aussagen trifft fiir ihn eher zu?

Er hatte eine Sechs in Mathe im Halbjahreszeugnis

Er hatte im zweiten Halbjahr Nachhilfe in Mathe erhalten und hatte eine
Sechs in Mathe im Halbjahreszeugnis.

In der korrespondierenden Héufigkeitsversion sah die Aufgabe wie folgt
aus (Version B)
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30 Schiiler eines Jahrgangs haben im Abschlusszeugnis in Mathematik die
Note Vier erhalten. Welche der folgenden Aussagen trifft fir mehr dieser
Schiiler zu?

Sie hatten eine Sechs in Mathe im Halbjahreszeugnis.
Sie hatten im zweiten Halbjahr Nachhilfe in Mathe erhalten und hatten eine
Sechs in Mathe im Halbjahreszeugnis.

Der Grund fiir die Variation der zeitlichen Perspektive war, dass die seman-
tische Ambiguitit der Problemformulierung gréBer sein kénnte, wenn die
zu beurteilenden Aussagen zeitlich vor der Problembeschreibung liegen
(wie in Version A und B), als wenn sich diese Aussagen auf (von der Prob-
lembeschreibung aus) zukiinftige Ereignisse beziehen. Die entsprechenden
»zukunftsgerichteten Versionen waren

in Version C;

Ein Schiiler hatte im Halbjahreszeugnis in Mathematik die Note Sechs er-
halten. Welche der folgenden Aussagen trifft fiir ihn eher zu?

Er hat eine Vier in Mathe im Abschlusszeugnis.
Er hat im zweiten Halbjahr Nachhilfe in Mathe erhalten und hat eine Vier
in Mathe im Abschlusszeugnis.

in Version D:

30 Schiiler eines Jahrgangs hatten im Halbjahreszeugnis in Mathematik die
Note Sechs erhalten. Welche der folgenden Aussagen trifft flir mehr dieser
Schiiler zu?

Sie haben eine Vier in Mathe im Abschlusszeugnis.
Sie haben im zweiten Halbjahr Nachhilfe in Mathe erhalten und haben eine
Vier in Mathe im Abschlusszeugnis.

3. Methode

3.1 Versuchsteilnehmer:

Um unsere These zu priifen, wurden im September 2002 insgesamt 222
Schiilerinnen und Schiiler der Klassenstufen 5, 7 und 9 aus Hauptschule,
Realschule und Gymnasium untersucht. Dazu wurde jeweils einer ganzen
Klasse der jeweiligen Stufe und des jeweiligen Schultyps im Grofiraum
Stuttgart vier Aufgaben vorgelegt. Die genaue Zusammensetzung der Stich-
probe ergibt sich aus Tabelle 1. Hinsichtlich der Variablen Alter und Ge-
schlecht unterschieden sich die Klassen pro Stufe nicht wesentlich. Die je-
weiligen Durchschnittsalter betrugen 10,6 Jahre fiir die Fiinftklassler, 12,7
fur die Siebtkldssler und 14,9 fur die Neuntklissler. Insgesamt wurden 106
Jungen und 116 Midchen getestet. Hinsichtlich des Leistungsvermogens
der Klassen (bezogen auf das Fach Mathematik) wurde bei der Auswahl der
Klassen darauf geachtet, dass sie nach Lehrerurteil einem mittleren Niveau
des jeweiligen Schultyps entsprechen.
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Die drei Schulgattungen wurden ausgew#hlt, um in etwa eine reprisentative
Stichprobe aller Schiiler zu erhalten. In Baden-Wiirttemberg besuchen die
Schiiler in den entsprechenden Altersgruppen zu etwa gleichen Teilen
Hauptschule, Realschule und Gymnasium. Die Schiiler wurden nach den lan-
destiblichen Lehrpldnen fiir 6ffentliche Schulen unterrichtet. Da Stochastik in
Baden-Wiirttemberg nur in Gymnasien (und dort erst in Klasse 10) unterrich-
tet wird, verfiigten die Schiiler iiber keine unterrichtlich-relevanten Vorer-
fahrungen im Bereich Zufallsexperimente und Simulationen.

Tab. 1: Darstellung der Stichprobe

Hauptschule Realschule Gymnasium Summe
Klasse 5 25 24 27 76
Klasse 7 23 26 28 77
Klasse 9 25 25 19 69
Summe 73 75 74 222

Zur differentiellen Analyse wurden bei Aufgabe 3 und 4 (fiir die Schiiler
nicht erkennbar) verschiedene Versionen des Fragebogens eingesetzt {iber
deren Verwendung die Schiiler nicht informiert wurden.

4. Ergebnisse & Diskussion

Unsere Hauptfragestellung bezieht sich auf die Veriinderung der statistischen
Kompetenz tiber die Schulzeit hinweg. Das Hauptergebnis pro Aufgabe war
deswegen der Trend iiber die Schuljahre 5, 7 und 9 hinweg. Dabei wurde
meist nicht zwischen den einzelnen Schultypen differenziert, da sowohl in
der Hauptschule als auch auf dem Gymnasium Selektionseffekte aufireten,
die sich aber gegenseitig kompensieren sollten. In der Hauptschule wird mit
steigender Klassenstufe ein immer gréfBerer Anteil von Schiilern sein, die die
Kriterien fiir einen Ubertritt in weiterfilhrende Schulen nicht erfiillen, wih-
rend die Selektion im Gymnasium (und teilweise wohl auch in der Real-
schule) umgekehrt sein wird: Schiiler, die die Anforderungen nicht erfiillen,
wechseln wieder zuriick in andere Schulen. Insofern wire eine isolierte Be-
trachtung des Verlaufs bei einzelnen Schulgattungen schwierig zu interpre-
tieren. Trotzdem analysierten wir die Daten auch hinsichtlich systemati-
scher Unterschiede beziiglich der einzelnen Schultypen und berichten diese
Ergebnisse in den Fillen, in denen tatsichlich solche Unterschiede auftra-
ten.

Fir die Auswertung der beiden ersten Aufgaben, der Produktion von Zu-
fallsreihen und Zufallsverteilungen bieten sich mehrere Methoden an (e.g.,
Nickerson, 2002; Green, 1990). Deswegen wird diesen Aufgaben mehr
Platz gewidmet als den Aufgaben zum empirischen Gesetz der grofien Zah-
len und zur Wahrscheinlichkeit von konjunktiven Ereignissen.
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4.1 Produktion von Zufallsreihen

Die Antworten der Schiiler zu Aufgabe 1 wurden unter vier Gesichtspunk-
ten analysiert, der relativen Haufigkeit von ,,Wappen®, der relativen Uber-
gangshiufigkeiten, der Anzahl der Runs und der Linge des l4ngsten Runs.

Verteilung der Anzahl der Wappen innerhalb der Miinzwurfserie

von 20 Wiirfen

Ein Vergleich der Mittelwerte der Anzahl der Wappen fiir die jeweiligen
Klassenstufen und Schultypen solite priifen, ob die Schiiler eine der beiden
Resultate Wappen oder Zahl bevorzugt wihlen oder ob sie sich gleich oft
fiir Wappen und Zahl entscheiden.

Tab. 2: Durchschnittlich gewihlte Anzahl von Wappen. Die Werte in Klammern sind
die Mittelwerte unter Ausschluss von zwei Ausreifiern.

Klasse 5 Klasse 7 Klasse 9 Gesamt
Hauptschule 9,96 9,87 10,04 9,96
Realschule 9,75 10,8 10,2 10,01
Gymnasium 9,26 (9,62) 10,0 (10,26) 9,73 9,66 (9,89)
Gesamt 9,64 (9,77) 9,98 (10,08) 10,01 9,88 (9,95)

Aus Tabelle 2 ldsst sich schlieBen, dass die Schiiler iiber alle Klassenstufen
und Schultypen hinweg in etwa in gleicher Zahl Wappen und Zahl produ-
zierten, und dabei sehr nahe am theoretischen Wert 10 liegen. Wird der
Finftklassler des Gymnasiums, dessen Miinzwurf aus 20 Z besteht und der
Siebtkldssler (Gymnasium) mit 17 Z aus dem Datensatz entfernt, so liegen
die Mittelwerte noch ndher am Wert 10. Als Median ergab sich der Wert 10
sogar in allen Klassen iiber alle Schultypen hinweg. Es gibt also keine be-
deutsame Bevorzugung von Zahl iiber Wappen. Green (1990) berechnet
hier bei seinen ganz dhnlichen Untersuchungen auch die jeweilige Stan-
dardabweichung und stellt dann fest, dass sie konsistent unter dem theore-

tisch korrekten Wert von
1‘2{)-1-'— =223
22

liegt. Daraus wird dann der Schluss gezogen, dass die zufillige Variabilitit
unterschétzt wird, d.h. Schiiler wahlen zu hiufig 9, 10 oder 11 Wappen, al-
so Werte, die sich zu sehr um den Erwartungswert 10 haufen, um zufillige
Variabilitdt zu reprasentieren. Wir halten diesen Schluss hier fiir anfechtbar,
da jeder einzelne der ca. 25 Schiiler pro Klasse aufgefordert war, eine einzi-
ge ihm typisch erscheinende Miinzwurfserie zu notieren, was konzeptionell
zu unterscheiden ist von der Aufforderung, 25 verschiedene Miinzwurfse-
rien zu notieren. Wihrend letzteres Design geeignet ist, die individuell bei-
gemessene Variabilitdt zu messen, ist es bei unserer (und bei Green's) Frage
nur allzu logisch, dass die einzige von einem Schiiler notierte Miinzwurfse-
rie die wahrscheinlichste Anzahl von Wappen, namlich 10, hat.
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Analyse der relativen Ubergangshéufigkeiten:

Wie oft folgt Gleiches auf Gleiches?

Bezog sich das obige Kriterium auf die Gesamtzahl von Wappen, so stehen
in den folgenden Kriterien die Aufeinanderfolge von Wappen und Zahl im
Zentrum der Analyse. Ein wichtiger Gesichtspunkt dabei ist die Unabhén-
gigkeit der einzelnen Miinzwiirfe. Da die Miinze ,,kein Geddchmis™ hat, ist
die Wahrscheinlichkeit fiir Wappen bei jedem Wurf immer 0,5, egal welche
Vorgeschichte an Ergebnissen sich realisiert hat. Hier versagt die Intuition
bei vielen Menschen. Hat sich z.B. in einer Miinzwurfserie fiinf Mal hinter-
einander Wappen ergeben, so erwartet - wie in vielen Studien dokumentiert
- die Mehrzahl der Erwachsenen beim néchsten Minzwurf mit héherer
Wahrscheinlichkeit das Ereignis Zahl (,Jetzt ist aber Zahl dran®). Die
menschliche Intuition tut sich offensichtlich sehr schwer mit dem Begriff
der stochastischen Unabhingigkeit, hier repréasentiert durch die Irregularitat
der Zufallsfolgen. Um das Verstindnis der Irregularitit von Zufallsfolgen
zu beurteilen, berechneten wir fiir jeden Schiiler die jeweilige Ubergangshiu-
figkeiten, mit der gleiche Symbole (W bzw. Z) aufeinander folgen. Bei-
spielsweise kommen in der aus acht Symbolen bestehenden Reihe
WWZWWZZZ unter den sieben Ubergingen vier Uberginge von Gleichem
zu Gleichen vor, nimlich zundchst W auf W, dann wiederum W auf W und
schlieBlich zwei Uberginge von Z auf Z. Somit ergibt sich eine relative
Hiufigkeit fiir ,,Gleiches folgt auf Gleiches™ von 4/7. Echte Unabhingigkeit
wird hier reprisentiert durch einen Wert der relativen Hiufigkeit nahe 0,5.
Eine aus 20 Wiirfen bestehende Miinzwurfreihe hat 19 Ubergange. Unter
der Unabhingigkeitsannahme errechnet sich fiir die Zahl der Uberginge
von Gleichem zu Gleichem ein Erwartungswert von 19-0,5=9,5. Abbil-
dung 1 zeigt Boxplots der Ubergangshaufigkeiten von Gleichem zu Glei-
chem, getrennt fiir die jeweiligen Klassenstufen. Es gibt kaum Unterschiede
iiber die Klassenstufen hinweg. Zur gleichen Schlussfolgerung kommt man
beim Vergleich der Mittelwerte der Ubergangswahrscheinlichkeiten: wih-
rend die Miinzwurfreihen der Siebtkldssler im Durchschnitt 8,01 Gleiches
auf Gleiches folgen lieflen, lagen die entsprechenden Werte bei den Fiinft-
klasslern bei 7,58 und bei den Neuntklisslern bei 7,48. Wie viel Prozent der
Schiiler liegen hier unter dem theoretischen Erwartungswert? In Klasse 5
sind es 80%, in Klasse 7 sind es 83% und in Klasse 9 sogar 84% aller Schii-
ler, die zu selten Gleiches auf Gleiches folgen lassen. Trotz der (geringfii-
gigen) Verschlechterung iiber die Jahre hinweg, halten die beobachteten
Unterschiede einer inferenzstatistischen Untersuchung nicht stand.
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Abb. 1: Boxplots der Haufigkeiten, mit denen beim
20-fachen Miinzwurf Gleiches auf Gleiches folgt.
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Anzahl der Runs

Wihrend alle einzelnen Realisierungen einer Miinzwurfreihe mit gleicher
Wahrscheinlichkeit hier mit

auftreten, kann zur Beurteilung der Zufalligkeit konkreter Reihen das Auf-
treten bestimmter Muster herangezogen werden. Man bezeichnet die Hin-
tereinanderfolge von gleichen Ergebnissen als einen Run (oder Lauf). Z.B.
besteht die Abfolge WWZWWZZZ aus 4 Runs (zuerst ein W Run beste-
hend aus 2 W*s gefolgt von einem Z Run, dann wiederum ein W Run be-
stehend aus 2 W’s und zuletzt ein Z Run aus 3 Z’s). Bei zufillig entstande-
nen Reihen ist das Vorkommen von iibermiBig vielen, wie auch von extrem
wenig Runs sehr unwahrscheinlich. Wahrscheinlichkeitstheoretische Be-
trachtungen lassen beim zwanzigfachen Miinzwurf unter der Unabhingig-
keitsannahme im Mittel 10,5 Runs erwarten. Abbildung 2 zeigt Boxplots
fiir die einzelnen Klassenstufen und Tabelle 3 die empirischen Mittelwerte
der Anzahl der Runs.

Tab. 3: Mittelwerte der Anzahl Runs

Klasse 5 Klasse 7 Klasse 9 Gesamt
Hauptschule 13,44 112,13 12,96 12,86
Realschule 13,75 12,50 12,28 12,83
Gymnasium 10,78 12,14 12,42 11,72
Gesamt 12,59 12,26 12,55 12,47
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Abb. 2:  Boxplots fiir die Anzahl der Runs
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Auch hier zeigt sich im wesentlichen dasselbe Bild wie im vorangegange-
nen Abschnitt. Egal ob man die Analyse eher auf den Mittelwerten oder den
gegeniiber Ausreiflern weniger empfindlichen Medianen und Quantilen
(siche Boxplots in Abbildung 2) basiert, so gilt: Wihrend bei den Schulty-
pen Gymnasiasten am besten abschneiden, sind signifikante Unterschiede
in den Klassenstufen nicht zu identifizieren. Die Miinzwurfreihen weisen zu
viele Runs auf, d.h. mehr als die theoretische zu erwartende Zahl. Bei den
Funftklasslern geben 80,26% der Schiiler zu viele Runs an, in Klasse sind
es 81,82% und in Klasse 9 sogar 84,81 % der Schiiler.

Ldnge des lingsten Runs

Ein weiteres verbreitetes Kriterium zur Beurteilung der Zufilligkeit einer
Miinzwurfserie ist die Lange des liangsten Runs. Aufgrund eines mangeln-
den Verstindnisses von Unabhingigkeit wird die Linge des lingsten Runs
von vielen Erwachsenen als zu kurz angegeben. Theoretische Uberlegungen
(siche etwa Eichelsbacher, 2002) weisen darauf hin, dass die zu erwartende
Lange des langsten Runs proportional zum logarithmus dualis der Serien-
ldnge ist:

L, =08 14
log(2) )
Im Falle von # = 20 errechnet sich somit
L, =4322 )

d.h. ein Run der Lénge 4 oder 5 liegt voll und ganz im Bereich dessen, was
in einer Reihe der Linge 20 zu erwarten ist. Tabelle 4 stellt die empirischen
Mittelwerte dar. Ein Boxplot ist hier wenig sinnvoll, da alle Mediane und
zugleich alle unteren Viertelswerte exakt 3 betragen. Auch hier zeigt sich,
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dass die Gymnasiasten dem theoretischen Wert am nichsten kommen, wéh-
rend Realschiiler sogar geringfligig schlechter als die Hauptschiiler ab-
schneiden. Hingegen sind Unterschiede auf dem Klassenstufenniveau wie-
derum sehr gering.

Tab. 4: Mittelwert der Lange des ldngsten Runs

Klasse 5 Klasse 7 Klasse 9 Gesamt
Hauptschule 2,80 3,39 3,24 3,14
Realschule 2,88 3,15 3,16 3,06
Gymnasium 441 3,36 3,21 3,70
Gesamt 3,39 3,29 3,20 3,29

Zusammenfassend ldsst sich somit feststellen: Bei der Simulation von
Miinzwiirfen sind die Schiiler iiber alle Klassenstufen hinweg sehr genau,
wenn es darum geht, gleiche Wahrscheinlichkeiten fiir Wappen und Zahl zu
produzieren. Schiiler haben jedoch deutliche Schwierigkeiten damit, die
Unabhingigkeit der Ereignisse angemessen zu reprisentieren. Dies gilt tiber
alle Klassenstufen hinweg. Die ldngsten Runs sind nicht lange genug, wih-
rend die Anzahl der Runs zu hoch ist, verglichen mit den theoretisch zu er-
wartenden Ergebnissen. Die Schwierigkeit, den Begriff der Unabhéngigkeit
aufeinanderfolgender Ereignisse zu erfassen, spiegelt sich auch bei den U-
bergangshaufigkeiten wieder, mit denen Gleiches auf Gleiches folgt. Die
relativen Ubergangshiufigkeiten sind konsistent kleiner als 0,5. Die ge-
nannten Schwierigkeiten treten bei Schiilern des Gymnasiums sichtbar we-
niger deutlich auf als bei Realschiilern oder Hauptschiilern. Von einer Ver-
besserung mit zunchmenden Jahren des Schulbesuchs kann auf gar keinen
Fall die Rede sein (Abbildung 3).

| Abb.3: Darstellung der Ergebnisse zu Aufgabe 2 im Uberblick
des zeitlichen Ablaufs der Klassenstufen.
Die jeweiligen theoretischen Richtzahlen sind: Ubergangshiufigkeit=9,5; An-
zahl Runs=10,5; langster Run= 4, 322.
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4.2 Vorstellungen iiber die Gleichverteilung in der Ebene

Piaget & Inhelder (1975) untersuchten als erste das Verstindnis fiir das
Muster in Zufallsfolgen bei Kindern. Sie entwarfen ein Szenario, bei dem
Regentropfen auf die Kacheln eines Pflasters fielen. Das Verlangen nach
Regularitit dominierte die Vorhersagen der Kinder. Danach gefragt, wo die
niachsten Regentropfen hinfallen wiirden, verteilten 6 bis 9 jihrige Kinder
die Tropfen in ungefahr gleicher Zahl auf jedes Pflasterquadrat. Wenn auf
allen bis auf einem Quadrat schon ein Tropfen gefallen war, platzierten die
Kinder zwangslédufig den nichsten Tropfen auf das einzige noch leere
Quadrat., Mit zunehmendem Alter verschwand dieses Proportionalititsden-
ken und Irregularitdten in der Verteilung wurden eher akzeptiert. Piaget &
Inhelder zogen daraus die Schlussfolgerung, dass in dieser Phase Kinder
begannen, das Gesetz der groflen Zahl zu verstehen, das gleichzeitig globale
Regularitdt und lokale Variabilitit des Experiments erklart. Diese Theorie
wurde jedoch von Green (1986) diskutiert, dessen Untersuchungen bei 11
bis 16 jahrigen Schiilern darauf hinweisen, das der Prozentsatz von Kindern
mit zunehmenden Alter abnahm, die zufillige und halbzufillige Verteilun-
gen erkannten. Green (1982} stellte 2930 englischen Schiilern im Alter zwi-
schen 11 und 16 die Regentropfenaufgabe im multiple-choice Format (vier
mogliche Muster vorgegeben), ebenso eine Variante der Milnzwurfserie im
Multiple-choice Format und entdeckte keinerlei Verbesserung mit zuneh-
menden Alter. In Green (1986) berichtet der Autor iiber die Schneeflocken-
aufgabe mit 1600 Kindern im Alter von 7 bis 11 (eingeteilt in vier Alters-
gruppen) und kommt zu dem Ergebnis, dass beim Vergleich dieser Alters-
gruppen keinerlei Verbesserungen iiber die Jahre stattfindet mit Ausnahme
der jiingsten Altersgruppe der 7-8 jahrigen, die deutlich schlechter ab-
schneiden. Borovenik und Bentz (1991) diskutieren diese Aufgabe und kri-
tisieren die Eignung der vorgegebenen Antwort-Kategorien zur Feststellung
des Erfassens des Wirkens des Zufalls.

Wir haben in Frage 2 diesen Aufgabentyp aufgegriffen, aber anders als bei
Green durften die Schiiler ohne irgendwelche Vorgaben die Verteilung der
Schneeflocken auf dem Garagendach frei wihlen. Zusitzlich wurden sie
aufgefordert, ihre Losung in Worten zu beschreiben. Dadurch trifft die Kri-
tik von Borovenik und Bentz auf unsere Aufgabenformulierung nicht mehr
zu. Bei der Auswertung der Antworten identifizierten wir vier verschiedene
Muster:

1. ,Strenger Determinist: Feste, starre Muster dafiir, wie die Flocken fal-
len, sind klar erkennbar,: Z.B. fillt jede Flocke genau in die Mitte jeder
Kachel und keine Kachel bleibt frei.

2. .GemiBigter Determinist; Muster sind zweifellos feststellbar, wenn-
gleich die Verteilung der Flocken nicht bis ins letzte Detail vorbestimmt
ist. Z.B. erhilt jede Kachel genau eine Schneeflocke, die aber irgendwo
ohne erkennbares Muster auf der Kachel liegt, oder es schneit nur auf
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Kacheln, die in einer bestimmten Anordnung liegen (z.B. nur auf die in-
neren oder nur auf die dufleren Kacheln).

3. .Novizen*: Es ist offensichtlich, dass die Schneeflocken irgendwo auf
dem Dach zu liegen kommen. Muster sind nicht erkennbar, insbesondere
gibt es mindestens eine leere Kachel. Jedoch ist die Variabilitdt der Be-
legungszahlen (Anzahl der Flocken pro Kachel) recht klein. Es gibt zwar
Kacheln, die mehr als eine Flocke erhalten und andere Kacheln, die frei
bleiben. Maximal drei Kacheln sind leer.

4. Experte*: Offensichtlich zufillige Verteilung. Muster sind nicht er-
kennbar, zwischen vier bis acht Kacheln bleiben frei. Es sind keinerlei
Symmetrien und keinerlei Muster und RegelméBigkeiten erkennbar. Es
ist offensichtlich, dass die Schneeflocken irgendwo auf dem Dach zu lie-
gen kommen.

Die Klassifizierung der Schiilerantworten in eine dieser vier Kategorien er-
folgte per Urteil von drei unabhingig arbeitenden Experten. In Zweifelsfil-
len wurde die schriftliche Begriindung zur Klassifizierung mit herangezo-
gen. Insgesamt gelang nur bei einem Schiiler, der insgesamt nur 5 Flocken
einzeichnete, eine Klassifizierung nicht. Die quantitative Auswertung er-
folgt mit Hilfe dreier unterschiedlicher Kriterien (Score 1, Score 2 und Sco-
re 3), die wie folgt definiert wurden:

Score 1 = relative Zahl derjenigen, die keine strengen Deterministen sind
Score 2 = relative Zahl der Experten oder Novizen
Score 3 = relative Zahl der Experten

Aufschlussreich bei der offensichtlichen Schwierigkeit, Zufilligkeit in der
Verteilung der Schneeflocken angemessen zu respektieren, sind hierbei
auch die im Fragebogen erbetenen Begriindungen durch die Schiiler. Hier
ein paar Beispiele fiir die Position der Deterministen:

- Weil es 16 Platten sind und 16 Schneeflocken fallen, deshalb fallt auf je-
de Platte [genau eine Flocke](Hauptschule, Klasse 5)

- Weil auf jede Platte eine Schneeflocke hingefallen ist (Hauptschule,
Klasse 7)

- Die Schneeflocken fallen gleichmdifiig (Realschule, Klasse 7)
- Weil iiberall gleichviel Schneeflocken hinfallen (Gymnasium, Klasse 7)

- Theoretisch miissen sich die 16 Schneeflocken gleichmdpig auf die 16
Platten verteilen (Realschule, Klasse 9)

- Weil es gleichmdf3ig schneit (Gymnasium, Klasse 9)

Zur Rolle des Unterrichts bei der Dominanz deterministischen Denkens
passt auch folgende Episode: In einer siebten Klasse identifizierte der Leh-
rer fiir den Untersuchungsleiter seine beiden ,,Musterschiilerinnen®. Diese
fielen dadurch auf, dass sie ihre Kreuze besonders akkurat in die Mitte der
16 jeweiligen Felder setzten.
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Bei Schilerantworten, die ein angemessenes Zufallsverstindnis ausdriick-
ten, kamen sowohl! die Unvorhersehbarkeit des Zufalls zum Ausdruck wie
auch eine Vorstellung von Zufall als Einfluss einer unkontrollierten Drittva-
riable wie Wind oder Wirme.

- Weil durch den Wind die Schneeflocken da hingefallen sind (Realschule,
Klasse 5)

- Weil in der Naturwissenschaft nicht immer alles perfekt ist. Ich hab des-
wegen 3 Kdstchen freigelassen (Gymnasium, Klasse 5)

~ Weil die Schneeflocken einmal da und einmal da hinfliegen (Hauptschu-
le, Klasse 7)

~ Es kommt darauf an, wie der Wind weht. (Hauptschule, Klasse 7)
- Schneeflocken fallen ohne System (Gymnasium, Klasse 7)

- Der Schnee fillt ja nicht einfach so. Es ist ja nicht kontrollierbar oder
vorhersehbar (Hauptschule, Klasse 9)

- Man kann nicht wissen, wo die Schneeflocken landen. Und die Chance,
dass alle 16 Schneeflocken auf alle 16 Platten landen ist sehr gering
(Hauptschule, Klasse 9)

- Es gibt keine Begriindung, sie fallen einfach zufdllig. Hab die Augen zu-
gemacht und per Zufall mit dem Stift diese Punkte getroffen (Gymnasi-
um, Klasse 9)

Eine Betrachtung der Schiilerzitate gibt einen interessanten Einblick in die
Vorstellungswelt der Schiiler, wie sie ihr Denken uiber Zufall bzw. Be-
stimmtheit begriinden. Die Zitate sind aber wenig geeignet, um Trends iiber
die zeitliche Entwicklung zu identifizieren. Dazu dient eine Analyse der
drei Scores. Sie lassen keine systematischen Unterschiede zwischen den
Schultypen erkennen, wahrend jedoch eine Verschlechterung iiber die
Schuljahre hinweg offenkundig wird (siche Abbildung 4). Zu genau der
gleichen Schlussfolgerung ist auch schon Green (1982) gekommen, der die
drei unterschiedliche Muster des Schneefalls vorgibt, die im wesentlichen
unseren Kategorien von ,strenger Determinist”, ,,gemaBigter Determinist”
und ,,Experte“ entspricht, und dazu mehrere Fragen im Multiple-Choice
Format stellt. Zu dem Ergebnis, dass sich die Zahl derer, die sich fiir die
Expertenlosung entscheiden, von 26 % bei den 11-Jdhrigen auf 18 % bei
den 16-Jahrigen reduziert, bemerkt Green (1982):

.- The astonishing thing about this item is that performance declines with
age. ... It can be hypothesized that we see at work here two oppsoing
tendencies - maturation/ experience on the one hand and dominance of
mathematical/ scientific deductivism on the other which stifles the ap-
preciation of randomness by seeking to codify and explain everything.*
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Abb. 4: Darstellung der Ergebnisse zu Aufgabe 2
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4.3 Einfluss der Stichprobengrifie

Abbildung 5 zeigt, wie sich die Sensitivitit fiir die Auswirkung der Stich-
probengrofie bei einer Variation der ,maternity ward“ Aufgabe iiber die
Schulklassen hinweg verédndert. Fiir die aggregierten Daten zeigt sich der
auch in fritheren Studien gefundene Vorteil von Haufigkeitsverteilungs-
Aufgaben. Allerdings ist die Losungsrate fiir beide Arten von Aufgaben ge-
ringer als der Durchschnitt aus den Studien mit erwachsenen Versuchsteil-
nehmern (Sedlmeier & Gigerenzer, 1997). Die vergleichsweise niedrigen
Losungsraten konnten auf Probleme beim Verstindnis der Aufgabe hindeu-
ten (Sedlmeier, 1998).

Abb. 5: Darstellung der Ergebnisse zu Aufgabe 3
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Wird die Sensitivitat der Schiiler fiir die Auswirkung der Stichprobengrofe
grofer, je linger sie die Schule besuchen? Die Ergebnisse in Abbildung 5
deuten darauf hin, dass dies, wenn iiberhaupt, nur in unwesentlichem Aus-
mal} der Fall ist. Wihrend bei der Haufigkeitsverteilungs- Aufgabe zwar ein
leichter positiver Trend vorhanden ist, kehrt sich dieser anfinglich auch bei
der Stichprobenverteilungs-Aufgabe vorhandene Trend wieder um. Man
sollte auch beachten, dass die Losungsrate selbst bei der Haufigkeitsvertei-
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lungs-Aufgabe fast auf Zufallsniveau liegt (drei Lésungsalternativen stan-
den zur Auswahl). Insgesamt gesehen scheint sich also die Sensitivitit fiir
die Auswirkung der Grof3e einer Stichprobe auf die Genauigkeit der Schit-
zung eines Populationsparameters iiber die Schulzeit hinweg nicht zu
verbessern.

4.4 Wahrscheinlichkeit von Konjunktionen

In Studien mit Erwachsenen liegen die Lisungsraten bei Konjunktionsauf-
gaben von der Art wie sie auch in der gegenwiirtigen Studie verwendet
wurden oft nicht héher als etwa 20 %. Ein dhnlich niedriges Niveau zeigt
Abbildung 6 fiir die Schiiler der Klasse 9. Dariiber hinaus ist ein deutlicher
Abwirtstrend zu sehen. Mit fortschreitender Klassenzahl sinkt der Anteil
der richtig gelosten Aufgaben. Die zeitliche Perspektive, das heifit, ob die
zu beurteilenden Ereignisse vor oder nach dem Eingangsereignis (eine Vier
im Abschlusszeugnis vs. eine Sechs im Zwischenzeugnis) auftraten, hatte
keinen Einfluss auf das Ergebnis. Erstaunlicherweise hatte auch das Darbie-
tungsformat, Haufigkeiten vs. Wahrscheinlichkeiten, keinen systematischen
Einfluss auf die Losungsraten: wiihrend die Haufigkeitsversion tendenziell
in der Klassen 7 etwas haufiger richtig gelost wurde als die Wahrschein-
lichkeitsversion, war es in der Klasse 5 umgekehrt. Die Ergebnisse fiir
Klasse 9 unterschieden sich nur um einen Prozentpunkt zugunsten der Hau-
figkeitsversion.

Abb. 6: Darstellung der Ergebnisse zu Aufgabe 4.
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Abbildung 6 zeigt einen eindeutigen Trend: Die Schiiler waren mit fort-
schreitender Klassenzahl immer weniger in der Lage eine (relativ einfache)
Aufgabe zur Wahrscheinlichkeit von konjunktiven Aufgaben richtig zu 16-
sen. Der fehlende Effekt in der zeitlichen Perspektive konnte entweder dar-
auf zuriickzufiihren sein, dass dieser Faktor keine Rolle bei der Lésung die-
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ser Art von Aufgaben spielt oder darauf, dass eine mégliche Vereinfachung
der Aufgabenstellung nicht gelungen ist. Dies wiederum kénnte daran lie-
gen, dass zwar die Perspektive ausgehend von der einleitenden Problembe-
schreibung variiert wurde, aber die zu beurteilenden Ereignisse in allen
Version schon eingetreten waren (alles spielt sich in der Vergangenheit ab).
Am erstaunlichsten ist der fehlende Effekt des Darbietungsformats, wozu
wir im Moment keine Erkldrung anbieten kénnen. Insgesamt ist das Ergeb-
nis jedoch sehr deutlich konsistent mit der Annahme, dass statistische Intui-
tionen sich iiber die Schulzeit hinweg eher verschlechtern.

5. Diskussion und Implikationen fiir die Schule

Unsere Untersuchungen belegen, dass sich das Verstindnis von Zufall und
zufallsbedingter Variabilitédt in empirischen Daten im Verlaufe der Schul-
jahre bei 10 bis 15 jdhrigen Schiilern nicht bessert. Im Gegenteil: wenn
Trends tiberhaupt vorhanden sind, dann verschlechtert sich die Fihigkeit,
Zufall und Variabilitdt angemessen einschétzen zu konnen. Dieses Resultat
ist konsistent mit fritheren Ergebnissen bei vergleichbaren Altersgruppen
von Green (1982) und generalisiert den fritheren Befund durch eine erwei-
terte Auswahl von Aufgaben und eine reprisentative Auswahl von Schii-
lern. Es ist unseres Wissens auch die erste derartige Studie mit deutschen
Schiilern. Welche Konsequenzen sind daraus fiir die Currculumsent-
wicklung und Schulplanung zu ziehen?

Erfahrungen mit Zufall betreffen ebenso wie Erfahrungen mit kausalem
Denken interdisziplindr viele Unterrichtsficher. Zufall sollte Gegenstand
von facherverbindenden und facheriibergreifenden Themen sein, bei denen
probabilistische mit deterministischen Erkldarungen konfrontiert werden.
Exemplarisch seien genannt: Verbindungen der Vererbungslehre in der Bio-
logie mit Statistik, das Wetter, die Borse, Sportergebnisse oder Wahlprog-
nosen. Experimente mit Zufallsstichproben kénnen aber auch in sozialwis-
senschaftlichen Féachern durchgefiihrt werden. In besonderer Weise ist die
Stochastik als ,,Mathematik des Zufalls* angesprochen. Es kann allerdings
im Unterricht nicht darum gehen, die Begriffs- und Methodenapparate der
Stochastik rein formal als mathematische Theorien aufzubauen, in der
Hoffnung, dass Fihigkeiten im Umgehen mit diesen formalen Apparaten
die Féhigkeiten fiir eine konzeptionelles Verstehen von Zufall und zufalls-
bedingter Variabilitit in empirischen Daten schon begriinden. Ein Sto-
chastikunterricht, der den Kalkiil der Mathematik des Zufalls stark betont
ohne Intuitionen statistischen Denkens viel Beachtung zu schenken, wird da
nicht helfen (siehe Rasfeld, 2002). Kritisiert wird an einer sich zu sehr am
axiomatischen Ansatz orientierten Didaktik, dass sie sich viel zu schnell auf
ein prizises Kalkiil und eine klare Sprache fixiert. Intuitive Vorstellungen
als die wirklichen Quellen kreativen Denkens (Borovcnik, 1992) werden
dabei zu schnell ausgeblendet. Primire Intuitionen, d.h. Vorstellungen, die
sich ohne systematische Behandlung eines Begriffs oder Konzepts entwi-
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ckelt haben, sind manchmal in der Schule direkt verwendbar, manchmal
miissen sie aber auch systematisch hinterfragt werden. Viele Fehlvorstel-
lungen setzen sich fest - wie auch die Fiille an Paradoxa in der Stochastik
zeigt - wenn nicht friihzeitig Vorstellungen (Sekundérintuitionen) aufgebaut
werden, die sich erst aufgrund einer systematischen Behandlung und der
Verbindung von Intuitionen mit Konzepten der Theorie herausbilden (siehe
Tietze et al., 2002). Dabei scheinen drei Faktoren eine entscheidende Rolle
zu spielen: das Darbietungsformat, das heifit, die Art und Weise, in der In-
formation dargeboten wird, ,learning by doing®, und die Alltagsndhe der
verwendeten Aufgaben (Sedlmeier, 1999). Eine iiberwiegend strukturma-
thematisch und weniger anwendungsorientierte Behandlung der Stochastik
wire also auf alle Fille kontraproduktiv.

Der Erwerb von validen statistischen (Sekundér-) Intuitionen ist nur als
gradueller Prozess zu verwirklichen, z.B. indem Lernende durch Experi-
mente in Spiel- und Simulationssituationen schrittweise zu einer kompletten
Formalisierung hingefiihrt werden (siehe z.B. Sedlmeier, 2001; Sedlmeier
& Kahlers, 2000). Daher ist ein Unterricht zu fordern, der durch einen ho-
hen Anteil experimenteller Arbeiten und durch selbstindige Datenerhebun-
gen charakterisiert ist und sich dabei neue Technologien (Computer, grafik-
fihige Taschenrechner, Internet) zu Nutze macht, um Simulationen und
Demonstrationen zu planen und durchzufithren. Vom Zufallsgenerator er-
zeugte Daten kénnen malfigeblich dazu beitragen, bei Schiilern eine Intuiti-
on fiir zufallsbedingte Variabilitit in empirischen Daten zu entwickeln. In-
dem Schiiler Experimente mit Zufallsgeneratoren bzw. Zufallszahlen pla-
nen, durchfiihren und auswerten, sammeln sie Erfahrungen in stochasti-
schen Situationen und kénnen ihre Intuitionen iiber zufillige Erscheinungen
und Wahrscheinlichkeiten iiberpriifen und gegebenenfalls korrigieren.

Der Aufbau angemessener Intuitionen muss an den Erfahrungen der Schii-
ler ansetzen und praxis- und alltagsorientiert sein. Am Anfang des Sto-
chastikunterrichts sollten daher eigene Aktivititen mit Zufallsexperimenten
stehen. Das schlieBt die Planung und Durchfiihrung von Experimenten, Si-
mulationen und Demonstrationen sowie die Konstruktion von Modellen
und deren Interpretation ein. Anhand von Simulationen kann die Uberprii-
fung von Intuitionen und die Bildung stochastischer Modelle sehr ertrag-
reich geiibt werden. Simulationen lassen sich mit Computerunterstiitzung
besonders effektiv durchfiihren. Solche Experimente resultieren immer in
direkt beobachtbaren Ergebnissen und nicht direkt in Wahrscheinlichkeiten,
deren Verstindnis hiufig sehr schwierig ist. Diese Art und Weise der In-
formationsdarbietung (Héufigkeiten statt Wahrscheinlichkeiten) erleichtert
letztendlich auch das Benutzen von formaleren Darstellungsarten (Wassner,
Martignon & Sedlmeier, 2002).

Zufall bedeutet, dass es in einer gegebenen Situation mehr als nur ein mog-
liches Ergebnis gibt, dass das tatséchlich eintretende Ergebnis nicht vorher-
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sagbar ist, dass - zumindest in der Vorstellung - die Mdglichkeit besteht,
das Experiment mehrfach zu wiederholen, und dass die Folge der durch
Wiederholung erhaltenen Resultate keine Muster besitzt, die sich kontrol-
lieren oder vorhersagen lassen. In dieser offensichtlichen Unordnung kén-
nen eine Vielzahl von globalen RegelméBigkeiten entdeckt werden, deren
offensichtlichste die Stabilisierung der relativen Haufigkeit eines moglichen
Ergebnisses ist. Diese globale RegelméaBigkeit ist die Grundlage, die uns
erlaubt, Zufallsphanomene systematisch mit Hilfe der Wahrscheinlichkeits-
rechnung zu studieren. Ein grundlegendes Verstindnis von Zufall und
Wahrscheinlichkeit ist notwendig fiir das Verstehen der Ungewissheiten des
Lebens und erleichtert den Umgang damit. Es wire schade, wenn unseren
Schiilen dieses grundlegende Verstindnis und das darauf beruhende
Hilfsmittel der Wahrscheinlichkeitsrechnung durch eine inaddquate Schul-
ausbildung, nicht nur im Rahmen des Mathematikunterrichts, vorenthalten
wiirde.
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