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A PRIMAS projekt alapvet6
celkitizése a kivancsisagvezerelt
oktatas alapelveinek és modsze-

p 0! reinek széles kor( ismertetése és
a tanitasi gyakorlat atalakitasa-
PROMOTING INQUIRY

nak tamogatasa annak érdeke-
b UckTion ARl ben, hogy a kivancsisagvezeérelt

oktatas alapelvei a gyakorlatban

is megvaldsuljanak.
Ez a kotet a Primas projekt romaniai implementalasa soran kivitele-
zett tevékenységek egy részének leirasat tartalmazza, természete-
sen a szerzOk nézdpontja és tapasztalatai alapjan, nem az Europai
Bizottsag vagy a projektpartnereink vélemeényét tukrozi, tehat a
tartalmaeért teljes mértékben a szerzék felel6sek.
A bemutatott tananyagok és foglalkozasok 6sszevalogatasa soran
fontosnak tartottuk, hogy ezek mélységben, nehézségben, terjede-
lemben, célcsoportban, didaktikai célokban kulénbdzzenek. igy
vannak olyan foglalkozasok, amelyek egy 6ra alatt kivitelezhetbk és
vannak olyanok, amelyek egy egész fejezet felépitésére, oktatasi
stratégiajara vonatkoznak. Ugyanakkor vannak olyanok, amelyek
soran csak a problémaérzékenységet igyekszunk fejleszteni, van-
nak olyanok, amelyek soran technikai eszk6zOket, modszereket,
algoritmusokat probalunk konstrualni és vannak olyanok,
amelyekben fogalmak mély megértését célozzuk meg. Mindennek
az egyeértelmi célja annak a ténynek a kidomboritasa, hogy a
jelenlegi tantervekben el6irt tananyag megtanitasa is lehetséges
kivancsisagvezeérelt szemléletmdd alapjan. Mindez klonos fontos-
sagot nyer azaltal, hogy az utobbi néhany évben a tanterveinkhez
kapcsolddd modszertani elvarasok radikalisan megvaltoztak, okta-
tasunknak a kompetenciafejlesztésre és nem az informacioatadas-
ra kellene koncentralnia.
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Kulon melléklet - Didaktika jegyzet

1. Elohang

Viélsagban az oktatds. Nemcsak amiatt, mert a vilagméreti pénz-
iigyi valsdg hatéassal van az élet minden tertiletére, tehat az oktatasra
is. Nem is amiatt, mert az oktatasi rendszer zavartalan miikodését biz-
tositani hivatott politikum kaotikus, gyakran onellentmondasos szabé-
lyozasai szétzillaljak, elziillesztik, szétbomlasztjak a rendszert, lehe-
tetlenné teszik a hosszutavia oktatasi folyamatok miikodését. Nem
is azért, mert az oktatasszervezés teriiletén olyan kozgazdasagi mo-
delleket probdlnak alkalmazni, amelyek egyrészt az oktatas lényegi
vonatkozasait nem tekintik optimalizaland6 célnak, maésrészt mar a
kozgazdasag tertiletén is latvanyosan megbuktak. Nem is azért, mert
a mindségbiztositas egy globalizdlédott téveszme, hisz minduntalan
csak egy minimalis szintet biztosit és nem a mindséget, ami messze
e folott all. Nem is azért, mert a nemzetkozi trendekhez valo al-
kalmazkodéas lokalisan paradoxont sziil. A probléma sokkal mélyebb,
sokrétiibb, arnyaltabb és valdjaban nem is ott van, ahol észleljiik. Mi
csak a probléma kovetkezményeit latjuk, a problémanak a rendszeren
beliili megnyilvanulasat. Sulyos hiba ezt Osszekeverni a tényleges
problémaval.

Az oktatas tartalmilag mindig is a multra koncentralt, mindig
megprobalta tjraértékelni és atmenteni a multhél azt a tapasz-
talati bolcsességet, ami az idék folyaman felhalmozddott. fgy a
tanaroknak alapvet6 feladatuk a hagyomanyorzés, hagyomanyéapolas.
Ugyanakkor az iskolanak mindig ki kell elégitenie a tarsadalom
aktudlis igényeit is. Gondoljuk meg, hogy a Roémai Birodalom
terjedése vezetett az intézményesitett iskolarendszer nagyfoku ter-
jedéséhez és a hagyomanyos iskolai rendszer ekkor alapozdodott meg,
egyértelmiien a birodalom igényeinek megfeleléen; késobb az egyhazi
iskolakban ez a hagyomanyos, klasszicista oktatés kiegésziilt a vallasos
tanokkal, majd a nemzetallamok megjelenésével az oktatasban is he-
lyet kaptak a nemzeti eszmék, eszmények. A felvilagosodas utani
tarsadalmakban a tarsadalmi igényrendszer és a hagyoméanybol fakadé
cél egyre jobban kiilonvéalt. A modern tarsadalmakban e két irdnyelv
teljesen elkiiloniilt. Ennek kovetkezményeként egyre hevesebb vita
folyik arrél, hogy egyaltalan mit tanitsunk, illetve, hogy milyen
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moédszerekkel tanitsunk. S6ét djabban a vita stlypontja annyira el-
tolédott, hogy arrdl vitazunk, milyen kompetencidakat kell fejleszteni az
iskolaban. Ez az iranyelv mar egyértelmtien csak a tarsadalmi igények
motivaciéval rendelkeznek. A kulcskompetencidk kozt sehol nem je-
lenik meg a mérlegelés, az elmélyiilt gondolkodas, a hagyomany értel-
mes atorokitésének, esetleg az atmindsitésének a kompetencidja (mint
ahogy az erkolcsi kompetencia, a felelosségvallalas kompetenciaja és
még sok mds sem, de ez egy mas kérdés). Ugy tlinik, hogy mind-
ezekre a tarsadalomnak, vagy méginkabb a piacgazdasagnak, nincs
kifejezett igénye. Igy elvileg az frds és olvasds készsége gyakorlatilag
arra sziikséges, hogy a piac reklamhadjarataban ne legytink stiketek
és vakok, tudjunk alkalmazkodni a trendhez, képesek legytink felfogni
egy-egy iras lizenetét, ha masként nem, szocialis cimkézés utjan. Az
mar tul koltséges lenne, esetleg tul koltoi, ha latdk lennénk és vezériink
nem Kkiils6 volna, hanem belsonkbol vezérelne. Egyszéval az igény
az, hogy a kiils6 vezérléshez sziikséges alapfunkcidink miikodjenek.
Mindezt jol tiikkrozi a nemzetkozi szohasznalat, hisz a képzések meg-
nevezésére legtobb helyen az angol ,to train” szé szarmazékait hasz-
naljuk, ami igazabdl, eredeti értelmét tekintve, kozelebb all az idomi-
tashoz, mint az oktatashoz vagy a neveléshez. Es természetesen
mindez tiikrozodik az iskolaban, az oktatasi rendszerben és a vele
szemben tamasztott igényekben. Es mivel az iskola sem szolgalhat
egyszerre két urnak, kiilonosen nem akkor, ha az egyik Buddha
Manjushri és a masik Mara, a jelenlegi léthelyzet egyre rosszabb,
mert a kibontakozé szellemi kdosz és sotétség annyira elferditi, hogy
igazabdl a dontések nagy része sokkal inkabb szol arrdl, hogy Lu-
cifert vagy Belialt, esetleg Lucifert vagy Leviathant szolgalja a rend-
szer. Ugyanakkor a mai felgyorsult, athuzalozott, digitalizalt vila-
gunkban egyre kisebb siilya van az egyéni tudasnak, az egyéni latas-
modnak. Sokkal fontosabb a tarsadalom szamara, és kiilonosen a piac
szamara, hogy j6 fogyasztéva véljunk. Csakhogy a tudasalapti mo-
dern tarsadalomban senki sem lehet j6 fogyasztd, ha nem rendelkezik
kell6 szintli miiszaki, informatikai ismeretekkel. fgy fontossa valt,
hogy a matematika, az informatika és a természettudoményok ok-
tatasat olyanna alakitsuk, hogy ennek a célnak is teljesen megfeleljen,
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vagyis magyaran fogyasztdi és felhasznaldi szinten mindenki tudjon
hatékonyan eligazodni. Ezt az igényt minden lehetséges érvvel és
irtiggyel ala szokas tamasztani, mint a legtobb magyarazatra szoruld
dolgot. Két, széles korben elfogadott motivacid, az Eurdpai Bi-
zottsdgnak késziilt jelentések/felmérések és a psziholégia kutatdsok.
Ezek szerint a populdcionak egyre kisebb része hajlando vallalni az
egzakt tudomanyok megértéséhez sziikséges erofeszitést, masrészt az
absztrakt matematikai/tudoméanyos tudas és annak alkalmazasi kész-
sége kozt nincs automatikus transzfer. fgy nincs mas lehetéség, mint
a matematikat és a természettudomanyokat alkalmazascentrikusan
tanitani. Ezt ajanlja ma a legtobb szakmai féorum, ezt ajanlja az
Eurdpai Bizottsdg és ezt varja a didksereg is. Mindezzel csak az
a gond, hogy a motivacié santit és pont emiatt elore lathatd, hogy
az alkalmazascentrikussag bevezetése altal sem oldhaté meg a redlis
probléma. A matematika fejlodésében ugyanis az alkalmazasok mindig
is az egyik kozponti hajtéer6 szerepét jatszottak. A masik hajtoero
viszont a matematika belsé tisztasdagigénye, ontorvényusége. A leg-
tobb egzakt, formalis matematikai fogalmat, elméletet messze mege-
16zték a felmeriilt problémak megoldasara hasznalt intuitiv, heuriszti-
kus gondolatmenetek. fgy valojaban a matematika miikodésének meg-
értése magaba foglalja a formalizalatlan vagy kevéssé formalizalt, in-
tuitiv gondolatmenetek kristdlyositasat is. Ezt ugyantugy tanithatjuk
gyakorlatias, alkalmazascentrikus feladatokon keresztiil, mint teljesen
absztrakt kornyezetben. Ugyanakkor a lényeges részletek ugyanugy
lathatatlanok maradhatnak alkalmazascentrikus feladatok megoldasa
soran is, mint absztrakt problémak targyalasa kozben.

Ebben a kotetben a Promoting Inquiry in Mathematics and Science
Education Across Europe FP7-es inids projekt keretén beliil hasznélt
néhany tevékenységiinket, tananyagunkat, oktatasi otletiinket mutat-
juk be. Ez a projekt (valamint t6bb mds eurépai projekt, amelyben
résztvettiink) lehetéség szdmunkra, hogy a matematika oktatasardl
alkotott formalizalatlan elképzeléseinket /tapasztalatainkat masok sza-
mara is hozzaférhetové, esetleg hasznalhatéva alakitsuk. Célunk nem
kevesebb, mint a matematikarél és annak oktatasardél valami olyat
felmutatni, ami a projekteken, jelentéseken, iirtigyeken és okokon til-
mutatva a matematikarol, mint alapvetd emberi tevékenységrol szol.

1. Melléklet

2. Melléklet



2. Bevezetés

Az utobbi évtizedben egy igen aggaszto jelenséggel kell szem-
benézniink. A technika szazaddban egyre kevesebb fiatal mutat
érdeklodést a matematikai és természettudomanyos palyék irant. Mig
az egyetemet végzettek szdama novekvoben van Eurépdban és a mi
orszagunkban is, addig a matematika és természettudomanyos sza-
kokat valaszték szama csokken, sot a barmilyen tudomanyos karriert
befutni vagydk szama is csokkendben van. Részletesen elemzi ezt a
helyzetet tobb erre a célra kinevezett eurdpai szakbizottsag.

A 2004 aprilisaban Briisszelben bemutatott Gago-jelentés sze-
rint ekkor az EU-ban 5,7 kutaté jutott 1000 fore, a tagsdgra vard
orszagokban pedig &atlagosan 2,6 kutaté. Ehhez képest a gaz-
dasagi és technolégiai fejlédés fenntartdsa legaldbb egy 8 kutatods
atlagot igényel, ami azt jelenti, hogy Eurépanak félmilliéval tobb ku-
tatdasban dolgozé emberre van sziiksége. Kiilonosen rossz a helyzet
a természettudomanyok, ezek kozt foként a fizika és a matematika
terén. Ezeken a teriileteken bizonyos eurdpai orszagokban nemcsak
a kutatok de a tanitok szama sem elegend6. Més orszagokban még
elegendd, de a kozeljovében mér nem lesz az. A Gago-jelentésben meg-
jelen6 MAPS- (Mapping Physics Students in Europe) tanulmény sze-
rint 1997 és 2002 kozt 17 szazalékkal csokkent Furépaban a fizikdban
diploméazottak szama. A jelentés szamos okot vizsgdl és javaslatokat
tesz a helyzet javitasa érdekében. A tanitasrél, mint a jelenséget be-
folyasol6 egyik fontos tényezordl a kovetkezoket allapitja meg: Az
iskolaban zajlo matematikai és természettudomanyos oktatds egy
ysajat vilagban” zajlik, amely nem tud a tudomaéanyos teriileteken
zajlé fejlodéssel 1épést tartani. A didkok tul absztraktnak érzékelik,
mert alapgondolatokat probal atadni megfeleld kisérletezo, megfigyeld,
értelmez6 hattér nélkiil. Abban az allapotban van, hogy tilnyomoéan
tényszerl, ezaltal nem eléggé figyelem- és érdeklodésfelkelto. A didkok
tobbsége irrelevansnak és nehéznek tartja.

A 2007-es Rocard- jelentés: Science Education Now megerdsiti
az elozo jelentés megdllapitasait, s6t a helyzet stlyosbodasardl
beszél.  Ebben a jelentésben az egyik legfontosabb javaslat a
kivancsisdgvezérelt oktatas elotérbe helyezése. Kivancsisagvezérelt
tanulason a jelentés szerzoi azt a folyamatot értik, amely problémak

12
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feltarasara, kisérletek elemzésére, alternativak megtalalasara, kis
kutatasok megtervezésére, sejtések megfogalmazédsara, informacio-
gyijtésre, modellalkotasra, koherens érvek megfogalmazasara iranyul
(Lim, Davis, Bell 2004). A matematikdt taniték kozossége
problémakozponti tanitdsnak nevezi azt a moddszert, amelyben a
tanitas egy megoldando problémaval kezdddik és ennek megoldasahoz
kell olyan tudasra szert tenni, amely lehetévé teszi annak megoldasat.
A kivancsisdgvezérelt oktatas problémakozponti megkozelités, de
tobb annal, méghozza a kisérletezésnek tulajdonitott fontossag altal.

A roman taniigyi rendszer &llapotat targyalé 2007-es Miclea-
-jelentés is kitér szamos a fenti jelentésekben emlitett probléméra.
Roménia a tudoményos publikéicidk lakossdghoz viszonyitott szama
szerint 11-szer kisebb teljesitményt mutat az EU-s atlagnal, 6tszor
kisebbet Magyarorszaghoz és kétszer kisebbet Bulgaridhoz képest.
Roménia innovaciés egytitthatéja 2006-ban kétszer kisebb volt
Bulgariaénal, haromszor Magyarorszagénal és otszor az EU-s atlagndl
és a legnagyobb csokkendé tendenciat mutatja az osszes felmért orszag
kozt. A Miclea-jelentés is ennek egyik okat a taniigyi rendszer jelen-
legi allapotaban latja és annak radikalis atalakitdsat javasolja. Sok
mas fontos megoldandé probléma mellett kiemelt fontossagot tulaj-
donit a kompetencia-alapi oktatasnak. A jelentés szerint a jelenlegi
curriculum tulterhelt és irrelevans a munkapiac szempontjabol. Az
informacioatadas teljesen elotérben van a problémamegoldast segitd
kompetenciak fejlesztésével szemben. Nem lehet tudni, milyen tudést
varunk el egy érettségizett fiataltol. Mindez latéhatar nélkiili ok-
tatashoz és semmit nem mutaté belsé felméréshez vezetett. A
didkok pedig egyre kevésbé értékelnek egy olyan iskolarendszert, amely
elzarkozik a tudas termelésének és szallitdsanak jelenlegi médozataitél.
Mindez a kiilonb6z6 eurdpai felmérésekbdl is latszik. A 2003-as Pisa-
felméréseken és TIMSS-felméréseken Roménia a vizsgalt 42 orszag
kozt a 34-edik helyet foglalta el, a nemzetkozi atlagtél minden felmért
kompetencidban lemaradt.

Mindez azt mutatja, hogy a matematika és természettudomanyos
oktatas vilagszerte nem til jo helyzete nalunk még rosszabb képet
mutat. Ilyen kortilmények kozt valéban minden matematikat tanitéd
tanarnak el kell gondolkodnia, hogy melyek azok a mddozatok, ame-
lyekkel ezt a tendenciat csokkenteni lehetne. Nagyon sok olyan
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tényez6 van, ami a tarsadalom és foként a politikum dontésein mulik.
Természetesen valamilyen egységes, jol aldatamasztott fellépéssel talan
valamilyen mértékben ezt is lehet befolyasolni, de ehhez elébb pon-
tosan és egységesen kellene tudni, hogy mit szeretnénk. Amit megte-
hetiink és meg is kell tenni, az tanitdsi gyakorlatunk atalakitasa
olyan mddon, hogy valoban partnerei lehessiink tanitvanyainknak
a tanulas folyamataban és megvéltozott életkoriilményeikbdl adoédo
gondjaikra valamilyen életképes megoldast probaljunk talalni. Olyan
problémékkal szembesiiliink a tanitas soran, mint:

- az egyre er0sodo hianyos szovegértés,

- az absztrakcios képesség egyre nagyobb hidnya,

- a nyelvezet elszegényedése és ezaltal az érzelmi és értelmi élet
szegényedése,

- a sok forrasbol jovo allando ingerlésnek vald kitettség miatt joval
magasabb ingerkiiszob.

Ezeknek a gyerekeknek erésebb impulzusokra van sziikségiik, ah-
hoz, hogy érdeklodésiiket felkeltve aktiv résztvevoivé valjanak a
tanulasnak.  Ahhoz, hogy ezt elérjik valtozatossa kell tenni a
modszereinket, és azokat a modszereket kell elotérbe helyezni, ame-
lyek kotelezové teszik a didk aktiv részvételét a tandran. El kell
érniink, hogy a didk cselekvé modon reagaljon az 6t érd kihivasokra.
Ez kiilonben az utébbi idoben sokat hangoztatott kompetencia szé
értelmezése is: az egyén belso késztetése, hogy cselekvéssel valaszoljon
egy adott helyzet kihivasara, tehat nem azonos sem a tudassal, sem a
képességgel, magdban foglalja ezeket, de nem azonos veliik (Blomhg;j
és Jensen, 2003).

A Rocard-jelentésben kiemelt kivancsisagorientalt oktatas olyan
modszer, amelyet érdemes lenne rendszeresen hasznalni a tanitasi
folyamatban. Kz nagymértékben fejlesztheti a kompetencidkat a
puszta ismerettel szemben. Ennek gyokerei a problémakoézponti
tanitassal azonosak. Ha megvizsgédljuk Eric Wittmann elképzelését a
problémamegoldés képességének fejlesztésére vonatkozdan, azt tapasz-
taljuk, hogy szinte teljes mértékben megegyezik a Rocard-jelentésben
foglaltakkal. Erich Ch. Wittmann a problémamegoldasi képességek
fejlesztésének tiz feltételét tartja alapvetéen fontosnak :

1. Ismeretszerzés felfedezteto tanitas és tanulas révén.
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2. A tanulék Osztonzése a divergens gondolkoddsra (tobbféle
megfogalmazas;  tobb irdanybdl torténé megkozelitése
ugyanannak a problémanak; a matematika kiilonb6zo
teriileteinek Osszekapcsoldsa, a médszerek Gtvozése; stb.).

3. Automatizalt gondolatmenetek kizardlagos alkalmazasanak
hattérbe szoritasa.

4. Nyitott problémdak vizsgdlata (nincs direkt kérdés, tobbféle
kérdésfeltevés lehetséges, apré kutatdsi lehetdségek stb.).

5. Osztonozni kell arra a tanuldkat, hogy maguk is fogalmaz-
zanak meg problémékat.

6. Egy olyan ,nyelv” kialakitdsa, amely lehetévé teszi a tanuldk
szamara, hogy gondolataikat ki tudjék fejezni.

7. Intuitiv indokldsok, sejtések Osztonzése. (Egy kicsi, de 6n-
allé lépés tobbet ér, mint egy bemutatott gondolatmenet
Hlefényképezése”.)

8. Heurisztikus stratégiak tanulasa.

9. Konstruktiv magatartas kialakitdsa a hibakkal szemben.

10. Diszkussziok, reflexiék, argumentaciok osztonzése.

Egyébként maganak a problémanak a mibenlétét is érdemes
megvizsgalnunk. Pdlya Gyorgy szerint: ,Probléménk van, tehat azt
jelenti, hogy olyan megfelelé tennivalot keresiink tudatosan, amely
alkalmas valamilyen vilagosan megfogalmazott, de kozvetleniil meg
nem kozelitheto cél elérésére. Problémét megoldani a megfelel6 ten-
nival6 megtalalasat jelenti ... a legjellemz6bb emberi tevékenység
a problémamegoldas, a célratoréo gondolkodds, eszkozok keresése
valamely kittizott cél eléréséhez.”

Alan H. Schoenfeld a probléma fogalmanak értelmezésekor a
,problémasag” kritériumat nem a feladat, a kérdés bonyolultsagaban
keresi: , Az a nehézség a probléma fogalmanak értelmezésében, hogy
maga a problémamegoldés folyamata nagyon fligg a problémamegoldé
személyétol. Azok a feladatok, amelyek megoldasa komoly eréfeszitést
kivan bizonyos tanuloktél, masok szamara lehetnek egyszerti rutinfe-
ladatok, s6t egy matematikus szaméara ismeretei alapjan trivialitasok.
Ennélfogva az, hogy egy feladat probléma-e, nem maganak a feladat-
nak a lényegi sajatossaga, sokkal inkabb az egyén és a feladat kozotti
kapcsolat jellemzoje.”
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A Polya-féle értelmezés nagyon ravilagit arra, hogy a
problémamegoldas képessége és a kompetencidk megléte teljesen
egy t6rol fakad, Schoenfeld értelmezése pedig ravilagit arra, hogy a
problémaszituacio egyénenként kiilonbozik. Biztos problémaszituaciot
jelentenek mindenki szamara a tanitas soran azok a helyzetek, amikor
olyan feladatot kell ellatnunk, amely megolddsara nem elegenddek a
mar meglevo eszkozeink és ujabbakat kell talalnunk. Egy 1j fogalom
vagy eszkoz ilyenszerli bevezetése (ahol az lehetséges) biztosan
élményszertibb a tanulé szamara, mint a puszta kozlés.

A problémakozpontu matematikai oktatdsban azonnal felmeriil az
alkalmazas és modellezés problémaja. Az utobbi masfél évszazad
orokos kérdése volt, hogy tiszta matematikat tanitsanak-e vagy al-
kalmazascentrikusat, s ha igen, milyen mértékben. A mérleg nyelve
hol erre, hol arra délt el, amikor valamely irany tulsulyba kertilt. Az
utobbi évtizedekben kutatasok is folytak, tobb eurdpai orszagban is
ilyen irdnyban (Dédnia, Hollandia, Németorszdg, Svédorszdg) és egyre
inkabb sziikségesnek tartjak a modellezési tevékenységek jelenlétét a
matematikatanitasban. Ezt nyilvanvalova teszi annak sziikségessége,
hogy a matematikat is integraljuk az élet més teriiletein kifejtett
tevékenységekkel. Hogyan valésul ez meg az alkalmazéas és modellezés
altal? Mindkettéo a matematikanak a kiilvilaggal valé kapcsolatat
teremti meg. A modellezés a kiilvildag — matematika iranyd kapcso-
latot képviseli. Mikor modelleziink, a kiilvilaghban allunk és a mate-
matika birodalmaban keresiink a: ,Hol taldlhatok valamilyen mate-
matikai eszkozt, ami segithet megoldani ezt a problémat?” kérdésre
valaszt. Az alkalmazds a matematika — kiilvilag iranyu kapcsolatot
képviseli. Most a matematika birodalmaban allunk és a kiilvilaghan
keressiik a: ,Hol hasznalhatom a matematika vilagan kiviil ezt az
eszkozt?” kérdésre a valaszt.

A matematikadidaktikusok korében elég nagy konszenzus alakult
ki abban, hogy a modellezés nagyon fontos a matematikatanitasban.
Két felfogas is létezik, vannak akik magaért a tanitasért tartjak
fontosnak, ebben a felfogasban a modellezés eszkozként jelenik
meg, amely megkonnyitheti és tamogathatja a matematikanak, mint
tantargynak a tanitasat. A masik felfogas azt vallja, hogy a matema-
tikat dgy kell tanitani, hogy olyan kompetencidkat fejlessziink, ame-
lyek a matematika alkalmazasdban és a modellalkotasban segitenek.
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Az altalanos iskolaban ez a dualitds természetes, hiszen mindkét as-
pektus nagyon fontos, ugy kell egybedgyazni ¢ket, hogy kozben még
csak ki sem ejtjik a modell szot. Meg kell teremteni a gyerek
szamara a matematika vildga és a sajat vilaga kozti Osszekottetést,
meg kell tanitani hasznalni a matematikat valtozatos kontextusokban
és helyzetekben, réa kell ébreszteni, hogy mindenhol talalkozik vele.

Az ,alkalmazas és modellezés a matematika tanulasaért” elképzelés
abbdl indul ki, hogy:

a) Bizonyitani kell a didknak, hogy a matematikét az emberek sok
okbdl és célbdl valoban hasznéljék, igy egy gazdagabb képet alkotnak
a matematika természetérol és szerepérol

b) Motivaciét nyujt a didknak, hogy matematikéat tanuljon, mivel
segit kiillonboz6 attitiidok és elképzelések formaba ontésében.

A masik elképzelés szerint:

a) A matematikai tanitds és tanulds egyik célja, hogy a didkokat
felszerelje azzal a képességgel, hogy a matematikat onmaga hatarain
tal alkalmazza.

b) A matematika 6nmaga hatédrain tuli alkalmazdsa mindig mate-
matikai modellek és modellezésen keresztiil torténik.

[d6rél idére megjelenik kiilonboz6 iskolarendszerekben (és nélunk
még ma is él) az az elképzelés, hogy ha valaki helyes és hatékony
modon tanult ,tiszta matematikat”, akkor képes lesz alkalmazni a
matematikat mas teriileteken és mas kontextusokban tovabbi erre
iranyulé tanitas nélkiil. Ezzel szemben az utébbi idok kutatasai
azt mutattak ki, hogy nincs automatikus transzfer a tiszta mate-
matikai tudas és azon képesség kozt, hogy ezt az egyén alkal-
mazni tudja olyan helyzetekben, amelyek még nem teljesen matem-
atizaltak.  Ezért, ha szeretnénk, hogy didkjaink alkalmazasi és
modellezési kompetencidkkal rendelkezzenek, mint a matematikai
miiveltségiilk egyik kimenetele, az alkalmazds és modellezés exp-
liciten kell szerepeljen a matematikatanitds programjaban. En-
nek megvaldsitdsdhoz viszont a tanarnak képesnek kell lennie
valtozatos tanitasi kornyezetek létrehozasara, olyan helyzeteket és
tevékenységeket kell kitaldlnia, amelyek tamogatjak az alkalmazasi és
modellezési kompetencidk megjelenését kiilonboz6 nevelési helyzetek-
ben mas matematikai kompetencidkkal parhuzamosan. Ebben a
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tandr azonban kiilonboz6é problémékba titkozik: idébeosztasi gon-
dok (mennyit tanitsunk ezekbél idében?), a tartalmak megtervezése
(mit, milyen modelleket?), a tevékenységek és felhasznalt anyagok
kivalasztasa, a megfelel6 egyensily megteremtése az alkalmazas és
a tobbi, fontos elméleti és mas tipusi matematikai tevékenység
kozott.  Ahogy a didk nem képes bonyolultabb helyzetekben al-
kalmazni a matematikat, illetve megalkotni és kielemezni matema-
tikai modelleket az elméleti matematikai ismereteinek automatikus
kovetkezményeként, ugyantgy a tanart sem teszi képessé elméleti
matematikusi vagy hagyomanyos matematikatanari képzése arra, hogy
megfelel6 kornyezeteket, helyzeteket, illetve tevékenységeket hozzon
létre az alkalmazasra és modellezésre. FEzen tanari képességek fej-
lesztését be kell iktatni a tanari képzésbe és a tovabbképzések fontos
részévé kell valnia. Ugyanakkor fontos mas orszagok mér meglevd
tapasztalatainak kielemzése és atvétele.

Természetesen a kompetenciaalapti, a kivancsisdgvezérelt tani-
tasnak és tanuldsnak is megvannak a maga korlatai, alkal-
mazhatdsagi hatarai, és ezek majd hosszasabb alkalmazas és
vizsgalatok utdn deriilnek ki (példdul a kompetencidk mérésének
egyik problémdja, hogy ugyanazok a kompetencidk kiilonb6z6 em-
bereknél nem egyidében alakulnak ki, de az, hogy nem alakult ki
a felmérés idépontjara, nem azt jelenti feltétleniil, hogy késobb sem
vélik operaciondlissd). Kérdés az is, hogy bizonyos dolgok, mint a
heurisztikus eljarasok, a heurisztikus problémamegoldd képesség, mi-
lyen mértékben tanithatéak. Példaul a heurisztika tanithatosagat il-
letéen Kosztolanyi Jozsef arra a kovetkeztetésre jut 2000-ben ebben
a témaban irt Phd-dolgozataban, hogy az csak bizonyos mértékben
tanithato, de nagyon hasznos ezzel foglalkozni, mert bizonyos fejlédés
elérhet6 megfelelo stratégidk jol feltett kérdésekkel iranyitott tanitésa
altal. Es természetesen az, hogy ez csak bizonyos mértékig tanithato
nem ok arra, hogy ne tegyiik azt.

Ami biztos, és szintén felmérések bizonyitjak, a legfontosabb, hogy
kik és hogyan alkalmazzdk ezeket a mddszereket, azaz a lelkes, ugy
szakmai, mint didaktikai szempontbol jél felkésziilt, j6 képességii és
empatiaval rendelkezé tanart nem lehet semmivel helyettesiteni, és
minden modszeren tul az 6 személyes hozzaallasa az, ami az egész
tanitasi folyamatot a legnagyobb mértékben meghatarozza.
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Ugyanakkor a legkreativabb és jo felkésziiltséggel rendelkezd
neveldnek, tanitonak is sziiksége van segitségre és egyiittmiikodésre,
az 10j(régi) irdnyzatok megismerésére, az alkalmazdshoz sziikséges
erOfeszitések megtermékenyitésére. Ezért valnak egyre sziikségesebbé
a jol atgondolt és jol kivitelezett tovabbképzések, illetve kiillonbozd
hazai vagy nemzetkozi projektekben vald részvételek és kooperaciok.

Egy masik igen fontos probléma a tankonyvek, illetve
segédanyagok kérdése. Ami a Romaéanidban forgalomban levo
tankonyveket illeti, az a gond velilk, hogy még mindig nagyon
hasonlitanak feladatanyaggal kiegészitett egyetemi jegyzetekre; tétel,
bizonyitas, példa stilusban valé felvezetés jellemzi 6ket, s ha némely
konyv el is tér valamennyire ettdl a stilustél (amennyire ez egyaltalan
lehetséges ahhoz, hogy megfeleljen az elbirdldsi kritériumoknak),
mivel nincsenek tanari kézikonyvek, a mashoz szokott tanarok nem
igazan tudjak hasznalni ezeket, igy inkabb vélasztjak az altaluk
megszokott tankonyveket.  Egy mas felfogdsban szerkesztett, a
kivancsisdgvezérelt oktatast tamogaté tankonyvkoncepciora lenne
sziikség. Természetesen ehhez igen nagy tobbletmunkara van sziikség
a szerzok részérdl és egy nagyobb stabilitasra a tantigyben, mondjuk
minimalisan arra, hogy a tanterv nem valtozik évente vagy kétévente,
mint azt az utébbi idében mar megszoktuk.

Egy tapasztalat margdjara. 2007 és 2010 kozt a kolozsvari
BBTE és a Béthory Istvéan Liceum a DQME2 (Developing Quality in
Mathematics Education) eurépai multikulturélis projekt résztvevdje
volt. A projekt kiilonosen a matematikai modellezéssel foglalkozott,
és a harom év alatt egyiittmiikodések alakultak ki bizonyos projek-
tek egyidében torténd lefuttatasara. Mi Svédorszaggal és Danidval
egyiitt az Asthma-projekten dolgoztunk, ez a harom év legkomplexebb
matematikai és modellezési apparatusat igényl6 projektnek bizonyult,
a komolyabb modellezési hattérrel rendelkezé Dénian és Svédorszagon
kiviil csak Romania és Magyarorszag vallalkozott a részvételre és a
magyarorszagi résztvevok feladtak egy adott ponton.

A modellezésre var6 probléma a kovetkez6 volt:

Az asztmaban szenvedd emberek jelentds hanyadat teofilinnel keze-
lik. A teofilin vagy mas nevén a dimetilxantin a metilxantinok cso-
portjdba tartozd alkaloid drog (akércsak a koffein és a teobromin),
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amely el6fordul példaul a zold tedban is. A teofilin tobb gydégyszer
komponense (akér koffeinnel kombindlva is), a legtobbet 1égzészavarok
kezelésére ajanljak. Az adagolas leggyakoribb médja az, hogy T
éranként (T rogzitett) a beteg egy D mg-nyi dézist kap. Egy paciens
vérébe 60 mg teofilint fecskendeztek be és ezutan kétéranként mérték
a teofilinnek a vérbeli koncentraciéjat. A kapott adatok alapjan
allitottak ossze a kovetkezd tablazatot:

15
Grdkbany | O | 2| 4| 6|8 [10]12] 141618
Roncentracio ||y 0170150035 25(1.9]1.3]09 0605
(mg/1)

Feladatunk az volt, hogy szerkessziink matematikai modellt a
felszivodasra és a modell, valamint a mérési eredmények alapjan
valaszoljunk a kovetkezd kérdésekre:

1. Hogyan valtozik a teofilin koncentraciéja az id6 fiiggvényében?

2. Hogyan kell rogziteni a D és T értékeket, ha azt szeretnénk,
hogy néhény injekcié utén a teofilin koncentraciéja 5mg/l és 15mg/l
kozt legyen?

3. Hogyan kell rogziteni a D és T értékeket ahhoz, hogy a te-
ofilin koncentrécidja mar az adagolds kezdetétél 5mg/l és 15mg/l kozt
legyen, ha egy kezdeti S dézissal kezdiink és utana 7' éranként D dozist
adagolunk?

4. Milyen mas tényezoket kell figyelembe venni?

Alkossunk modelleket a kovetkezo esetekre:

[. idGegységenként a vérben levd teofilin rogzitett p; szazalékat
hasznélja el a szervezet;

II. idGegységenként a vér rogzitett ps szazaléka keriil a majba,
a vérbol, illetve a majbdl az ott 1évo teofilin py illetve py szazaléka
szivodik fel és a méjban levo teofilin py szazaléka keriil vissza a
vérkeringésbe;

II1. idoegységenként a vérben levo teofilin rogzitett p; szazalékat
hasznélja el a szervezet, és az adagolas miatt idoegységenként rogzitett
p mennyiségl teofilin érkezik a vérbe (pl. pasztilla vagy ragtapaszos
adagolds esetén);

IV. idGegységenként a vér rogzitett ps szézaléka keriil a majba,
a vérbdl, illetve a majbol az ott 1évo teofilin py, illetve py szazaléka
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szivodik fel és a méjban levo teofilin p, szazaléka keriil vissza
a vérkeringésbe, ugyanakkor az adagolds miatt iddegységenként
rogzitett p mennyiségil teofilin érkezik a vérbe (pl. pasztilla vagy rag-
tapaszos adagolds esetén).

Ahhoz, hogy a feltett kérdésekre valaszoljanak, a diakoktol
elvartuk, hogy az adott modelleket a megadott adatokhoz
igazitsak regresszidanalizist haszndlva, majd kifejlesszék (numerikus
kisérletekkel és/vagy formadlis szdmitdsokkal) a kért gydgyszerezési
sémakat. Mivel nagyon komplex problémaval alltunk szemben nem-
csak kozépiskolas didkokat, hanem els6éves egyetemi hallgatokat is
bevontunk a munkacsoportokba. Mielott a tulajdonképpeni model-
lezési probléma megoldasara iranyuld tevékenységeket elkezdtiik,
néhany olyan aktivitast kellett szervezniink, amellyel a megfeleld
hatteret biztositottuk:

-a kozépiskolas didkok szaméra alapveté matematikai analizisbeli
fogalmakat (derivéltak, differencidlegyenletek), regresszié analizist
(paraméter esztimécid, gorbeillesztés), ugyanakkor specidlis szoftverek
hasznélatét (Excel, Matlab) tanitottuk.

-az egyetemi hallgaték szamara csak regresszié analizisben és
szoftverkezelésben tartottunk foglalkozasokat.

Ez 10 foglalkozast jelentett a kozépiskolas didkok szaméra és 4
foglalkozast az egyetemi hallgatok szdamara. Mindez hagyomanyos
iskolai kornyezetben zajlott. A tulajdonképpeni modellezési tevé-
kenység lebonyolitasara négy csoportot hoztunk létre, mindegyik
csoportnak az egyik megadott modellel kellett dolgoznia. A
csoportok 3-4 egyetemi hallgatobdl és 2-3 kozépiskolds didkbol
alltak. Minden csoportnak volt sajat szamitogépe, amelyen FEx-
celben végezhette a szamitdsokat. Az eredmények bemutatdsara
egy videoprojektor &llt a didkok rendelkezésére. Az elOkészito
tevékenységek soran minden didk megismerkedett a modellekkel
(az azokat leir6 differencidlegyenletekkel és azok megoldasaival),
de nem ismerték a kérdéseket, amelyek a végén valaszolniuk kel-
lett. A tevékenységet harom orasra terveztiik, de csak ot és
fél ora alatt késziiltek el és zajlottak le a bemutatok. Ezalatt
az id6 alatt barmilyen precizen megfogalmazott technikai kérdést
megvalaszoltunk, de nem befolyasoltuk a csapatokat a szamitasaik
megtervezésében és kivitelezésében (megprobaltuk betartani a Tong



22 BEVEZETES

altal leirt szabdlyokat). A tevékenység azzal zarult, hogy minden
csapat a sajat Excel-tdblazata alapjan egy bemutatot tartott.

Nagyon tanulsagos volt szamunkra az egyes csapatok hozzadllasa
és az a mod, ahogyan a problémat kezelték.

Az els6 modellel dolgozdk jél vélaszoltak meg az egyes kérdést
(az Excel gorbeillesztési programjit hasznaltdk a megolddshoz). A
gyogyszer adagolasi séméjuk egy része is helyes volt, de helyte-
len sémakat is adtak. Az &ltaluk megadott tablazat nem tar-
talmazta rogzitett T esetén a maximalis és minimalis adagokat,
de helyes T értékek esetén az &ltaluk megadott gyogyszeradag a
megfelel6 minimélis és maximalis adagok kozt helyezkedett el. A
kiszamitasra iranyulé analitikus meghatarozast egy ponton feladtdk
és numerikus kisérletezéshez folyamodtak. fgy sikeriilt adott T' és
D értékekre kiszamolni a koncentraciot a k7' idopillanatban és tobb
olyan értéket kaptak, amelyre az adagolas helyes volt, de nem vették
észre a T megengedett felsé értékét, igy helytelen sémaékat is alkot-
tak. A csoport tagjai mar félérds otletgyljtés utan nekifogtak a
szamitdsoknak. A harom éran at tarté munka alatt egyetlen kérdésiik
sem volt. A prezentacidéjuk teljesen vilagos volt, de sajnos nem tar-
talmazta a jelenség néhany kulcselemét(a hosszutavia viselkedés pe-
riodicitasat, a kezdbadag sziikséges voltat és annak hatasat). A
tevékenység soran szamukra a legnagyobb gondot az jelentette, hogy
nem tudtak a numerikus technikakat a formalis kalkulussal 6tvozni,
igy az eredményekhez csak numerikus modszerekkel probaltak eljutni.

A masodik csoport feladata attél volt nehéz, hogy ra kellett volna
jonnitik, hogy a meglevé adatok nem elégségesek ahhoz, hogy helyes és
ellendrizheto valaszt adjanak a feltett kérdésekre. Nem jottek ra arra,
hogy a specifikdcidk és adatok alapjan ez a modell nem miikodtetheto.
Az egyediili tAmpont, amivel a megadott adagolast ellenérizhették
volna, az elméleti hattér egy mélyebb megértését igényelte. A csapat
erre nem jott ra, til furcsa és varatlan volt szdmukra az, hogy a speci-
fikdcidkat (modellt) kell valtoztatni, ahhoz, hogy a kérdésekre helyes,
ellenorizhet6 vélaszokat adhassanak, holott a matematikai modell
mélyebb megértése ezt lehetové tette volna. Mindez azt mutatja, hogy
nem jutottak el e tevékenységiik egy metakognitiv szintjére.

A harmadik munkacsoport volt a legsikeresebb. Ok 6tvozték
a numerikus modszereket az analizis modszereivel. A legnagyobb



BEVEZETES 23

lehetséges T értéket is megtalaltdk és numerikus kisérletekkel a
minimélis és maximalis adagokat is. Ez a csoport tobb kérdést is feltett
a tevékenység soran. Ahanyszor tobbértelmiiséggel taldlkoztak vagy
bizonyos aspektusokban nem volt konszenzus a csoport tagjai kozt,
kérdéseket fogalmaztak meg az Otleteikkel, problémajukkal kapcsolat-
ban és tandcsot kértek. Ugy gondolom sikerességiik ebbdl a nagyon
hatékony munka- és egytittmiikodési stilushdl szarmazott.

A negyedik csoport gy idoben, mint a véalaszok tekintetében a leg-
gyengébbnek bizonyult, annak ellenére, hogy a megoldas koncepcidja
talan az 6 esetiikben volt a legjobb, de nem tudtdk azt kivitelezni és
nem fordultak segitségért a hibaik egy részét is észrevették, de nem
tudtak azt kijavitani.

A tevékenységsorozat sok érdekes tanulsaggal zarult szamunkra:

1. Mivel didkjaink nem jartasak ilyen megkozelitésekben
(valés probléma+modellezés+statisztikai adatok+szamitégéporientalt
megtervezés), gyakran képleteket probaltak alkotni olyan esetekben
is, amikor ez nem volt lehetséges. Ebbol azt a koévetkeztetést von-
hatjuk le, hogy bizonyos matematikai fogalmakat (pl. fiiggvény, in-
verz fliggvény, egyenlet, egy feladat eredménye) jra kell vizsgalnunk
és esetleg ugy kiterjeszteniink, hogy ez hasznédlhaté és hasznos legyen
ilyen helyzetekben. A szamitégépek hasznalata a matematikadrak
egy részén sziikséges és elkeriilhetetlen. A romaniai curriculumnak
magaba kellene foglalnia a modellezést és a szamitdégépes szimulaciot
is.

2. A csapatmunka sokat segitett a résztvevéknek abban, hogy
sok jarhatatlan utat elkeriiljenek a megoldés felfedezése kozben. A
didkok véleménye az volt, hogy biztosan nem mindegyikiik tudta
volna onalldan, egyediil ugyanazt az eredményt produkalni. Ez
megerdsiti McCartney (1990) a modellezésre szant id6 novelésének
sziikségességérol irt cikkének azt a megallapitasat, hogy az ilyen
tevékenységek nem hatékonyak a diakok felmérésében.

3. A modellezési tevékenység elokészitésekor rajottiink, milyen
nehéz olyan tanarokat taldlni, akik ilyen jellegii tevékenységekben
hajlanddak egyiittmiikodni. Ez az élmény meggy6zott arrdl, hogy
a tanarképzésben szitkkség van modellezési és szamitogép altal
tamogatott matematika eléadasokra, és a tanartovabbképzésben is
ezeknek a témaknak fontos szerephez kell jutniuk.
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4. A legfontosabb tanulsag az volt, hogy nagyon aggaszté az,
hogy egy komplexebb modellezési tevékenység soran sok helyzetben
a didk vagy tanar nem rendelkezik olyan kritériumokkal, amely-
lyel validdlhatnd a modellt vagy a szamitasokat, ami igen komoly
kovetkezményekkel jarhat (képzeljiink el egy rossz gyogyszer adagolasi
sémat a valés életben). Eppen ezért ilyen modelekkel csak akkor sza-
bad foglalkozni, ha van elegend¢ idénk a teljes letargyalasukra és ki-
javitdsukra (mint pl. a kettes csoport feladata esetében), ellenkez6
esetben komoly félreértelmezésekhez vezethet. Mivel iskolai keretek
kozt az idé nagyon sziik (Nagy, 2007), nagyon jél meg kell gondolni
milyen modellezési feladatokkal foglalkozunk, de mindenképp tgy kell
csinalni, hogy az alkalmazasi korlatokat a didk lathassa.

A feladat részletesebb megolddsat az [1] konyvben vagy a
[4], [5] cikkekben taldlhatjuk meg. A tovabbi fejezetekben
olyan tananyagokat, tevékenységeket igyeksziink bemutatni, amelyek
(valamilyen szinten) kivitelezhet6k az iskolai keretek kozt, kiilondsebb
elokésziilet nélkil. Ugyanakkor arra is igyeksziink ravilagitani, hogy
az aktudlis tanterv fejezetei teljes egészében atstrukturalhatok a
kivancsisagvezérelt matematikaoktatas elvei alapjan.



I. FEJEZET
BICIKLIHIANYBAN

1. Az alapfeladat

1. Feladat. Két telepiilés kozti tavolsag 40 km. Két gyereknek ezt a
tavolsagot kellene megtennie a leheto legrovidebb id6 alatt a kovetkezd
feltételek mellett:

e Van egy biciklijiik, de egyidében nem tilhetnek mindketten a
biciklin.

e Gyalogosan a sebességitk v; = 5 km/h és biciklivel vy = 20
km /h.

e Egyszerre indulnak, ugyanarrol a telepiilésrol.

Legalabb mennyi idore van sziikségiik ahhoz, hogy mindketten a masik
telepiilésre érkezzenek?

Elképzelhetiink egy valdsdghiibb kontextust is. Két biciklis egy
turan vesz rész, amely abbdl all, hogy az A helységig vonattal utaz-
nak, onnan a B helységig bicikliznek, majd B-bol vonattal térnek
haza. Az A és B kozti szakaszon egy C' pontban az egyikiik biciklije
hasznélhatatlannd (és javithatatlannd) vélik, pl. becsuszik egy sza-
kadékba. A C' és B tavolsaga 40 km, az A és C' tavolsaga 60 km és
B-bol 5 és fél éra milva lenne vonatjuk hazafele. Elérhetik-e mind-
ketten ezt a vonatot, ha a megmaradt biciklin egyszerre ketten nem
tilhetnek? A tovabbiakban ezt a kontextust hasznaljuk.

Vildgos, hogy a tavolsdgot gyalogosan 8 6ra alatt lehetne megtenni,
tehat ha az egyik gyalogosan megy, akkor nem éri el a vonatot. Ah-
hoz, hogy mindketten 8 érandl kevesebb ido alatt megtegyék az adott
tavolsagot, annak egy részét mindkettd biciklivel kellene megtegye.
Tehat azt érdemes csinalni, hogy mindketten elindulnak, az egyik gya-
logosan, a masik biciklin, és aki a biciklin indult, az valahol utkozben
otthagyja a biciklit a tarsdanak. Esetleg megtehetik, hogy tobb kisebb
szakaszra osztjak az utat és tobbszor cserélnek. fgy azt érdemes fi-
gyelni, hogy mennyi utat tesznek meg biciklin és mennyit gyalog. Ha

25
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valamelyikiik olyankor hagyné el a biciklit, amikor a tarsa mogott van,
akkor a célbajutéds idejét csokkenthetnék, ha még egy kicsit megy a
biciklivel (és nem hagyja ott). Emiatt vildgos, hogy ha a bicikli nem
jut el B-be, akkor a menetid6 nem lehet minimalis. fgy ha x-szel
jeloljiik az egyik biciklis altal gyalogosan megtett 1t hosszat, akkor 6
40 — x tavolsagot tesz meg biciklivel és a tarsa x tavolsagot tesz meg
biciklivel és 40 — x tavolsagot gyalog. Emiatt a teljes tavolsdgot

=L T etve ty = 4 0
5 20 20 5
ido alatt teszik meg. Példaul ha x = 10, akkor t; = 3,5 és t5 = 6,5,
tehat 6,5 ora alatt mindketten beérnek. Ezzel persze nem érik el
a vonatot. Ha z = 15, akkor ¢; = 4% és ty = 5%, tehat igy sem
érik el a vonatot. Ha viszont x = 20, akkor t; = t, = 5, és igy
elérhetik a vonatot. Tovabbi kisérletezéssel belathato, hogy x > 20

esetén az atjutashoz szintén tobb, mint 5 ora sziikséges, s6t az is

észrevehetO, hogy z-re ugyanazt a teljes id6t kapjuk, mint 40 — z-
re (x = 25 esetén ty = 44—11 ést; = 5%, mig x = 30 esetén t; = 3,5 és
t1 = 6,5). Ezzel a gyakorlati feladatot meg is oldottuk, de a matema-
tikai probléma megolddsa nem teljes. Igazolnunk kell, hogy valéban
legaldbb 5 érara sziikség van (ennél kevesebb id6 alatt nem juthat-
nak el B-be). J6 volna éltaldanosan is megoldani a feladatot, vagyis a
tavolsag és a kétfajta sebesség fliggvényében megtalalni a sziikséges

id6 minimumat. Ha z < 20, akkor
L1 -2
20 5

tehat az Osszegrol igy nem tudjuk eldonteni, hogy 5-nél kisebb vagy

nagyobb. Masrészt

40 — 11 3
b= 2 4 $:8—x(———>:8——m>5,

> 4,

~ 2 5 5 20 20
ha x < 20 és
r 40—z 1 1 3x
h=5+75 +"E<5 20) 9075

ha z > 20. Ez mutatja, hogy ha valaki a tavolsag felénél tobbet tesz
meg gyalog, akkor tobb, mint 5 éra alatt ér B-be, tehat legaldbb



BICIKLIHIANYBAN 27

5 ora sziikséges ahhoz, hogy az adott feltételek mellett mindketten
megtegyék a 40 km hosszu utszakaszt. Lathatd, hogy egy lehetséges
megoldas az, hogy az egyik gyerek megy 20 km-t biciklivel, majd le-
rakja a biciklit és gyalog megy tovabb. A téarsa elindul gyalog és 20 km
utan feliil a biciklire, majd azzal megy tovabb. Ez csak egy lehetséges
megoldas, mert tobb valtassal is kivitelezheté ugyanez. Ha az egyik
gyerek csak 10 km-t megy biciklivel, otthagyja és 10 km-t megy gyalog,
akkor 2,5 6ra utan ér az ut feléhez. Ez alatt a tarsa el6bb megtesz
10 km-t gyalog, majd 10 km-t biciklivel, tehat 6 is 2,5 6ra alatt éri
el az ut felét. Ha mindezt megismétlik az ut masik felén, akkor is 5
ora alatt érnek célba. Lathato, hogy végtelen sok modon lehetséges
kivitelezni a cseréket Ugy, hogy Osszesen 5 ora alatt jussanak B-be.

A fogalmak tisztazasa érdekében irjuk le matematikai szim-
bolumokkal is, hogy mit jelent a sziikséges id6 minimuma. Ha ¢,
és ty a két gyerek atjutasi ideje, akkor ahhoz, hogy mindketten B-be
érjenek t = max{tq,ts} id6 sziikséges. Tehdt mindketten

r 40—z x 40-v
t = max{ty,t2} = max< — + —

5 20 720 * 5
ido alatt érnek B-be. fgy az atjutashoz sziikséges id6 minimumanak
meghatarozasahoz a

. x+40—x x+40—:p
a — R
0asio 5 T 20 20 5

kifejezést kell kiszamitani. Az elobbi gondolatmenet segitségével tehat

azt igazoltuk, hogy

. r 40—z =z 40—z 5
02;2140“1“{5* 20 20 5 } e

Ismételjitk meg az elébbi gondolatmenetet altalanosabb esetben,
amikor a sebességek v; és vy (nem ismerjik a szdmértékiiket, de
v < v9), illetve a tavolsag d. Ha z-szel jeloljiik az egyik gyerek altal
gyalogosan megtett tavolsagot, akkor 6 d — x tavolsdgot tesz meg bi-
ciklivel és a tarsa x tavolsdgot biciklivel és d — x-et gyalog. fgy az
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z

atjutdsi idejitk rendre t; = = + TL ésty = = + £, Tehdt mind-
kettojiik atjutdsdhoz sziikséges ido
r d—z v d-— x}

t:max{tl,tQ}:maX{——i— ,— +
(%1 (%) (%) V1

N

és ki kell szémolni a

, {x d—x x d—x}
min maxi§ — + ,— +

0<z<d (%] V2 V2 U1

kifejezés értékét. Ha x < g, akkor

d (1 1)20[ dvg—vl_dvl+v2

U1 2 V1 * Uy 2U1U2
és ha = > g, akkor

d J,’(l 1)2d+C_ZU2—U1_dU1+’U2

= —+

V2 U1 V2 Vo 2 V1 * Uy 21)1712 .

Ez alapjén a t; és t, maximumanak a legkisebb értéke pontosan z = ¢

esetén érheto el és ebben az esetben
V1 + Vg
t=d ,
21)1’02

N

tehat a két gyerek atlagos sebessége a d tavolsagra szamolva éppen
B 20109
Yatlag = v+ 0

vagyis a v; és vy harmonikus kozéparanyosa.

Megjegyzés. Az elobbi feladat megolddsa mutatja, hogy a har-
monikus kozéparanyos valéban kifejezhet valamilyen atlagértéket.
Erdemes megemliteni mas kontextust is, amelyben az atlagértéket a
harmonikus koézéparanyossal szamitjuk ki. Példaul ha egy buszjarat
egy nap kétszer teszi meg ugyanazt a d hosszisagu utvonalat és a
két alkalommal kapott atlagsebessége vy, illetve vq, akkor Osszesen 2d
tavolsagot tesz meg % + % ido alatt, tehat az atlagsebessége

2d 2 20109

i, d I . I° :
v1+v2 v1+v2 V1 + U2
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Fontos kihangsulyozni, hogy mikor jelenik meg a harmonikus
kozépardnyos, mint atlagérték. Esetleg olyan példédkat is érdemes
mutatni, ahol valamilyen mennyiség atlagat mas kozéparanyossal
(szdmtani, mértani, négyzetes) kell kiszamitani.

2. Egy lehetéges altalanositas és megoldasa

Az alapfeladat megoldasa utan érdemes a didkoknak a kovetkezo
problémat megfogalmazni:

2. Feladat. Altaldnositsuk az 1. feladatot! Fogalmazzunk meg
minél tébb hasonld jellegli problémat, probaljuk rangsorolni oket a
nehézségiik szerint! Gyartsunk valamilyen stratégiat a bonyolultabb
esetek vizsgalataral

A diakok Altaldban gyorsan megfogalmaznak valamilyen
altalanositasokat és gyakran meg is sejtik a megoldasaikat, eset-
leg valamilyen hibds elméletet is gyorsan felvazolnak. A jelenségek
alapos megértése és a hibdk kikiiszobolése érdekében ajanlott a meg-
fogalmazott feladatok elemzése. A tovabbiakban felsorolunk néhany
lehetséges altalanositast és annak megoldasat. A legegyszertibbnek
tlin6 altalanositas, amikor tobb gyerek van és tobb bicikli. Altaldban
n ember k biciklivel egy adott d tavolsagot legkevesebb mennyi ido
alatt tud megtenni, ha a feltételek maradnak (vagyis egy biciklin
egyszerre legfeljebb egy ember iilhet). Annak érdekében, hogy az
altalanos eset megoldasat megsejthessiik, érdemes elébb sajatos
eseteket vizsgdlni (mér csak azért is, hogy ne egy sajitos esetbél
fogalmazzuk meg az &ltaldnos esetet). Elébb vizsgdljuk meg a
kovetkezd eseteket:

3. Feladat. Egy d tavolsagot n = 3 gyereknek a lehet6 legkevesebb
id¢ alatt kell megtennie. Gyalog vy és biciklin v, sebességgel haladhat-
nak, de csak egy biciklijiik van és azon egyszerre legfeljebb egy gyerek
iilhet. Legkevesebb mennyi id6 alatt tehetik meg a d tavolsagot mind
a harman? Mekkora az atlagsebességiik, ha a legkevesebb id¢ alatt
teszik meg a tavolsagot?
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4. Feladat. Egy d tavolsagot n = 4 gyereknek a lehet6 legkevesebb
id6 alatt kell megtennie. Gyalog vy és biciklin v, sebességgel haladhat-
nak, de csak egy biciklijiik van és azon egyszerre legfeljebb egy gyerek
iilhet. Legkevesebb mennyi id6 alatt tehetik meg a d tavolsdgot mind
a négyen? Mekkora az atlagsebességiik, ha a legkevesebb id6 alatt
teszik meg a tavolsagot?

5. Feladat. Egy d tavolsidgot n gyereknek (n € N* n > 2) a
lehetd legkevesebb id6 alatt kell megtennie. Gyalog vy és biciklin v,
sebességgel haladhatnak, de csak egy biciklijiik van és azon egyszerre
legfeljebb egy gyerek tlhet. Legkevesebb mennyi id6 alatt teheti meg
a d tavolsagot mind az n gyerek? Mekkora az atlagsebességiik, ha a
legkevesebb id6 alatt teszik meg a tavolsagot?

6. Feladat. Egy d tavolsdgot n = 3 gyereknek a leheto legkevesebb id6
alatt kell megtennie. Gyalog vy és biciklin v, sebességgel haladhatnak,
de csak két biciklijiik van és egy biciklin egyszerre legfeljebb egy gyerek
iilhet. Legkevesebb mennyi id6 alatt tehetik meg a d tavolsagot mind
a harman? Mekkora az atlagsebességiik, ha a legkevesebb id6 alatt
teszik meg a tavolsagot?

7. Feladat. Egy d tavolsdgot n = 4 gyereknek a lehetd legkevesebb id6
alatt kell megtennie. Gyalog v; és biciklin vy sebességgel haladhatnak,
de csak két biciklijiik van és egy biciklin egyszerre legfeljebb egy gyerek
iilhet. Legkevesebb mennyi id6 alatt tehetik meg a d tavolsagot mind a
négyen? Mekkora az atlagsebességiik, ha a legkevesebb ido alatt teszik
meg a tavolsagot? Vizsgdljuk meg azt az esetet, amikor 2 bicikli és n
gyerek van, ahol n € N*, n > 3.

8. Feladat. Oldjuk meg az el6bbi feladatot n = 5 gyerek és k = 3
bicikli esetén!

9. Feladat. Oldjuk meg az elobbi feladatot tetszoleges n € N* és
k € N* esetén, ahol n a gyerekek szama és k a biciklik szama, valamint
n > k.

Megjegyzés. Természetesen elégséges lenne megoldani az utolsé fe-
ladatot. A tobbit gyakorlatilag csak azért fogalmaztuk meg kiilon,



BICIKLIHIANYBAN 31

hogy a sajatos esetekbdl valé épitkezést, az elméletalkotast ak-
tivalhassuk a megoldasuk segitségével. A cél az utolsé feladat
megoldasa, de ha egybdl csak azt nézziik, akkor nagy valészintiséggel
a didkok nem jonnek rd a megoldas kulcslépéseire. Ezért fontos
tudatositani benniik, hogy ,Kevés megfigyelés és sok okoskodas
tévedésekhez vezet, sok megfigyelés és kevés okoskodds az igazsaghoz.”
(Alexis Carrel).

Miel6tt a bonyolultabb eseteket megvizsgaljuk érdemes a mar
megoldott feladat megoldasat gy atirni, hogy a jelolésrendszer meg a
gondolatmenet alkalmas legyen az altalanositasra. Ennek érdekében
vezessiink be szimmetrikus jeloléseket. Jelolje x1 és x5 a két gyerek
altal gyalogosan megtett Ut hosszat és yp,y» a biciklin megtett Ut
hosszat. Ezekkel a jelolésekkel x1+1y, = d és x9+1ys = d, mivel mindkét
gyerek megteszi a teljes tavot. Ugyanakkor a bicikli is megteszi a
teljes tdvot (belattuk, hogy nem érdemes otthagyni menetkdzben)
és nem érdemes a biciklivel visszafele sem menni (mert ez biztosan
idGveszteséget hoz 1étre), tehat y; + yo = d, igy 1 + 29 = d. Ha t; és
to a két gyerek menetideje, akkor

=t Dggpy, =24 2
vy Uy vy Uy
tehat ha t = max{ty, t2}, akkor irhatjuk, hogy
p> Ly Hoggy > 22 B2
vy Uy vy Uy
Az el6bbiek alapjan

T+ X9 +1/1+92’
(1 (%)

d ( 1 1 )
t>-(—+—]).
2\v1 v
Egyenldség pontosan akkor teljesiilhet, ha 21 = 25 = 3, = yo = 4. Ez

5.
elérhet6 tgy, hogy a tavolsiag feléig az egyik gyerek megy a biciklin,

2t >

vagyis

leteszi, majd gyalogosan megy tovabb. Ekozben a masik gyerek az ut
els6 felét megteszi gyalog, az ut felénél elveszi a biciklit, majd azon
megy tovabb. Igy a d tavolsag megtételéhez sziikséges minimalis id6
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d 1+1
2 \v; vy )

A megoldasnak ez a lefrasa azért elényosebb, mert az optimalis

megoldas feltételeit és a végeredményt megkapjuk a szamoldasokbdl.

A 3. FELADAT MEGOLDASA. Jelolje x1, 25 és w3 a hdrom gyerek
altal gyalogosan megtett Ut hosszat és yi,ys, valamint y3 a biciklin
megtett Ut hosszat. Ezekkel a jelolésekkel x; +y; = d, ha 1 <1 < 3.
Mivel a biciklit nem érdemes menetkozben elhagyni és nem érdemes
a biciklivel visszafele menni, irhatjuk, hogy y; + y2 + y3 = d, tehat
r1 + 29 + x3 = 2d. Ha tq,t5 és t3 a gyerekek menetideje, akkor

=+ 2 1<i<s,
U1 (%)
tehat ha t = max{ty, to, {3}, akkor frhatjuk, hogy

x

t>"t 2
U1 (%)
x

t>22 4 2
(%1 (%)
x

>0y B
1 V2

Az el6bbiek alapjan
Tt T2ty Yyt

3t >
U1 (%)
vagyis
d (2 1
t> - (—+—).
3 (%1 Vo
Egyenl6ség pontosan akkor teljesiilhet, ha xy = x5 = x3 = %d és

Y1 = 1Yo = Y3 = %l. Ez elérhet6 ugy, hogy a tavolsag elsé egyharmadat
az egyik gyerek teszi meg biciklivel, a masodik egyharmadat egy masik
gyerek és az utolsé egyharmaddt a harmadik gyerek. Az it tobbi
részén mindharman gyalogolnak. Ebben az esetben az atlagsebesség

3

Vs = 5,
atlag — 2 L L
U1 V9

vagyis egy sulyozott harmonikus kozéparanyos. U
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A 4. FELADAT MEGOLDASA. Jelolje xy, x, x3 és 14 a négy gyerek
altal gyalogosan megtett it hosszat és y1, y2, y3, valamint y, a biciklin
megtett Ut hosszat. Fzekkel a jelolésekkel x; +1y; = d, ha 1 <1 < 4.
Mivel a biciklit nem érdemes menetkozben elhagyni és nem érdemes a
biciklivel visszafele menni, irhatjuk, hogy y; + yo + y3 + y4 = d, tehat
r1+ a9+ 23+ x4 = 3d. Ha tq,to,t3 és t4 a gyerekek menetideje, akkor

tiz——l-— hal<i <4,
U1 V2
tehat ha t = max{ty, ta, t3, 14}, akkor irhatjuk, hogy
>
?)1 Vo
p>22 P2
711 Vg
P> Y
Ul Vg
p>T Y
U1 V2

Az el6bbiek alapjan

At > Ty + To + T3+ Xy " y1+y2+y3+y4’
U1 U2
vagyis
d ( 3 1 )
tz—-|\—+—1.
4 \v; v
Egyenl6ség pontosan akkor teljestilhet, ha 21 = 29 = 23 = 24 = %Td és

Y=Y =Y3 =Yg = f—f. Lathato, hogy azt is meg kell vizsgalni, hogy
ezek a tavolsagok a gyakorlatban lehetségesek-e, vagy sem. Jeloljiik
a gyerekeket by, by, b3 és by-gyel. A bicikli atadasat pontosan meg kell
szervezni. Az elobbi két feladathoz hasonldéan kivitelezheté az, hogy
minden 1 <17 < 4 esetén b; az 0t -edik negyedét tegye meg biciklivel,
és a tobbit gyalogosan. Ebben az esetben az atlagsebesség

4

’U/ = —-—
atla 3 10
& T

vagyis egy sulyozott harmonikus kozéparanyos. O
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A7 5. FELADAT MEGOLDASA. Jeldlje z1,7,...,2, az n gyerek
altal gyalogosan megtett ut hosszat és yi1,ys, ..., y, a biciklin megtett
Ut hosszat. Vilagos, hogy x;+y; = d,hal <i <nésy,+ys+... 4y, =
d, tehat x; + 29 + ... + &, = (n — 1)d. Ha a gyerekeket jeloljiik

b1,ba, ..., b,-nel és minden 1 <7 < n esetén b; menetideje t;, akkor
x. .
U1 ()
tehat a t = max{ty,ts,...,t,}, szdmra
>y Y <<
1 (%)

Az el6bbiek alapjan
T1+ret+...+x, Y1 +yY2+...+ Y,

nt > + )
(o (%)

vagyis

d/n—1 1

t>— +— .

n (%1 (%)
Egyenléség pontosan akkor teljesiilhet, haxy =29 = ... =2, = (";Ll)d
sy = Yo = ... = Y, = %. Az elobbi két feladathoz hasonléan

kivitelezhet6 az, hogy minden 1 < ¢ < n esetén b; az 0t i-edik %
hosszusagu darabkajat tegye meg biciklivel és a tobbit gyalogosan.

Ebben az esetben az atlagsebesség

n

Vdtlag = n=t ;1>
V1 V2

amely egy sulyozott harmonikus koézéparanyos, a két sily pedig a bi-
cikli nélkiili gyerekek szdma (n — 1) és a biciklik szama (1). d

A 6. FELADAT MEGOLDASA. Jelolje w1, %9, 23 a gyerekek &ltal
gyalogosan megtett Ut hosszat és yi,ys,y3 a biciklin megtett ut
hosszat. Vilagos, hogy x; +vy; =d, hal <i<3ésy; +ys+ys = 2d,
tehat x1 + xo + x3 = d. Ha a gyerekeket jeloljiik by, by, és bz-mal és
minden 1 <1 < 3 esetén b; menetideje ¢;, akkor

Ti | Yi

tz:__l_ )
U1 %)
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tehat a t = max{ty,t,t3}, szdmra

Ty Y <<

)
U1 V2

Osszeadva az elébbi egyenlétlenségek megfelels oldalait
T+ Ty + T3 n Y1+ y2 t+u3

3t >
U1 (%)
vagyis
d (1 2
t> o —+—).
3 (%1 Vo
Egyenl6ség pontosan akkor teljesiilhet, ha xy = zo = 23 = % és

Y1 = Yo = Y3 = %d. A biciklik cseréje ebben az esetben egy ki-
csit tobb odafigyelést igényel. A jobb kovethetGség érdekében az
utat felosztjuk harmadokra és egy tablazatban abrazoljuk, hogy kinél
melyik utszakaszon van bicikli. Ellenorizheto, hogy a tablazatban

0-414-%%-d
b,| B | Gy B

1. TABLAZAT. Hirom ember két biciklivel

lathato terv kivitelezheto, tehdat a t-re adott alsé becslés valéban az
atjutasi idé6 minimuma. Az atlagsebesség ebben az esetben

3
Yatlag = 1,2

V1 D)
amely egy sulyozott harmonikus kozéparanyos, a két sily pedig a bi-
cikli nélkiili gyerekek szdma (1) és a biciklik szdma (2). O

A 7. FELADAT MEGOLDASA. n = 4 esetén az el6ébbihez hasonlé
gondolatmenet alapjan a
d (2 2
t>—-—+—
4 U1 V2

becslést kapjuk, tehat ha sikeriil megszervezni a biciklik cseréjét ugy,
hogy az elébbi egyenlotlenségben egyenloség teljestiljon, akkor kész
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van a megoldas. Egy ilyen lehetséges cseresorrendet mutat a 2.
tablazat.  Lathato, hogy az altalanos eset megoldasahoz a biciklik

\0 ilg- zd\zd—% ¥ -d
by Gy
by Gy
bs
by

2. TABLAZAT Negy ember két b1c1klivel

1.1. ABRA. Sajatos esetek vizsgalata
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cseréjének a leirasa sziikséges. Ennek érdekében talan érdemes a 2.
tablazat helyett a 3. vagy a 4. tdblazatot elkésziteni.

‘ 4l e T 4 la
bp| B B Gy Gy
bs | Gy Gy B B
by | Gy B B Gy

3. TABLAZAT. Négy ember két biciklivel - II.

Az utébbi két tablazat sorai a masodiktol kezdve az elotte levo
sor alapjdn egyszeriien megszerkeszthetk (vagy az elsé elem keriil a
végére és az egész elérecsuszik, vagy az utolsd elem keriil az elejére
és minden hatracsuszik). Ezek a mintdzatok az éltaldnos esetben is
kivitelezheto cseréket jelentenek, tehat tetszoleges n > 3 esetén n
gyerek két biciklivel legkevesebb

d (n -2 2 )
t=— + =
n V1 (%)
id6 alatt teheti meg a d tavolsdgot. Ez elérhet6 egy olyan bicikli-
csere sorozattal, amelyet a 5. tablazat ir le és ebben az esetben az

atlagsebesség
n

V4 = —.
atla, —2 |, 2
ot

Ebben a tablazatban a féatlon és a kozvetleniil folotte levd atlon,
valamint a bal als6 sarokban van B, a tobbi elem Gy, tehat ugy is
felfoghatd, hogy a féatlén levé B-k az egyik bicikli kihasznalasat je-

lentik, a tobbi B pedig a masik biciklihez tartozik. O
0-4]4-%|% %%
b| B B Gy Gy
bs | Gy Gy B B

b4 B Gy Gy B
4. TABLAZAT. Négy ember két biciklivel - III.
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‘O_Q‘Q_Q_d‘Q_d_id‘ ‘("*1)d_d
by | B B Gy Gy
by | Gy B B Gy
bs | Gy Gy B Gy
by, B Gy Gy e B

5. TABLAZAT. n ember két biciklivel

A 8. FELADAT MEGOLDASA. n = 5 gyerek és k = 3 bicikli esetén
jelolje w1, xo, x3, x4 és x5 a gyerekek altal gyalogosan megtett 1t hosszat
és Y1, Y2, Y3, Ya, illetve y; a biciklin megtett it hosszat. Vildgos, hogy
;i +vy; = d, ha 1l < i < 5. Belathat6, hogy ha valamelyik bicik-
lin visszafele is megytink, vagy valamelyik biciklit nem juttatjuk el a
végpontba, akkor csokkenthetd az atjutashoz sziikséges id6. Emiatt
Y1+ Y2 +yYs+ys + ys = 3d, tehat T1+ Xog + X3+ x4 + 25 = 2d. Ha
a gyerekeket by, ba, b, by, bs-tel jeloljik és minden 1 < i < 5 esetén b;
menetideje t;, akkor

Ti | Yi

ti - — + )

(%1 Vo

tehat a t = maX{tl, tQ, t3, t4, t5}, szamra
By <<
(%1 Vo

Az el6bbiek alapjan
Ty + Ty + T3+ Ty + T n Y1+ Y2 +Ys+Yas+ Ys

(%1 %

d(2 3)
t>—(—+—).
5 U1 (%)

Egyenléség pontosan akkor teljestilhet, ha x1 = 29 = 23 = x4 = x5 =
%d ESYr =Y =1Y3 =Yg = Y5 = %d. Ebben az esetben az atlagsebesség
5

Vg =
atla 2 3
& T

ot >

vagyis

Ez egy sulyozott harmonikus kozéparanyos, a két sily pedig a bicikli
nélkiili gyerekek szama (2) és a biciklik szama (3). Azt még be kell
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latni, hogy ez lehetséges is, tehat a biciklik megfeleld cserélgetésével
elérhetd az el6bb szamolt minimum. Egy lehetséges cseresorrendet

2d _ 3d | 3d _ 4d | 4d _
s d

‘ 5 ‘ 5 5 5 15
by| B B B Gy Gy
b2 Gy B B B Gy
bs | Gy Gy B B B
by| B Gy Gy B B
bs | B B Gy Gy B

6. TABLAZAT. Ot ember harom biciklivel

mutat a 6. tabldzat. Ez a tablazat értelmezhetd ugy is, hogy minden
1 < s < 3 esetén, ha

j=14+s—1 mod 5,

akkor az s-edik biciklin a b; gyerek iil a teljes tav j-edik % hosszisagu

szakaszan. U
A 9. FELADAT MEGOLDASA. Jelolje xq,%s,...,7, az n gyerek
altal gyalogosan megtett it hosszat és y1,ys, . .., y, a biciklin megtett

ut hosszat. Vilagos, hogy z; + vy; = d, ha 1 < ¢ < n. Beldthaté az is,
hogy egyik biciklin sem érdemes visszafele menni és mindegyik biciklit
érdemes a végpontig eljuttatni, tehdt y; + yo + ... + vy, = kd, és igy
r14+2o+...+x, = (n—k)d. Ha by, by, ..., by-nel jeloljiik a gyerekeket
és minden 1 < ¢ < n esetén b; menetideje t;, akkor
v V2
tehat a t = max{ty,1s,...,t,}, szdmra
i>Z Y y<i<n
v U2
Az elobbiek alapjan

ntz:v1+a:2+...—{—xn+y1+y2—|—...+yn
(o %)

(n—k l{:)
+— .
(%1 (%)

vagyis

d
t>—
n
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Egyenléség pontosan akkor teljesiilhet, haxy =29 = ... = x, = (";Lk)d
bSYyr =Yoo= ... =Y, = %. Ebben az esetben az atlagsebesség
B n
Vatlag = nv_—lk n % ’

vagyis a sebességeknek a biciklik és gyalogosok szamaval silyozott
harmonikus kozéparanyosa. A teljességhez hozzatartozik annak az iga-

zolasa is, hogy az elobbi értékek elérhetok, tehat a biciklik cserélgetése
(n—k)d

megszervezhetd ugy, teljesiljenek az z; = 2o = ... =z, = — és
Y1 =Y = ... = Yp = % egyenloségek. Ezt a 7. tablazat alapjan
lathatjuk be. Ebben a tablazatban a f6atlon és a kozvetleniil folotte
L | Lo [ ey | I | Do |- [ T2 | T | T |

bp | B B|...| B | B |Gy |...| Gy | Gy |Gy

b, |Gy| B|...| B | B| B |...| Gy | Gy |Gy

bo1|Gy|Gy|...| B | B| B |...| Gy | Gy |Gy

by |Gy|Gy|...| Gy | B | B |...| Gy | Gy |Gy

b1 | Gy | Gy Gy |Gy| B Gy | Gy |Gy

bp-1| B | B Gy |Gy| Gy |...| Gy | B | B

b, | B| B|...| B |Gy| Gy |...| Gy | Gy | B

7. TABLAZAT. n ember k biciklivel

levé (k — 1) 4tlén csupa B all, és a bal als6 sarokban tovabbi (k — 1)
atlon szintén B-k allnak, a tobbi elem pedig mind Gy. Ez a tablazat
értelmezheto gy is, hogy minden 1 < s < k esetén, ha

j=i14+s—1 modn,

akkor az s-edik biciklin a b; gyerek il a teljes tav j-edik % hosszisagu
szakaszan. U

3. Tovabbi problémak

A kovetkez6 természetes probléma lenne annak vizsgalata, hogy
tobb tipusu egyszemélyes jarmii hasznalata esetén legkevesebb meny-
nyi id6 alatt lehet megtenni egy d tavolsagot. Példaul mi torténik, ha
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3 gyerek van és rendelkezésiikre all egy bicikli meg egy robogé, amely-
re egyszerre csak egy ember tilhet. Az elébbiek alapjan altalaban az
a sejtés fogalmazddik meg, hogy ebben az esetben mindharom médon
(gyalog, biciklivel és robogdval) egyarant % tavot érdemes megtenni
és igy az atlagsebesség a harom sebesség harmonikus kozepe lesz. Ez
viszont mar nem ugyanolyan egyszerl, mint az eddig vizsgalt esetek-
ben, mert a bicikli és a robogd atadasa nem szervezhetéo meg. Ha a
harmadokndl maradunk, akkor a 8. tablazat elsé oszlopdba egy R-
nek, egy B-nek és egy Gy-nek kell keriilnie. Az R utdn nem johet
B (hisz amikor a robogérdl leszéll, akkor még nem lesz ott a bicikli),
tehat az els6 sor kotelez6 modon R-Gy-B. A masodik és harmadik
sort egyértelmiien kitolthetjiik, hisz a biciklinek is és a robogonak
is meg kell tennie a masodik harmadot. Ez a kitoltés lathatd a 8.
tablazatban. fgy b1 hamarabb teszi meg az 1t elso %—ét, mint bg (mert

b1 R Gy B
b2 B R Gy
b3 Gy B R

8. TABLAZAT. Héirom ember biciklivel és robogdval

robogén és gyalog megy, mig by biciklin és gyalog), tehdt varnia kell a
biciklire. Ez mutatja, hogy ugyanaz az elképzelés nem vitelezheto ki
ebben az esetben, mint amikor csak gyalogszerrel vagy biciklivel volt
megengedett kozlekedni. Ugyanakkor a gondolatmenet masik rész ha-
sonléan miikodne, ha x;,y; és z; a gyalog, biciklivel, illetve robogdval
b; 4ltal megtett Gt hossza és a sebességek v; < vy < v3, akkor az idok
=4 2 2
vy Uy Vg
Ha a bicikli is és a robogd is megteszi a teljes tavolsagot, akkor y; +
Yo+ys =d és 21+ 20+ 23 = d, tehat 1 + 1o + 13 = d és igy az atjutasi

ido teljesiti a
d ( 1 1 1 )
t>-(—+—+—
3 U1 (%) V3
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egyenlotlenséget. Ez viszont még nem elégséges, mert nincs
kivitelezheto terviink, tehat a probléma megoldasa tovabbi elemzést
kivan. Ezzel a tovabbiakban nem foglalkozunk. Hasonlé moédon
altalanosithatjuk a feladatot, ha nem egy pontbdl indulnak és eset-
leg nem ugyanoda kell beérniiik. Szintén éltaldnosabb probléma, ha
tobb kiilonboz6 tipusi jarmi all rendelkezésiikre és a jarmiivek nem
egyszemélyesek (pl. van autd is, amelyben 5 személy is elfér). Ez
természetesen nagyon elbonyolitja a helyzetet (el6fordulhat, hogy az
autéval érdemes tobbszor megtenni az utat stb.), de néhény sajatos
eset tanulmanyozhaté. Ha a probléma teljesen dltalanosan jelenik meg
(tobb jarmi, mindegyiknek valamilyen kapacitdsa, nem azonos kiin-
dul6 pontok, nem azonos beérkezési pontok, esetleg szigoritasok arra
vonatkozoan, hogy ki kivel nem lehet egyiitt bizonyos koriilmények
kozt, feltételek a jarmiivek sebességére vonatkozdéan stb.), akkor a
problémara még egy megkozelitéen jo eredményt adod, redlis idében
futé algoritmus is igen j6 eredményt jelent. Mindez azt mutatja, hogy
az altalanositdsok sorozataval gyorsan eljutunk olyan problémékig,
amelyeket nem tudunk megoldani. Ez a kivancsisagvezérelt mate-
matika tanitas egyik alapveto jellegzetessége. Ha valéban kivancsiak
vagyunk a problémahelyzetre, akkor hamar eljuthatunk meg nem
oldhat6 feladatokig is. Elore viszont nem tudhatjuk, hogy melyik
altalanositas kezelheté és melyik nem. Tehat a problémak meg-
fogalmazasaban tamogatni kell diakjainkat, és segiteniink kell 6ket
a sajat korlataik felismerésében. Tudnunk kell és didkjainkban is
tudatositanunk kell, hogy az a természetes alaphelyzet, amikor sok
megoldatlan probléméaval szembesiiliink. Legtalalobban talan Earl
C. Kelley fogalmazta meg: ,Nem sikeriilt megvalaszolnunk az Osszes
kérdéstinket. Valdjaban néha tgy érezziik, hogy teljesen egyet sem
valaszoltunk meg. A megtaldlt valaszok csak arra jok, hogy egy egész
sorozat ujabb kérdés felmeriiljon. Taldn tanacstalanabbak vagyunk,
mint valaha, de 1ugy gondoljuk, hogy magasabb szinten vagyunk
tanacstalanabbak és fontosabb problémékban.”
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4. Megjegyzések

1. Ezt a foglalkozast kiprobaltuk altaldnos iskolai didkokkal,
kozépiskolas didkokkal és egyetemi hallgatokkal egyardnt. Az alapfe-
ladat megoldaséara (esetleg egy kis prébéalkozas utdn) majdnem min-
den esetben rajottek a didkok (a legtobb esetben kiscsoportokban
dolgoztak) és nagyon sok bonyolultabb esetben is megsejtették a
megoldasokat. A megolddsok, bizonyitasok egzakt leirasa altalaban
igényelt egy kis irdnyitast, néhol segitséget.

2. A kiscsoportos foglalkozdasok nagy elényt jelentettek a
prébélkozasok és a cserék megtervezése soran. Ezeknél a lépéseknél
mar a csoporton beliil sikeriilt kikiiszobolni az esetleg elkovetett
hibdkat. A csoportos munka biztositotta, hogy a didkok majdnem
kivétel nélkiil megértsék a cserék kivitelezésének modjat, és gyakran
tobb kiilonbozd terv is sziiletett az altaldnos eset cseréinek tervezésére.
Ugyanakkor id6t is spérolhatunk, ha a csoportok kiilonbozo sajatos
eseteket vizsgdlnak, majd az informaciémegosztasra valamilyen koo-
perativ megoldast hasznalunk (igy azt is biztosithajuk, hogy a koo-
perativ munka alapelvei érvényesiiljenek).

3. A foglalkozasokat altalaban 2 — 3 ora alatt viteleztiik Kki.
Erdemes az alapfeladat megoldasat egy kiilon tevékenység alatt
targyalni, majd az altalanositasokat egy masik tevékenységen.

4. Fontos kihangsilyozni a gyakorlati feladat (a vonat elérése)
és a matematikai probléma megoldasa kozti kiilonbséget, a bizonyitas
minden lépésének, példaul a cserék megszervezésének a fontossagat.
Ez néha csak akkor vélik érthetévé, ha ennek segitségével valamilyen
félreértést ki lehet kiiszobolni. A foglalkozasok soran a didkok majd-
nem minden esetben megfogalmaztak a hibas sejtést a kétfajta jarmi
esetére és csak a cserék alaposabb elemzése soran vették észre, hogy
az hibés.
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Tovabbi fotok

1. video

2. vided

1.3. ABRA. Az alapfeladat megoldasa és az altalanos
esetben a biciklicserék tervének elkészitése



II. FEJEZET

TOLTOGETESES FELADATOKTOL
LINEARIS DIOFANTOSZI
EGYENLETEKIG

1. Bevezetés

A kovetkezd feladatot Siméon Denis Poisson francia matematikus
oldotta meg a 18-adik szazadban ([30]):

1. Feladat. Egy embernek volt 12 pint! bora és felét a szomszédjanak
szerette volna adni. Nem rendelkezett semmilyen méas méroeszkozzel,
csak egy 5 pint és egy 8 pint lUrtartalmli edénnyel. Kimérhetett-e 6
pint bort a 8 pintes edényben?

Hasonl6 feladatokat tobb feladatgytijteményben taldlhatunk, néha
akar 5. osztalyosoknak is ilyen jellegii feladatot kell megoldaniuk. Egy
ilyen feladat a kovetkezo:

2. Feladat. Rendelkezésiinkre all harom edény: egy 4 literes, egy
7 literes és egy 11 literes. Mérjiink ki 1 liter vizet, ha kezdetben a
legnagyobb edény tele van vizzel és a masik ketto iires!

Ebben a fejezetben néhany gyakori, toltogetésekhez kapcso-
16d6  tipusfeladat megoldasanak elemzésével foglalkozunk. Az
elemzés egyrészt matematikai, megvizsgalunk néhany megoldasi
stratégiat, belatjuk, hogy a toltogetések abrazolhatok egy biliard
golyé mozgasaval egy sajatos alaku biliard asztalon, sét a golyd
mozgasat kovetve adunk altalanos feltételt néhany toltogetési fe-
ladat megoldhatésagara. Elemzéstink masrészt didaktikai jellegii
és egy 2009-2010-ben végzett felmérés szolgal alapjaul, amelyet
a Developing Quality in Mathematics Education II nevii Come-
nius program keretén belill végeztiink Erdély tobb iskoldjaban
(Béthory Istvan Elméleti Liceum - Kolozsvar, Bolyai Farkas Liceum -

11 pint kériilbeliil 568.26125 ml
45
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Marosvésérhely, Marton Aron Liceum - Csikszereda). Koszonettel
tartozunk kollégainknak, Csapé Hajnalkdnak, Szildgyi Jutkanak,
Szilagyi Emdkének és Matéfi Istvannak a felmérésben nytjtott
segitségiikért.  Jelen fejezet gyakorlatilag a The Electronic Jour-
nal of Mathematics and Technology lapban (lasd [3]) megjelent
cikkiink atdolgozott valtozata. A fejezet mottdjanak a kovetkezo
Nietzsche idézetet valasztottuk: I cook every chance in my pot.
And only when it hath been quite cooked do I welcome it as
my food.” vagyis ,... én még minden véletlent is a magam
fazekdban f6z0k. Es csak ha ott megftt, van inyemre, mint
az én eledelem.” (Nietzche: Imigyen széla Zarathustra). FEz a
mott6 tikrozi a fejezet céljat (ami altalanos célkitlizés is lehet a
matematika oktatdsa soran), hisz a toltogetéses feladatok megolddsét
a legtobb didk &altalaban nem latja at elejétol a végéig és igy
még azok szamara is véletlennek tiinhet a megoldas, akik sikere-
sen megoldjak az ilyen jellegii feladatokat. Célunk tehat ennek a
,Véletlennek” a megértése.

2. Megoldasok és tovabbi feladatok

Az 1. feladat megoldasara Poisson eredeti Otlete az volt, hogy
abrazolja egy grafban az edények Osszes lehetséges allapotat és a
lehetséges attoltéseket. fgy a graf csucsai az allapotok lennének és
az iranyitott élek egy-egy lehetséges attoltésnek felelnek meg. Az
allapotokat jelolhetjiik szamharmasokkal, amelyekben az elsé szam
a legnagyobb edényben, a mésodik szam a 8 pintes edényben és
a harmadik szam a legkisebb edényben lev6 viz mennyiségét jeloli.
Az egyszerlibb attekinthetdség kedvéért nem abrazoljuk a graf osszes
élét, hanem csak egy részét, amelynek fa struktirdja van. FEz azt
jelenti, hogy a kezdeti allapot ((12,0,0)) a fa gyokere. Ebbdl az
allapotbdl két masikat lehet 1étrehozni: vagy megtoltjik a legkisebbet,
vagy a 8 pinteset. Igy a kezdeti allapotbél a (4,8,0) vagy a (7,0,5)
allapotba juthatunk el egyetlen attoltéssel. Ezekbdl az allapotokbdl
egyetlen attoltéssel az eddigiektol kiilonbozo (0,8, 4), (4, 3,5), (0,7,5),
illetve (7,5,0) éllapotok érhetdk el. Ezeket a lehetséges attoltéseket
abrazolja a 2.1. 4bra. Ha minden lépésben csak a mér abréazolt
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allapotoktol kiilonbozé allapotokat tiintetjiik fel a kdvetkezd szinten,
akkor egy fat jelenitiink meg, amely tartalmazza az 6sszes lehetséges
allapotot. Ebbdl a grafbol kiolvashatd, hogy egy allapot elérheto-e és

y\
(4,8,0) (7,0,5)

(0,8,4) (4,3,5) (7,5,0) (0,7,5)

(8,0,4) : (9,3,0) (2,5,5) : (5,7,0)

v v v v

2.1. ABRA. Poisson reprezentaciéja

hogy legkevesebb hény 1épés (4ttoltés) sziikséges az eléréséhez. Foly-
tatva az elébbi grafot felirhatunk egy lehetséges megoldast:

(12,0,0) — (4,8,0) — (0,8,4) — (8,0,4) — (8,4,0) — (3,4,5) —
— (3,8,1) — (11,0,1) — (11,1,0) — (6,1,5) — (6,6,0).
Tehét a 6 pint bor kimérheté a 8 pintes edényben. Gyakorlatilag
az elébbi allapotsorozat teljes megoldasnak tekintend6 akkor is, ha
nem a grafbol szarmazik. A gréaf elénye, hogy megadja a legrovidebb
megoldast és egyben annak a ténynek a bizonyitdsat is, hogy ez

valéban a legrovidebb.
A 2. feladat megoldasa elsé ranézésre atlathaté:

(11,0,0) — (7,0,4) — (7,4,0) — (3,4,4) — (3,7,1).
Természetesen a feladatok megolddsa tjabb kérdéseket general:

e Az 1. és 2. feladatok esetén melyek azok a mennyiségek,
amelyeket ki lehet mérni?

e Hogyan fiigg a probléma megoldhatosaga az edények
méretétol és a kimérend6 mennyiségtol?

e Rogzitett edényméretekkel (és harom edénnyel) milyen men-
nyiségeket lehet kimérni?

e Hogyan véltozik az el6bbi hdrom kérdésre adott valasz tobb
edény esetén?
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Sajatos esetek tanulmanyozésa soran rajohetiink, hogy a Poisson-
féle reprezentacié nem elonyos az altalanos problémak vizsgdlataban.
Emiatt sziikségiink van egy més megkozelitésre, amely lehet6vé teszi
az altalanos esetek targyalasat. Elobb fogalmazzuk meg azokat a
problémakat, amelyeknek a megoldasaval foglalkozunk.

3. Feladat. Adott harom beosztas nélkiili edény, amelyeknek az
drtartalma rendre a,b és c liter, ahol ahol a,b,c € N* és ¢ > a + b.
Kezdetben a legnagyobb edény tele van vizzel és a tobbi tires. Jelle-
mezziik azokat a mennyiségeket, amelyeket az egyes edényekben ki
lehet mérni!

4. Feladat. Adott n + 1 beosztas nélkiili edény, amelyek trtartalma
rendre ay, ag, . . ., a, és a,yq liter, ahol a; € N*/ 1 <1 <n+1ésa,.1 >
> a;. Kezdetben a legnagyobb edény tele van vizzel és a tobbi tires.
i=1

Jellemezziik azokat a mennyiségeket, amelyeket az egyes edényekben

ki lehet mérni!

Az 3. feladat megoldasardl a [13] kdnyvben a szerzé azt allitja,
hogy ,,Vilagos, hogy egy ilyen feladat (ahol ¢ = a + b) mindig megold-
hato, ha a és b relativ primek”, de a megoldas egyaltalan nem je-
lenik meg a konyvben és nem is tlinik annyira nyilvanvalonak. A
kovetkezokben megoldjuk a 3. feladatot és a felhasznalt eszkozoket
altalanositjuk annak érdekében, hogy a 4. feladat megoldaséra is alkal-
masak legyenek. A matematikai hattér kitisztazasa utan bemutatjuk
a felmérésiink eredményeit. Ezek egyértelmiien azt mutatjak, hogy a
diakok az ilyen jellegli feladatok megoldédsara , préba-szerencse” tipusu
mechanizmusokat haszndlnak (vagyis véletlenszertien toltogetnek és
esetleg vigyaznak arra, hogy ne jussanak vissza olyan allapotba, amely
korabban mar el6fordult). Ugyanakkor szamitégépes szimuldcidkkal
megprobaltuk ezt a mechanizmust tesztelni, és arra a kovetkeztetésre
jutottunk, hogy ha véletlenszertien toltogetiink, akkor is — el6bb vagy
utébb — elérjiik az Osszes lehetséges allapotot. Ha a véletlenszerii
lépések soran arra is odafigyeliink, hogy a korabbi allapotokat ne
ismételjiik, akkor a megoldashoz sziikséges 1épések szdma viszonylag
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kicsi lesz (ezt bizonyitani is lehet, de a felhasznélt eszk6zok meghalad-
jak a kozépiskolai tananyagot, ezért ezzel nem foglalkozunk). Ez azt
igazolja, hogy az ilyen jellegii feladatok 1ényegében nem alkalmasak a
didkok kombinatorikai készségének vizsgalatara, hisz a megoldas meg-
talaldsa inkabb igényel tiirelmet, kitartast, odafigyelést, mint jé kom-
binatorikai készséget.

3. A modell, egy algoritmikus megkozelités és egy kis
matematikai hattér

Tekintsiink egy a X b méretii paralelogrammat az egységoldalu
és 60°-os szoggel rendelkezé paralelogramma altal generalt végtelen
racson. Ezt egy bilidrd asztalnak tekintjik. Vizsgaljuk annak a bilidard
goly6nak a mozgdsét ezen az asztalon, amely az O(0,0) pontbdl indul
az. OA él mentén (ahol A(a,0)) és surlédasmentesen halad.

2.2. ABRA. A bilidrd asztal

A goly6 mozgéasa egy lehetséges toltogetési sorrendnek felel meg.
Szamozzuk meg az atlokat a 2.2. dbranak megfeleléen, és a tabla min-
den P pontjahoz rendeljiik hozza a két koordinatajat, valamint az 6t
tartalmazé atlo szamét. Ez a harom szam megfelel a harom edényben
levé vizmennyiségeknek. fgy az O kezd6pontnak megfelel6 szamok
(0,0,c¢), vagyis ez a pont a kezdeti allapotnak felel meg. Az A pont-
nak megfelel6 szamok (a,0,c — a), tehat ez annak az allapotnak felel



50 A MODELL ES EGY KIS MATEMATIKAI HATTER

meg, amikor az a lirtartalmi edény tele van és a tobbi viz a legnagyobb
edényben van. Az asztal szerkezetének koszonhetéen a golyd csak a be-
rajzolt vonalak mentén mozoghat, és az oldalakkal valé titkozési pon-
tok mindig egy-egy toltogetésnek felelnek meg. Az alaposabb megértés
kedvéért a =4, b =7 és ¢ = 11 esetén a 2.3. abran bejeloltiik a golyo
palyajat és feltiintettiik az litkozési pontoknak megfelel6 allapotokat.
Lathatd, hogy ebben az esetben a goly6 palydja athalad az oldalakon
levé Gsszes racsponton, tehat ebben az esetben mindenik edényben ki
lehet mérni az 6sszes olyan egész mennyiséget, amely nem nagyobb az
edény maximalis kapacitdasanal. A kovetkez6 paragrafusban igazoljuk,
hogy ez egy altalanos jelenség, ha a és b relativ primek. Pontosabban
igaz a kovetkezo tétel:

2.1. Tétel. Hac=a+b ésd = (a,b), akkor a biliard golyo pdlydlya
az asztal peremén levd (x,y) rdespontot pontosan akkor tartalmazza,
ha d|x és dly (az (a,b) szimbdlum az a és b legnagyobb kizds osztojat
jeloli).

Megjegyzés. Ha d = 1, akkor a golyo palydja érinti az asztal peremén
levo Osszes racspontot, tehat a megfelel6 edényekben ki lehet mérni
az Osszes egész mennyiséget, amely nem haladja meg az illeté edény
maximalis kapacitdsat.

0,0,11)  (2,0,9)
4,0,7) (02,9
047)  (42,5)
4,43)  (0,6,5)
(1,73)  (4,6,1)
(1,0,10)  (3,7,1)
0,1,10)  (3,0,8)
4.1,6)  (03,8)
0,5.6)  (4,3,4)
SS0 S @5 (074)
43210 @72 470

2.3. ABRA. A bilidrd golyé palyaja és az edények allapota
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Megjegyzés. Ha d = (a,b), akkor (viz kiontése nélkiil) pontosan a
d-vel oszthaté mennyiségek mérhetok ki, tehat a 3. feladat megoldasa
visszavezetodik az elébbi tételre.

Az allapotoknak ugyanazt a sorozatat generdlja ki a kovetkezo al-
goritmus, mint a bilidrd goly¢ titkozéseinek sorozata a megfelel6 biliard
asztalon:

e ha lehetséges, toltsél a-bdl b-be?;
e ha b tele van, akkor toltsél b-bol c-be;

e ha az elobbi 1épések koziil egyik sem lehetséges, akkor tolts
c-bol a-ba.

Ez lehet6vé teszi, hogy valamilyen egyszerli program segitségével
generaljunk egy olyan &llapotsorozatot, amely az 0Osszes lehetséges
allapotot tartalmazza.

Megjegyzés. Tegyiik fel, hogy a < b és d = (a,b). Ha a méasodik
edényben d liter vizet mériink ki, mikozben a kisebb edénybdl a
kozépsébe x-szer toltottink és a b edényt y-szor iritettiik ki, akkor
ar — by = d, tehat a toltogetési algoritmushbdl leolvashatjuk az
ax—by = d egyenlet egy megoldéasat is. Ennek segitségével eloallithatd
az egyenlet Osszes megoldasa. A forditott tulajdonsag nem igaz, mert
az ar — by = d egyenlet megoldasainak ismerete nem adja meg a
toltogetési algoritmust is. Emiatt a mérés problémaéja nem ekvivalens
a diofantikus egyenlet megoldasanak probléméjaval.

Tobb edény esetén 1ugy tlnik, a probléma bonyolultabb. Elso
ranézésre hajlamosak vagyunk magasabb dimenziés reprezentaciora
gondolni. Egy toltogetés soran azonban egyszerre csak két edény tar-
talma valtozik, tehdt ha az adatok reprezentaldsidra tobbdimenzids
alakzatot haszndlunk (pl. egy hasabot), akkor egy toltogetés an-
nak valamilyen lapjan reprezentalhaté. Emiatt gyakorlatilag ezeket
a lapokat lefejthetjiik a sikba és igy hasznalhatunk valamilyen sikbeli
abrazolast. Ha ay,as,...,a,, 0,11 az edények trtartalmat jeloli és

2tt a,b és ¢ egyben az a, b, illetve ¢ tirtartalmu edényt jeloli.
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ai, as, . .., a; legnagyobb kozos osztdja minden j > 2 esetén dj, akkor

ds Z(al,GQ,as) = ((a1,a2), a3) = (d2,a3)
dy Z(a1,a2,a3,@4) = ((al,ag,a3),a4) = (ds,a4)

és altalaban
djv1 = (dj, a41), J =2

Tekintsiik az aq X as, as X as, az X ay, ..., a,_1 X a, €s a, X a; méreti pa-
ralelogrammaékat, amelyekben van egy 60°-os szog és amelyeket a 2.4.
abrénak megfelden egymés mellé helyeziink (ezek a bilidrd asztalok).
Minden 1 < j < n—1 esetén a biliard golyénak a j-edik asztalon vald
mozgasa megfelel az a;, aj;1 és anq1 edényekkel valo toltogetésnek,
ahol az a1, aq, ..., a;—1 edények tele vannak és az a;,9, ..., a, edények
iiresek. Az utolsé aztalon valé mozgas az a,,a; és a,,q Urtartalmui
edényekkel valé toltogetésnek felel meg, mikozben a tobbi edény mind
tele van. Az els6 asztalon, amelynek oldalhosszai a; és as megjeloljik
az Osszes olyan litkozési pontot, amely a masodik asztallal valé kozos
oldalra illeszkedik. FEzekbdl a pontokbdl elinditunk egy-egy biliard
golyot és megjeloljiik az O0sszes titkozési pontot, amelyek a méasodik és
a harmadik asztal kozos oldalan megjelennek. Ezt folytatva minden
2 <j<n-—1esetén a (j — 1)-edik és a j-edik asztal kozos oldaldn
levé Gsszes titkozési pontbdl elinditunk egy-egy biliard golyot a j-edik
asztalon és megjeloljiik a j-edik és a (j + 1)-edik asztal kozos oldaldn
keletkez6 0Osszes iitkozési pontot. Ha minden 1 < 57 < n — 1 esetén
Sj-vel jeloljiik a j-edik és a (j + 1)-edik asztal kozos oldalat, akkor
S; hossza ajq; és azt kellene vizsgdlnunk, hogy az S, 52,53, ..., 5,1
szakaszokon milyen pontok vannak bejelolve. Ennek érdekében a 2.1.
tételt atfogalmazzuk a kovetkezé médon:

2.2. Tétel. Tekintjik a b-nek eqy d' osztdjat és az dsszes bilidrd golyd
pdlydjat, amely az a, illetve b oldalhosszusagu asztalon a (0, kd') pon-
tokbol indul, valamilyen k € N és kd' < b esetén. Az asztal peremén
levd (x,y) rdcspont pontosan akkor tartozik a vizsgdlt pdalydk valame-

lyikéhez, ha d|z és d|y, ahol d = (d', a).

Ez a tétel biztositja, hogy minden S; szakaszon pontosan
azokat a racspontokat jeloljik be, amelyeknek koordindtdi a d;iq
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tobbszorosei. fgy az S,_1 szakaszon (amelynek hossza a,) pontosan
azokat a racspontokat jeloljiik meg, amelyeknek koordinatai oszthatok
d = (a1,as,...,a,)-vel. A szimmetria miatt ez minden szakaszra
elvégezhet6 az asztalok sorrendjének megfelel6 cseréjével. Ez viszont
azt jelenti, hogy minden edényben pontosan azokat az egész mennyi-
ségeket lehet kimérni, amelyek a d tobbszorosei és amelyek nem na-
gyobbak az illet6 edény trtartalmanal.

oL @01 4
A\
NN A\
ay 0 \ ,
12 \
LN
AR
N
AN\ \
LT
ay a30 a5

2.4. ABRA. Kiteritett lapok

Az el6bbi gondolatmenet alapjan igaz a kovetkezo két tétel:

2.3. Tétel. Adott hdrom beosztas mnélkili edény, amelyeknek
drtartalma rendre a,b és ¢ > a + b, ahol a,b,c € N*. Kezdetben a
legnagyobb edény tele van vizzel és a masik ketto tures.

e Hoc=a+0bés(a,b) =d, akkor az a drtartalmi edényben
kimérhetunk 0,1-d,2-d, ..., a—d,a liter vizet, a b lUrtartalmi
edényben 0,1-d,2-d,...,b—d,b liter vizet és a c tUrtartalmi
edényben 0,1-d,2-d,...,c—d,c liter vizet.

e Huoc > a+b és (ab) =d, akkor az a drtartalmi edényben

kimérhetunk 0,1-d,2-d, ..., a—d,a liter vizet, a b tUrtartalmi
edényben 0,1-d,2-d,...,b—d,b liter vizet és a ¢ Urtartalmi

edényben c—a—b,c—a—b+1-djc—a—0b+2-d,...,c—d,c
liter vizet.
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2.4. Tétel. Adott n + 1 beosztas nélkili edény, amelyek drtartalma
rendre ay, g, ...,G, €S Gni1, ahol ay,as, ... a4y, an1 € N* és d az
ai,0as, . ..,a, szaimok legnagyobb kozos osztoja. Kezdetben a legnagyobb

edény tele van vizzel. Ha ani1 > Y a;, akkor minden j € {1,2,...n}
j=1
esetén az a; trtartalmi edényben ki lehet mérni0,1-d,2-d, ..., a;—d, a;
liter vizet és az a,q1 Urtartalmi edényben c,c +d,c+ 2d, ..., a1 —
d, an+1 liter vizet, ahol ¢ = ap41 — ) aj.
j=1

Megjegyzés. Készitettiink egy grafikus feliiletet Matlab-ban, amely
n < 5 esetén abrazolja a bilidrd golyé mozgasat és koveti az
titkozéseknek megfelelo dllapotokat. A forraskod letoltheto a

http://www.math.ubbcluj.ro/~andrasz/filling/animation /animation.html

cimrol és megtalalhaté a mellékleten is.

4. Bizonyitasok

Ebben a paragrafusban igazoljuk a korabban kijelentett tételeket,
illetve kiegészitjiikk a hidnyos gondolatmeneteinket.

A 2.1. TETEL BIZONYITASA. A bizonyitds alapotlete egy felsd és
utana kovetkezd alsé iitkozési pont koordinatédja kozti osszefiiggés. Ha
a fels6 oldalon a golyé az (a — x,0) pontban érintette az asztalt és
az als6 oldalt az (a — y,b) pontban, akkor y az x + b-nek a-val val6
osztasi maradéka (lasd a 2.5. &brat). Emiatt az alsé szakaszon az
itkozési pontok koordinatéi a b, 20, 30, . . ., (a1 — 1)b, a1b szdmoknak a-
val valé osztasi maradékai, ahol a = a;d és d = (a,b). Masrészt ezek a
maradékok pontosan a 0,d, 2d, ..., (a; — 1)d szamok, mivel mindegyik
oszthaté d-vel és paronként kiilonboznek (a szamuk pedig pontosan
a1). Ezzel a bizonyités teljes. O

A 2.2. TETEL BIZONYITASA. Ugyanazt az észrevételt haszndlva
irhatjuk, hogy az als6 oldalon az {itk6zési pontok koordinatai az (a —
kd') 4 1b szdmok a-val val6 osztési maradékai, ahol k,[ € N*. Mésrészt
ezek a maradékok pontosan (d’, a) t6bbszorosei, tehat a tétel igaz. [

A 2.3. TETEL BIZONYITASA. A 2.3. tétel allitdsai kovetkeznek a
2.1. tételbdl és az allapotoknak a bilidrd asztalon valé abrazolasabdl.
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2.5. ABRA. Fels és als6 iitkozési pont viszonya

A ¢ > a4+ b feltétel biztositja, hogy az egész asztalt hasznalhatjuk,
csak az atlokat c-tol kezdve visszafele kell szamoznunk. O

Megjegyzés. Ha ¢ < a+b, akkor nem minden esetben lehet az 0sszes
olyan egész mennyiséget kimérni, amely nem haladja meg az edény
kapacitasat. A Poisson-féle grafos reprezentaciéval igazolhatd, hogy
a=17,b=11¢és c = 13 esetén nem lehet kimérni 1 liter vizet. Ennek
az esetnek az alaposabb elemzésével nem foglalkozunk.

A 2.4. TETEL BIZONYITASA. A 2.2. tétel és a leirt szerkesztés
alapjan (14sd a 2.4. dbrat) allithajuk, hogy az a; edényben kimérhet6
az Osszes d-vel oszthatd egész mennyiség, amely nem haladja meg
ai-gyet. Hasonlban, az edények megfelelo cseréjével elérheto, hogy
minden 1 < j < n esetén az a; frtartalmi edényben kimérhetd
legyen az Osszes d-vel oszthatd egész mennyiség, amely nem halad-
ja meg a;-t. Ahhoz, hogy az a,4i-ben is minden lehetséges men-
nyiséget megkapjunk, azt kell tenniink, hogy amikor az a; és a;y
oldalhosszisagu asztalon vizsgaljuk a golyé mozgédsat (és a megfeleld
allapotokat), akkor minden 1 < k < j — 1 esetén az ay tlrtartalmu
edényt tele hagyjuk, az ajio,...,a, edényeket iiresen és a,4i-ben
hagyjuk a tobbi vizet. O

Megjegyzés. Erdemes az elébbi bizonyitasok gondolatmenetét
konkrét eseteken kiprobalni.
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5. A felmérés és eredményei

120 didkkal frattunk egy felmérot, amely a kovetkezo két feladatot
tartalmazta:

1. Adott harom beosztas nélkiili edény, amelyek trtartalma
rendre 7 liter, 17 liter és 24 liter. Kezdetben a legnagyobb
edény tele van vizzel.

a) Mérjiink ki 1 liter vizet valamelyik edényben!

b) Mérjiink ki 1 liter vizet a legnagyobb edényben!

¢) Mindharom edény esetén adjuk meg az Osszes, az
illet6 edényben kimérheté mennyiséget!

2. Adott harom beosztas nélkiili edény, amelyek tlrtartalma
rendre 21 liter, 34 liter, 55 liter. Kezdetben a legnagyobb
edény tele van vizzel. Mérjink ki 1 liter vizet valamelyik
edényben!

A didkok fele 5. vagy 6. osztalyos volt és a fele 8. osztalyos, igy
két kategoriaba soroltuk 6ket: 60 didk kertilt a 10-12 éves kategoriaba
és 60 diak a 13-14 éves kategériaba. A felméron a didkoknak nem-
csak a feladatok megoldasara kellett koncentralniuk, hanem arra is,
hogy lejegyezzék a megoldassal kapcsolatos gondolataikat, a sikerte-
len probalkozasaikat, a feladatokrol kialakitott véleménytiket stb.
Korabban a didkok egyaltalan nem oldottak hasonld jellegli felada-
tokat, tehat ez a felmér6 teljesen jszerti problémahelyzetbe hozta
Oket.

A feladatok természete és a megolddshoz sziikséges minimalis
lépésszam garantalta, hogy a didkok ne lassdk at egybol a megoldast.
Arra szamitottunk, hogy véletlenszerti 1épéseket fognak végrehajtani
és hamar rajonnek arra, hogy a korabbi allapotokat érdemes elkeriilni.
Ugyanakkor azt vartuk, hogy a didkok eléggé sok lépést fognak
végrehajtani miel6tt feladjak, és hogy a két korcsoport szignifikansan
kiillonbozni fog a végrehajtott 1épések szempontjabol.

Az elsé csoportban (10-12 évesek) nagyon kevés helyes megoldas
sziiletett az els6 feladat a) és b) alpontjara és egyetlen megoldds sem
sziiletett a c) alpontra, valamint a masodik feladatra. A mésodik cso-
portban sokkal tobb megoldés volt az elsé feladat a) és b) alpontjara,
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néhany majdnem teljesen jé megoldds a c) alpontra és egyetlen helyes
megoldés sem sziiletett a masodik feladatra. A megoldasi algoritmu-
sokra vonatkozo feltételezéseink beigazolodtak.

Meglepetésiinkre az elsé csoport 60%-a és a masodik csoport 45%-
a nem is értette meg a feladatot (beosztast akart festeni az edényre,
felezett mennyiségeket, azt javasolta, hogy szerezziink egy 1 literes
edényt, vagy szemmérték alapjan mérte volna ki az 1 litert stb.). A
kovetkez6é meglepetés abbdl eredt, hogy az elsé csoportbol azoknak a
didkoknak a nagy része, akik megértették a feladatot (és végre is haj-
tottak legaldbb 7-8 1épést), egy id6 utén vagy egyszeriien abbahagyta
a toltogetést, vagy valamilyen hibat kovetett el. A legtobben 6-9 1épés
utan hagytdk abban a toltogetést. A harmadik meglepetést az okozta,
hogy azok a didkok, akik az els6 feladat a) és b) alpontjat megoldotték,
a masodik feladatnal sokkal kevesebb 1épés utan adtak fel, mint ameny-
nyit az els6 feladatnal végrehajtottak (holott logikus, hogy nagyobb
edények esetén tobb allapot van, tehat eléfordulhat, hogy tobbet kell
toltogetni). Gyakorlatilag 20%-kal kevesebb 1épést hajtottak végre,
mint az elso feladatnal. Ez arra utal, hogy a munkamemoria megtelt
a nagyobb szamokkal végzett miiveletek miatt, vagyis a 100-nal kisebb
szamokkal végzett Gsszeadas és kivonds nem teljesen operaciondlis a
14 éves didkoknal. Ezt alatamasztjak a didkok altal irt megjegyzések:
y,megtelt az agyam”, ,addig kell méregetni, amig elfaradsz”.

Egyetlen didk sem vette észre, hogy dontéseik (honnan hova
toltenek) véletlenszertiek és senki nem prébalt egyszerre t6bb
lehet&séget végigszamolni. Azt sokan észrevették, hogy érdemes
elkeriilni a korabbi allapotokat, ennek ellenére altalaban 10-nél
kevesebb 1épés utdn lealltak. A mésodik csoport 23%-a oldotta meg az
els feladat a) és b) alpontjét, és a sikeres megoldds oka egyértelmiien
a sok végrehajtott 1épés volt (alig 1 vagy 2 didk akadt, aki végrehajtott
10-nél t6bb 1épést és nem sikeriilt eljutnia a megolddshoz).

A helyes 1épések szama alapjan készitett hisztogramok
Osszehasonlitasa szignifikans kiilonbséget mutat a két csoport
kozt, a masodik csoport didkjai lényegesen tobb 1épést hajtottak
végre atlagosan.
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6. Megjegyzések, kovetkeztetések

e Az alapfeladatot, valamint a hozza kotodd tételeket tobb al-
kalommal is kiprébaltuk tehetséggondozé taborban, egyetemi hall-
gatokkal és tovabbképzon. Megfelel6 iranyitott kérdésfeltevéssel a bi-
zonyitas részleteire is rajottek a résztvevok.

e A szakirodalomban sok tanulmanyt talalhatunk a diagramok és
abrak hasznélatdnak a fontossagardl a feladatok megoldasdban (lasd
[29] és az ott megtalalhaté hivatkozésokat). A Poisson-féle dbrazolds
egy tipikus példdja a hierarchikus struktirdknak (14sd [28]), mig a
biliard golyds abrazolas egyfajta dinamikus diagrammnak tekintheto.
A mi esetiinkben a bizonyitas kulcseleme a dinamikus struktirabol
fakad és nincs jelen a hierarchikus struktiraban. Meggy6zodésiink,
hogy sok mas bizonyitas esetén is a dinamikus diagramok hasznélata
novelheti a hatékonysagot.

o A vizsgalt probléma egyértelmiien mutatja, hogy az oktatasi
tevékenységek sordan mennyire el lehet keriilni a probléma mély
megértését. A konkrét toltogetéses feladatok megoldhaték direkt
modon, a megfelel allapotok felsorolasaval. Ez egy éran olyannak
tlinhet, mintha valamilyen csoda menne végbe, 1épegetiink és egyszer-
csak eltalaljuk a megoldast. Sajnos a tapasztalat azt mutatja, hogy a
didkok nagy része ehhez van szokva, teljesen rendjén van szamara, ha
megjelenik a megoldas, megértés vagy motivacié nélkiil. Ez a mate-
matika megértésének egy igen komoly akadalya lehet és gyakorlatilag
lehetetlenné teszi egy tudatos, aktiv tanulasi hozzadllas kialakulasat.

e A szamitogépes szimulacidk azt mutatjék, hogy mindkét alapfela-
dat megoldhato lett volna véletlen 1épések végrehajtasaval is, tehat az
atlagosan gyenge eredmény nem magyarazhaté a matematikai tehetség
hianyaval vagy a kombinatorikai készség fejletlenségével. Egyszeriien
a didkoknak nem volt tiirelmiik végrehajtani megfelel6 szamu viszony-
lag egyszerli 1épést. Talan a probléma és a kudarc okdnak megértése
érthetobbé teszik Jim Watkins szavait: A river cuts through rock,

not because of its power, but because of its persistence.”?

3Az, hogy a foly6 &tfirja a szikldt, nem az erejének tudhaté be, hanem a ki-
tartasanak.



III. FEJEZET
GYUFASZALAK ES NEGYZETEK

1. Bevezetés

Spencer Kagan ,Készitsiink négyzeteket” projektjét ([9], 15:4-
15:9) hasznaltuk alaptevékenységként. Ennek sordn a didkokat 4 f&s
csapatokba osztottuk és minden didk kapott 3 darab azonos (20 cm
hosszusagu és 1,5 —2 cm szélességii) papircsikot. Minden csapat dolga
az volt, hogy olyan alakzatokat hozzon létre (rakjon ki) és rajzoljon
le, amelyeken 1,2,3,... négyzet lathatd és teljesiilnek a kovetkezo
szabalyok:

e az alakzatban minden papircsik fontos, vagyis barmelyiket
elvéve megvaltozik a lathato négyzetek szama;

e az alakzat létrehozasakor minden csapat felhasznalja az 6sszes
paircsikjat;

e nincsenek szabad végpontok, vagyis minden papircsik
mindkét végéhez illeszkedik egy masik papircsik vége;

e nincsenek parcidlis vagy teljes atfedések, vagyis egymassal
parhuzamos papircsikoknak nem lehet egymast elfodo darabja
— ez természetesen nem zarja ki a metszet lehetoségét nem
parhuzamos papircsikok esetén.

A foglalkozas els6 15 — 20 percében a didkok a papircsikokkal rakos-
gattdk az alakzatokat, majd 10 — 15 percig csak rajzolgattdk a
lehetséges konfiguracidkat. A kovetkezd 1épésben a csoportok egy nagy
kozos poszterre felrajzoltak az alakzataikat. A papircsikok helyett
természetesen hasznalhatunk hurkapélcat vagy oriasgyufat.

A kovetkezd mozzanatban a didkoknak az volt a feladata, hogy
fogalmazzdk meg a tevékenységhez (és természetesen az alakza-
tokhoz) kapcsolodé kérdéseiket, majd a kérdések megfogalmazdsa
utan prébaljak nehézségi sorrendbe rakni a felmeriilt problémakat
(természetesen a megoldasok ismerete nélkiil, pusztan sejtéses alapon),
majd valasszanak ki néhanyat, amir6l igy gondoljak, hogy megoldhato
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és probaljak megoldani. A tovabbiakban a didkok altal megfogalma-
zott problémékat ismertetjiik és azok koziil néhanynak a megoldésat.

2. A felmeriil6 problémak

Az eredeti feladat pontatlan (nyitott) megfogalmazasa
meghatarozza az elsé természetes kérdést:

1. Feladat. Milyen n € N esetén létezik olyan alakzat, amelyet 12
egybevagd szakasz alkot, részleges vagy teljes atfedés, illetve szabad
végpontok nélkiil, és amelyen pontosan n darab négyzet lathato?

Sajatos esetek elemzése alapjan lathatd, hogy a feladat egyaltalan
nem trivialis még 12 szakasz esetén sem. Ugyanakkor természetesen
fogalmazddik meg az altalanosabb probléma is, amelyben a szakaszok
szama 4m, valamilyen m € N* esetén. A kovetkezo természetes kérdés
(amit majdnem minden csapat megfogalmazott):

2. Feladat. Legfeljebb hany négyzet keletkezhet egy olyan dbrén,
amelyet 12 egybevagd szakasz alkot, részleges vagy teljes atfedés, il-
letve szabad végpontok nélkiil?

Ez a probléma tobb szakasz esetén is hozzaférhetének tiinik. A
didkok &ltaldban gyorsan meg is taldljak rd a valaszt (bizonyitds
nélkiil).

3. Feladat. Legfeljebb hany négyzet keletkezhet egy olyan abran,
amelyet 4m (m € N*) egybevagd szakasz alkot, részleges vagy teljes
atfedés, illetve szabad végpontok nélkil?

Intuitiv szempontbdl az elébbi két feladat megkozelithetonek
tinik. Ezt igazolja, hogy a didkok nagy része kevés gondolkodas
(és persze a kezdeti foglalkozds) utdn megrajzolja a maximalis szdmu
négyzetet tartalmazé alakzatot. Altaldnos esetben ez egy négyzet,
amelynek minden oldalat 2m — 1 egyenl6 részre osztjuk. m = 3 esetén
a legtobb négyzetet tartalmazoé alakzat a 3.1. dbran lathatd 5 x 5-0s
racs, amelyen Osszesen 55 négyzet lathato.

Annak igazolasa érdekében, hogy a legtobb négyzetet tartalmazo
alakzat valoban az, amelyet a sejtéstink mutat, tobb egyszeriibb tulaj-
donsdgot érdemes bizonyitani. fgy jo volna beldtni, hogy a legtobb
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n=>55

3.1. ABRA. A legtobb négyzetet tartalmazo, 12 egy-
bevago szakaszbol alkotott alakzat

négyzetet tartalmazé alakzat mindig egy négyzet, amelyet a tovabbi
szakaszokkal racsszertien felosztunk. Ha ez sikeriil, akkor mar csak a
racsokat kellene 0sszehasonlitani. Ez a gondolatmenet vezet az eredeti
feladatnak a kovetkezo atfogalmazasdhoz, amely ugyan a 2. és 3.
feladat részének tekintheto, de a ra adott valasz mar egyaltalan nem
tlinik nyilvanvalonak.

4. Feladat. Egy négyzet két oldala vizszintes és két oldala fiiggoleges.
A négyzetbe rajzoljunk k darab vizszintes és [ darab fiiggdleges, az
oldalakkal egybevéig) szakaszt (14sd a 3.2. dbrat). Legfeljebb hany
négyzet keletkezhet egy ilyen abran, ha k 4+ [ = p és p egy rogzitett
természetes szam?

k [ W R RS- I R k,+l:p

TR R - N TR - Y

o~

3.2. ABRA. I fiiggoleges és k vizszintes szakasz, k + [ = p rogzitett

5. Feladat. Egy négyzet két oldala vizszintes és két oldala fiiggoleges.
A négyzetbe rajzoljunk k darab vizszintes és [ darab fliggéleges, az
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oldalakkal egybevig) szakaszt (ldsd a 3.3. dbrat). Legfeljebb hany
négyzet keletkezhet egy ilyen &dbran, ha k és [ rogzitett természetes
szamok?
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3.3. ABRA. | fiigglleges és k vizszintes szakasz, k és | rogzitett

Altaldban az elébbiektdl teljesen eliité jellegi problémék is
felmeriilnek. A kiilonb6z6 csapatoknak gyakran kiilonbozé konfigu-
raciokkal sikeriil eléallitani ugyanannyi négyzetet, sot az is el6fordul,
hogy egy csapat tobb, kiilonbozo alakzatot szerkeszt ugyanannyi
négyzettel. Emiatt természetes modon jelenik meg a kovetkezo kérdés:

6. Feladat. Adott m és n esetén hany olyan lényegesen kiilonb6z6
alakzat 1étezik, amelyet 4m szakasz hataroz meg és amelyen pontosan
n négyzet lathatd?

Ez a probléma nagyon jo annak tisztazasara, hogy mit értiink
ebben az esetben kiilonbozé alakzatokon. Ezt a probléméat még
rogzitett m-re és n-re (pl. m = 3 és n = 7) is nagyon nehezen lehet
kezelni, ennek a megoldasaval nem foglalkozunk. Hasonlban felvetodik
a kérdés, hogy ha adott m-re a négyzetek maximalis szama M,,,
akkor igaz-e, hogy 1-t0l M,,-ig minden n-re eléallithaté olyan kon-
figuracio, amelyen pontosan n darab négyzet latszik. Sok mas jellegii
altalanositds is megfogalmazodhat, példaul mi torténik 3-dimenzids
feladat esetén (egy kockat darabolunk sikokkal és a keletkezd kis
kockdk maximadlis szamat keressiik), vagy mi torténik, ha egy adott
téglalaphoz hasonldakat keresiink az alakzaton stb. A kovetkezékben
megoldjuk a 2., a 3., a 4. és az 5., valamint az 1. feladatot és nem
foglalkozunk a 6. feladattal, illetve semmilyen mas problémaval.
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Tovabbi fotok

3. Megoldasok

Az altalanossag csorbitasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy a szakaszok
hossza 1 egységnyi. Elso lépésben igazoljuk, hogy ha egy alakzaton
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a négyzetek szama maximalis, akkor az alakzat egy négyzet, ame-
lyet a tobbi szakasszal felosztunk kisebb részekre. Ehhez a kovetkezo
észrevételekre van sziikségiink:

e Ha egy alakzaton szerepld legnagyobb négyzet oldala nem
1 egységnyi, akkor szerkesztheté olyan alakzat, amely-
ben tobb négyzet van, mint az eredetiben. Ehhez
elégséges a legnagyobb négyzetet egységnyire csokkenteni,
majd a belsejében keletkez6 rovidebb szakaszokat egységnyi
hosszusagig megnyudjtani. fgy keletkezhetnek szabad sza-
kaszok, amelyekbdl tovabbi négyzeteket lehet kirakni és a
lecsokkentett négyzetben legaldbb annyi négyzet lathato,
mint az eredetiben. Ezt a szerkesztést a 3.4. abran lathatjuk.
Ezzel a moédszerrel a kiilondlld, egységnél nagyobb oldal-
hosszusagu alakzatok redukalhaték egységoldali négyzetekre
és azok felbontasara.

csokkentés szakaszok
— S
- z 7z -
megnyujtasa

3.4. ABRA. Méretcsokkentés és nyujtas

e Ha a legnagyobb négyzet (N) oldalhossza 1 egység és a raj-
ta kiviil es6 tartomanyban van mas négyzet is, akkor az N
belsejében felépitheto a kiilsé négyzet egy kicsinyitett masa és
az igy keletkez6 alakzaton a négyzetek szama ismét nagyobb,
mint az eredeti alakzaton. Ebbdl a célbdl a legjobb, ha az
N-ben eredetileg lathato legkisebb négyzetre kicsinyitjiik a
kiils6 négyzetet. Ezt a szerkesztést a 3.5. abran lathatjuk.

e Ha a legnagyobb négyzet (N) oldalhossza 1 egységnyi és
tovabbi négyzetek metszik N-et, akkor az N-be belemetsz6
szakaszok eltolasaval kaphatunk olyan alakzatot, amelyen
szintén tobb négyzet van, mint az eredetin. Gyakorlatilag
az egyik négyzet kicsinyitett masat hozzuk létre a masik
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szakaszok szakaszok :
> G
P . 1. 7 it t]-
eltoldsa hozzdaddsa S N

3.5. ABRA. Kiils6 négyzetek eltiintetése

belsejében és a lekicsinyitett szakaszokat meghosszabbitjuk.
Ezt a szerkesztést a 3.6. abran lathatjuk. Ez a szerkesztés
akkor is haszndalhat6, ha egyszerre tobb N-be belemetszo
négyzetet akarunk felszamolni (bekdltoztetni az N belsejébe).

kicsinyités szakaszok
yitég X ” | |

d d
és eltolds nytijtasa | | |

3.6. ABRA. Metszd egységnégyzetek eltlintetése

e Tobb, ciklikusan egymést metszo négyzet esetén is novelhetd
az abran lathato négyzetek szama, ha egy négyzet belsejébe
koltoztetjiik a tobbi altal meghatarozott alakzat egy kicsi-
nyitett masat.

Az elébbi észrevételek alapjan vilagos, hogy ha egy alakzaton
keletkezo négyzetek szama maximalis, akkor az alakzat egy egységnyi
oldali négyzet, amelynek a tovabbi szakaszok egy felosztasat adjak.
fgy elégséges egy (dltaldban nem szabdlyos) rdcson megszamolni
a keletkezé négyzetek szamat, majd meghatarozni, hogy ez mikor
a lehetd legnagyobb. A szamlédlas egyetlen nehézsége, hogy egy
tetszoleges racson meg kell talalni azokat a mennyiségeket, amelyek
alapjan a négyzetek megszamlalhatok. Ha arra gondolunk, hogy az
alakzaton megjeleno racsvonalak helyét sziikséges egyértelmiien jelle-
mezni (pl. megrajzolds vagy programozasi célbdl), akkor lathato,
hogy érdemes az oldalakon keletkezo osztopontok zq,xs,...,1x; és
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Y1, Yo, - - .,y koordinatdit jelolni’. Ezekkel a koordinitakkal a racs
fEl ) ) <
Ty@ ®
51;3‘  J
Z,
A
! il ]
L > O o,
b % % 0% %

3.7. ABRA. Az osztopontok koordinatai

egy tetszoleges téglalapjardl eldonthetd, hogy négyzet vagy sem. Ha
a téglalap oldalainak tartéegyenesei az z, < z, és ys < ¥ ko-
ordinataju osztépontokon haladnak at, akkor annak sziikséges és
elégséges feltétele, hogy a vizsgalt téglalap négyzet:
Tg— Tp =Y — Ys.
fgy a koordinatak alapjan a négyzetek szamlélasa azt jelentené, hogy
az
X ={z,29,...,21} 6sY ={y1,92,. .., Yr}

halmazokban kiszamitjuk az osszes z, — z,, illetve y, — y, alakd
kiilonbséget, majd a kapott kiilonbségek kozti egyezéseket szamoljuk
meg. Példdul az X = {0,1/2,1} és Y = {0,1/2,1} esetén az X ele-
meibdl képezett kiilonbségek 1/2,1/2,1 és az Y elemeibél képezett
kiillonbségek 1/2,1/2,1, tehdt a lehetséges egyezések szdma 5 (az 1
csak az 1-gyel taldl, viszont mindenik 1/2 taldl a méasik halmazhoz
tartozo barmelyik 1/2-del). Ez mutatja, hogy ha a négyzetet az
oldalainak felezOpontjait 6sszekotd (az oldalakkal parhuzamos) egye-
nesek segitségével osztjuk fel, akkor 5 négyzet keletkezik. Mindez
persze nagyon nyakatekertnek tiinhet, de programozasi szempontbdl

4Az oldalakat is beleszdmolva van k, illetve [ szakaszunk, és a csicsokat is
osztépontnak tekintettiik.
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nézve egy miikodéképes algoritmus. A bizonyitashoz ezt az algorit-
must kovetni til bonyolultnak tiinik, ezért atalakitjuk. A z, — x, =
yr — ys feltétel ekvivalens az

xq+yszxp+yt

feltétellel, tehat elégséges az egyezéseket csak az x,+ys alaku Osszegek
kozt megvizsgalni. Ugy tinik, hogy akkor van a legtobb négyzet, ha a
legtobb egyezés megjelenik az x, + y, alaku osszegek kozt. Ez viszont
azt jelenti, hogy amikor az

X:{l'l,xQ,---,l'l}, Y:{ylvaa"'vyk}
halmazokbol megszerkesztjik az
X+Y ={z, 4yl <q¢<1,1<s<k}

halmazt, akkor az X + Y halmazban az elemek szama minimalis
kell legyen. Ez gyakorlatilag a bizonyitasok alapotlete. A pontossag
kedvéért érdemes részletesebben is megvizsgalni az egyes eseteket.

A 2. FELADAT MEGOLDASA. Elégséges a 4. feladatot p = 8ra
megoldani és ehhez elégséges az 5. feladatot megoldani a (0, 8), (1,7),
(2,6),(3,5) és (4,4) parokra.

A (4,4) esetben 0 = o1 < 29 < @3 < x4 < 5 < xg = 1 és
0=y1 <yo<ysz<wys<ys <ys = 1, tehat

O:x1+y1<x2+y1<x3+y1<x4+y1<x5—|—y1<x6+y1<

<X+ Yo < T+ Ys < Te+Ys < Te+Ys < Te+ Ys = 2.
Eszerint |X + Y| > 11. Ugyanakkor az x, + y, alakd Gsszegek kozt
az S; = x1 + y; Osszeg l-szer, az ss = xo + y; legfeljebb kétszer,
az s3 = x3 + y1 legfeljebb haromszor, és dltaldban az s, = x, + y,
1 < u < 6 osszeg legfeljebb u-szor szerepelhet. Hasonlé médon az
Se+v—1 = Te + Yy Osszeg legfeljebb (7 — v)-szer fordulhat eld, tehdt a
racson megjelené négyzetek szama legfeljebb

Cy+C5+C+C2+Ce+C2+Ci +C5 +C3 =55,

Ahhoz, hogy meghatérozzuk az Gsszes olyan alakzatot, amelyben a
négyzetek szama maximalis, azt is meg kell vizsgalnunk, hogy az elébbi
gondolatmenetben mikor lehetséges az, hogy mindenik 0sszeg a leheto
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legtobbszor jelenik meg. Az sq, s9, . . ., S Osszegek a [0, 1] intervallum-
ban vannak és az sg, s7, . . ., S11 0sszegek az [1, 2] intervallumban, tehét
ahhoz, hogy az x,+y; alaku 6sszegek az X +Y halmazban ne hozzanak
létre ijabb elemet a mar felsorolt 11 elemen kiviil, sziikséges az

{y2, Y3, Y1, ys } C {2, x3, 4,25}

feltétel. Hasonldan az is sziikséges, hogy

{x27 X3, 24, $5} g {92, Y3, Ya, y5}7

tehat x; = y;, 1 < ¢ < 6. Ugyanakkor az zo + x5 < x5 + x4 és igy
az To + x5 csak akkor lehet az eredetileg felsorolt 11 6sszeg kozt, ha
T9 + x5 < 1. Ebben az esetben viszont az xs + x1, o + X2, To + X3,
To + x4 és xo + x5 Osszegek xo és 1 kozt vannak. Emiatt ezek csak
akkor lehetnek az eredetileg felsorolt 11 elem kozt, ha z5 = 1 — w9,
Ty = T5— X9 =1 =209, 13 = 24 — 29 = 1 — 319 és x5 = 1 — 4y,
tehat xz; = y; = %, ha 1 <17 < 6. Ezekre a szamokra az alakzaton
megjeleno négyzetek szama valoban 55 és ez jelenti a k = [ = 4 esetén
a maximumot.

Ha k =3ésl =5, akkor 0 = 21 < 29 < 23 <2y <25 =168
0=y1 <yo<ys<ys<ys <Y < yr =1, tehdt

O=m+ty<mityp<zi+ys<z+ys <z +ys <
<mty<zit+y(=1)<zs+y2 <5+ Y3 <
<xstys < x5+ ys <5+ ys < T5+yr = 2.

Ez alapjan | X +Y| > 13. Ugyanakkor az x,+y, Osszegek kozt az z1+y,
legfeljebb u-szor jelenhet meg u < 4 esetén, 4-szer ha u € {5,6} és
5-szor ha u = 7. Hasonloképpen az x5 + y, Osszeg legfeljebb 1-szer

jelenhet meg v > 5 esetén és 6 — v-szer, ha 2 < v < 4. Eszerint a
négyzetek szama legfeljebb

Co+Ce+C:+Ci+Ci+C2+Ci + O3 + CF = 42.

Ezelisérhetéhaxi:yi:%,lgigélésyi:i%,f)gigf

Ezeknek az értékeknek megfelel6 alakzat lathaté a 3.8. abréan.
Hasonl6 gondolatmenet alapjan k£ = 2,1 = 6 esetén legtobb 24,

k=1,l =7 esetén legtobb 11 és k = 0,1 = 8 esetén legtobb 1 négyzet
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3.8. ABRA. A négyzetek maximélis szdma k = 3 és
[ =5 esetén

keletkezhet, tehat az abran lathaté négyzetek szama legfeljebb 55. Ezt
k =1 = 4 és az egyenl6kozi racs esetén kaphatjuk meg (lasd a 3.1.
abrat). O

A 3. FELADAT MEGOLDASA. Az elébbi bizonyitdshoz hasonléan
elégséges 0 < k < 4m — 4 és | = 4m — 4 — k esetén meghatarozni
a négyzetek maximalis szamat és utana ezeket a maximalis szamokat
Osszehasonlitani. Megismételve az elébbi gondolatmenetet, minden
rogzitett k.l esetén egyenletes felosztasra kapjuk a legtobb négyzetet

és amikor k,[ valtozik, akkor k = [ = 2m — 2 esetén van a legtobb

m(2m—1)(4m—1) A bi-
S E—

zonyitas részleteinek leirasat az olvasoéra bizzuk. U

négyzet. Ebben az esetben a négyzetek szama

A 4. FELADAT MEGOLDASA. Ha p = 2w, w € N a legtobb
négyzet k = | = w és egyenletes felosztas esetén jelenik meg. Ekkor

a négyzetek szdma (w+1)(w22)(2w+3)' Hap=2w+1, w € N, a legtobb
négyzet k = w, | = w + 1 esetén jelenik meg az z; = y; = 5};12,
1 <1 < w+ 1, illetve y; = ;;12,1 > w41 és xpy; = 1
osztopontokban huzott egyenesekre. Ebben az esetben a négyzetek
(w+1)(2w62+10w+6) ‘ N

szama

A7 5. FELADAT MEGOLDASA. Ha k < [, akkor a legtobb négyzet

T =Y = %’ 1<i1<k+2ésy; = ;'jr—},iz k + 2 esetén jelenik meg.
k=1

Ebben az esetben a négyzetek szama wf“)—i— Zo(k—j)(l-ﬂ—j)_ O
‘7:
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A7 1. FELADAT MEGOLDASA. A 2. feladat megolddsa alapjan
lathato, hogy legfeljebb 55 négyzet jelenhet meg az abran. Masrészt
nem minden n < 55 esetén létezik olyan alakzat, amelyen pontosan
n négyzet jelenik meg. A 2. feladat megoldasdban hasznalt gondo-
latmenethez hasonléan igazolhatd, hogy nem létezik olyan alakzat,
amelyen n négyzet lathatd, ha 47 < n < 55 vagy 44 < n < 47. Az
n tobbi értékére a mellékletben talalhato abrak tartalmaznak egy-egy
megoldast. O

4. Tapasztalatok, kovetkeztetések

e A bevezetében emlitett foglalkozast tobb didkcsoporttal is
kiviteleztiik. Voltak foglalkozasaink kozépiskolds didkokkal,
egyetemi hallgatokkal és vegyes (didk+egyetemi hallgatd) cso-
portokkal is. Kiprobaltuk hagyoméanyos osztalyban is és
tehetséggondozd tdborban is (pl. SimpleX Tehetséggonozd
tabor, Torockd, 2010 junius). Legtobb foglalkozason a didkok
az 1. feladat egy részét oldottak meg és megfogalmaztak a
2., 3., 6. feladatokat, esetleg tovabbi problémékat. Az esetek
nagy részében rajottek a megfeleld jelolések fontossagara, de
nem vették észre, hogy az X + Y halmazzal érdemes dolgoz-
ni. Egy kis segitséggel viszont meg tudtak taldlni az X +Y
szamossaganak alsé korlatjat és ennek segitségével a megfelelo
alakzatokat is.

e A megfogalmazott problémak tiikrozik a kivancsisagvezérelt
matematika oktatds egyik sarkalatos problémajat: megfelelo
kornyezetben a didkok nagyon sokrétii, érdekes, esetleg
bonyolult vagy megoldhatatlan feladatot fogalmaznak meg.
Ez a kivancsisag megnyilvanulasanak természetes modja.
Altalaban a didkok sokkal tbb feladatot megfogalmaznak,
mint amennyit meg tudnak oldani, vagy esetleg, mint ameny-
nyit a tanar meg tud oldani (és persze arrdl se feledkezziink
meg, hogy az ido is korlatos, tehat sok feladat megoldasara
id6hidny miatt nem is keriilhet sor). Emiatt egy ilyen
tevékenység soran mas a tanar szerepe, mint a hagyomanyos,
nagyrészt frontalis tevékenységek soran. A tandrnak az
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alaposabban tanulmanyozand6 feladat kivalasztasaban kell
segitséget nyujtania, ezért fontos, hogy neki is legyen tapasz-
talata az ilyen jellegli tevékenységekben. A tapasztalat
azért is lényeges, hogy a szélsGségeket (tul egyszerii vagy
tul bonyolult probléma) elkeriiljiikk. Gyakran eléfordul, hogy
az osztalyban teljesen més problémdak keriilnek el6térbe,
mint amit a tanar elére kigondolt. Eppen ezért nehéz
tanari feladat a tanulasi kornyezet, a probléma megvélasztasa
is. Egy jél megtervezett problémakornyezetben majd-
nem mindig felmeriilnek azok a problémék is, amelyeket
érdemes tanulmanyozni (példaul a legtobb négyzetet tartal-
maz6 alakzat).

o A feladatok megoldasat elemezve lathatjuk, hogy a kovetkezo
lényegi 1épéseket hajtottuk végre:

— megfogalmaztuk a geometriai feladatot, sajatos eseteket,
részproblémakat fogalmaztunk meg;

— létrehoztunk egy algebrai modellt (bevezettik a
megfelel6 véltozdkat és az X + Y halmazt);

— az algebrai modellben megoldottuk a problémat
(meghatédroztuk, hogy az X + Y halmaznak mikor van a
legkevesebb eleme);

— az algebrai modellbol szarmazé megoldas alapjan
megoldottuk az eredeti geometriai feladatot is.

Ez nagyon hasonlit a modellezés Blum-féle modelljére (lasd
[10]), ahol el6bb létrehozunk egy helyzeti modellt, majd
egy matematikai modellt, megoldjuk a matematikai mo-
dellt és végiil a modellbol szarmazé megoldas alapjan a
helyzeti modellben megjelent kérdésre (vagy esetleg az ere-
deti problémaéra) adunk vélaszt. Ez a hasonlésdag arra utal,
hogy a problémamegoldas kozben is aktivalhatjuk ugyana-
zokat a mechanizmusokat, mint a modellezési tevékenységek
soran. Kz természetesen a megoldandé feladatok jellegétol
fiigg.

o A vegyes (didk+-egyetemi hallgaté) csapatokban valé munka
nagyon hasznos az egyetemi hallgatok szempontjabdl, hisz
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6k jovenddbeli tandrként is atélik a helyzetet. Ez segit
nekik a lezajlo jelenségek, a szerepek megértésében, a
f6 problémak letisztazasaban, a didkok gondolkodasanak
megértésében.  Mivel ugyanahhoz a csapathoz tartoznak,
a didkok sokkal kommunikativabbak az egyetemista (vagy
esetleg tandr) csapattdrssal, mint mdas esetekben.  Ez
mindkét félnek elényos lehet, hisz kialakithat egy masfajta
egyiittmiikodést, mint amit a hagyomanyos tanérakon tapasz-
talunk. Meggy6zodésiink, hogy néha érdemes vegyes
(egyetemista+didk vagy tandr-+didk) csapatokban is dolgoz-
ni, esetleg tobb szaktanar részvételével.

Az 1., 2. és a 6. feladat sajatos eseteit majd-
nem minden csoport megfogalmazta és sikerilt részleges
megoldasokat adniuk vagy sejtéseket megfogalmazniuk a
megoldasra vonatkozdan. A hagyomanyos érak keretén beliil
ez tobb problémét is felvetne, hisz altaldban a megfogal-
mazott feladatok nagyon kevés részét oldottak meg telje-
sen, tehat szigori eredménycentrikussiag esetén a hatasfok
viszonylag alacsonynak mondhaté (megfogalmaznak 10 fe-
ladatot és megoldanak 1-et). Masrészt az egyes alakza-
tokon megjelen6 négyzetek megszamlalasa nagyon jé alkalom
a szamlalasi technikdk gyakorldséra, tokéletesitésére (min-
den csapat megvizsgéalta a tobbi csapat abrait és eldontotte,
hogy azok helyesek vagy sem). A tevékenység sordn a
didkok teljesen természetes médon oldanak meg a tananyag-
ban is el6fordulé feladatokat (négyzetek megszdmlaldsa egy
szabalyos téglalaprdcson), rdadasul néha a megvéltoztatott
kornyezet egészen més jellegi megoldasokat eredményez.
Gondoljuk végig, hogy az 5 x 5-6s tablan lathatd négyzeteket
altaldban a méretiikk szerint szoktuk oOsszeszamlalni és igy
kapjuk az

12 422 + 32 + 4% + 5 = 55
négyzetet. A foglalkozasok soran gyakorlatilag két teljesen
mas szamlalasi technika jelent meg. Ugyanakkor az a tény,
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hogy a problémat részlegesen meg tudjik oldani, és a helyes
megoldast megsejtik, a legtobb didkban olyan kognitiv disz-
szonancidt ([11]) eredményez, ami stimuldlé hatdssal van a
megoldas késébbi megbeszélése soran.

e A romaniai matematika tanterv az utébbi néhdny évben
teljes szemléletvaltason ment at. Az eredetileg majd-
nem kizardlag tartalomorientalt tanterv ma mar kompeten-
ciafejlesztésre koncentral, diakcentrikus igyekszik lenni és
kiilon kihangsulyozza, hogy a kivancsisagvezérelt oktatast
kell el6térbe helyezni (lasd példdul a 2006-ban jévahagyott
12.  osztélyos tantervet vagy az 5-8 osztaly teljes tan-
tervét). Természetesen ez a tartalmak, a tevékenységek
atgondolasa nélkiil lehetetlen és a tartalmak atszervezése kello
tapasztalat nélkil hidbavald, esetleg karos. Az eddigi tevé-
kenységeink (lasd [2], [4]) alapjan allithatjuk, hogy a tel-
jes tanterv atstrukturalhato dgy, hogy a kivancsisagvezérelt
szemléletmdd érvényesiilhessen. Az atszervezés egyik leg-
nagyobb veszélye, hogy a lényeg pont gy elvesztodhet
az 1j tanterv/tanrend szerint is, mint a régi tanterv,
szemléletméd szerint. S6t, a nem teljesen hagyoményos
oktatasszervezés soran a tanar személyisége, rugalmassaga,
talalékonysaga, esetleges szakmai hianyossagai sokkal inkabb
el6térbe keriilnek, mint a hagyomanyos, nagyrészt frontalis
oktatasra alapozott tanitasban, ezért nagy a veszélye annak,
hogy az 1ij szemléletre alapozott oktatas az elején sokkal ala-
csonyabb hatékonysagot mutasson.
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MELLEKLET
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IV. FEJEZET
ALAPMUVELETEK

1. Ertjiik vagy tudjuk

Az elemi és az altalanos iskoldban tanitott matematika egyik
alapvetd célkitlizése a szamokkal (természetes, egész, raciondlis)
végzett miveletek tulajdonsagainak az elsajatitasa, a miiveletek
elvégzésére vonatkozd algoritmusok begyakorldsa és a szamolasi
készség funkciondlisan integralt szintre valo fejlesztése. Ennek a célnak
az elérésére gyakran kész algoritmusokat tanitanak a didkoknak. Az
Osszeadas, a kivonas, a szorzas, az osztds, a gyokvonds a tananyag-
ban mint megtanitandé algoritmus (vagy szabdly) jelenik meg. En-
nek természetesen van elonye is, mert aki gyorsan megérti, atlatja és
kevés gyakorlassal elsajatitja a sziikséges technikakat, az fontosabb
dolgokkal foglalkozhat. Ezt az elonyt az esetek nagy részében sajnos
nem sikeriil kiaknédzni. Ugyanakkor van néhany negativ vetiilet is: a
legtobb didknak a matematikarél hamis képe alakulhat ki, hisz nem
értheti, hogy a matematika nemcsak a végeredményt jelenti (a kész
algoritmust, a szabdlyt, a tételeket, a fogalmakat), hanem a matema-
tikai tevékenységet is magaba foglalja, amelynek végeredményeként
a késztermékek megjelennek; a masik igen fontos negativ vetiilet az,
hogy ezzel a mddszerrel gyakorlatilag a dolgok technikai oldalara kon-
centralunk és a gondolatisagot majdnem szamiizziik, holott a formélis
aspektusok (a miiveletek végzése, a roviditett szamitasi képletek stb.)
elsajatitasa nem garantalja a gondolkodasi mechanizmusok fejlédését.
A gondolkodasi mechanizmusok, altalanos kognitiv sémak fejlesztésére
is koncentralnunk kell. Ennek a legegyszeriibb mdédja, hogy nemcsak
azt mutatjuk meg, hogy hogyan miikodnek az algoritmusok és mire
jok, hanem azt is, hogy miért miikédnek gy, ahogyan miikédnek. Ha
nem ezt tessziik, akkor a didkjaink a legjobb esetben is csak tudni
fogjak azt, amit tanitunk, és altalaban nem fogjak érteni. Ebben a fe-
jezetben az alapmiiveletekre vonatkozo algoritmusokat prébaljuk ijra
Hfelfedezni” | konkrét targyi tevékenységekre épitve.

T
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2. Feladatok

Mindvégig sziikséglink van néhany (3-4) kiilénboz6 tipusi targyra
ugy, hogy a tipusokon belil legyen eléggé sok azonos téargy.
Hasznalhatunk kiilonb6z6 szinti paszulyszemeket, vagy cukorkakat,
gombokat, papircsikokat stb. Megallapodas szerint kivalasztjuk, hogy
melyik targy (szimbd6lum) jeloli az egyeseket, melyik a tizeseket,
melyik a szazasokat, ezreseket, illetve a tizezreseket és a foglalkozasok
soran a szamokat a targyakkal reprezentdljuk. Az egyszertiség
kedvéért mi a leirdsban szimbélumokat hasznalunk, a fotékon lathato,
hogy didkjainkkal tartott foglalkozasokon szines papircsikokat vagy
kisgyerekeknek gyartott szines miianyag gombocskékat hasznaltunk.
A 9. tédblazatban az altalunk hasznélt szimbolumok és a nekik megfe-
lel6 szamértékek lathatok.

SzzimértékH 1 10 100 1000 10000

Szimbdlum H O O A \V4 O
9. TABLAZAT. Szimbdlumok és szamértékiik

Alapfeladatként érdemes a tizedes reprezentaciot gyakorolni. En-
nek érdekében rakassunk ki a meglévo targyak segitségével kiillonbozo
mennyiségeket. Példaul:

1. Feladat. Rakjuk ki a 12,23, 38,49, 52,98, 124,342,891, 1871 és
12321 szamoknak megfelel6 mennyiségeket a targyak (szimbdlumok)
segitségével.

Ennek a gyakorlatnak az a f6 célja, hogy a didkok érzékeljék
az abrazolasi lehetéségeket, lassak be, hogy az adott targyakbdl a
legkevesebb darabot hasznalé abrazolas épp a tizedes reprezenticio.
Ha erre maguktol nem jonnek ra, akkor érdemes a kovetkezohoz ha-
sonlo feladatokat is adni:

2. Feladat. Hany kiilonboz6é modon abrazolhatd a rogzitett szim-
bolumok segitségével a 247 Hat a 1327

Az elso feladat néhany esetének lehetséges megoldédsaibdl tartalmaz
egy parat a 10. tablazat. Lathato, hogy ugyanazt a szamot altaldban
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tobbféle modon is abrazolhatjuk, és egy lehetséges dbrazolasbol egy
masikat ugy kaphatunk, ha a targyakat bevaltjuk: tobb kisebb értékiit
nagyobb értékiire, vagy egy nagyobb értékiit tobb kisebb értékiire.

Mennyiség H Abrézolés szimbélumokkal

12 |[O0O0000000000
[B00

23 000000000000
0000000000

IDO00000000O0000
100000
38 00000000000

124 | AD0O0OOO
312 || AAADODOQO O

1871 || VAAAAAAAADDOOOOOO

12321 || OVVAAADOO
10. TABLAZAT. Mennyiségek reprezentaldsa targyak-
kal vagy szimbdélumokkal

A szimbdlumokkal valé reprezentdciot hasznélva értelmezhetjik
az Osszeadast, a kivondst, a szorzast és az Osszeadast. Célunk
az, hogy a targyi miiveletek szintjérdl eljussunk a hatékony algo-
ritmusokig. Els6 fazisban mindenféle algoritmus ismerete nélkiil, a
reprezentaciok segitségével végezziink alapmiiveleteket (Gsszeaddst,
kivondst, szorzast, osztast). A kovetkezd fazisban a szimbdélumokkal
végzett miiveleteket kovessiik 1épésrol 1épésre végig szamokkal is, majd
prébaljunk altalanos esetben is hasznalhato algoritmust megfogal-
mazni, amely csak a szamjegyekkel valé reprezentaciét hasznalja.

Megjegyzés. Erdemes csoportmunkédban megszervezni a feladatok
megoldasat és a kiilonboz6é csoportoknak kiilonbozé miiveletet adni
alapfeladatként, majd mozaik mddszerrel megosztani a tapasztala-
tokat.
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3. Feladat. Végezziik el a szimbolumokkal val6 reprezentécié alapjan
a kovetkez6 miiveleteket:

a) 14+39; b)36+87;, ¢) 168 + 277 + 59;
d) 246 — 98; ) 526 — 349; f) 1001 — 213

MEGOLDAS. a) Elsé 1épésként reprezentdljuk a szamokat a szim-
bolumok segitségével.

14 ~ O000O
39 ~ 000000000000,

tehat ha osszeadjuk a 14-et és a 39-cet, akkor az Osszeg reprezentaldsa

DO O 000000000000

Ebben a reprezentdlasban 10-nél tobb 1-es van, tehat 10 darab 1-est
kicserélhetiink egy 10-esre, és igy az eredmény

OOood O OO0,
vagyis b3. Tehat 14 + 39 = 53.

Megjegyzés. Fontos, hogy az elején a targyakkal (szimbdlumokkal)
végezziik a miiveleteket és az eredményt a konkrét reprezentaciobdl
olvassuk le.

b) Az &sszeadanddk reprezentalasa

36 ~ OOOOOOOO é

87 ~ OO00ODOOCDOOO0OO0O000,
tehat

36487 ~ O00000000000000000000000.

Lathaté, hogy az atvaltasokat kezdhetnénk el6lrdl is. Atvélthatunk
10 tizest egy szazasra, utana 10 egyest egy tizesre. Az eredmény
reprezentacioja tehat

AOO O OO,
vagyis 36 + 87 = 123. Természetesen ugyanezt az eredményt kapjuk
akkor is, ha elébb az egyeseket valtjuk at tizesre, majd a tizeseket
szazasra.
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c¢) Az Osszeadanddk reprezentaldsa

168 ~ ADODCOOOOOOO0000,
M7~ AADOOOOOOO0OOO0000 és
5 ~ DOODO0OOOO00O0O0O00,

tehat

168 +2774+59 ~ AAA
I O |

OO0000OO0OOO
0000000000
0000

Ha atvaltunk 10 darab 10-est egy 100-asra és 20 darab 1-est két 10-
esre, akkor az eredmény reprezentacioja

168 + 2774+ 59 ~ AAAA
I

0000

Ez még mindig nem a legegyszeriibb, tehat ismét be kell valtani 10
darab 10-est egy 100-asra. Igy az eredmény

1684+277+59 ~ AAAAAOOOOQ,

vagyis 168+ 277459 = 504. Lathatd, hogy az atvaltasokat tetszoleges
sorrendben is végezhetjiikk, mindig ugyanahhoz az eredményhez ju-
tunk. Ha azt szeretnénk, hogy egyetlen tipust se kelljen egynél
tobbszor valtani, akkor érdemes az egyesekkel kezdeni, aztan a
tizesekkel és igy tovabb. Ez gyakorlatilag az 0sszeadasi algoritmust
eredményezi, ha leirjuk szamjegyekkel is.

d) A 246 egy lehetséges reprezentécidja AACDOOOOOOOOO
és ebbdl kellene elvenni 98-at, azaz JOOIOOOOOO O O O O O
O O (O-at. Mivel 246 reprezentaciéjaban nincs annyi (), mint 98
reprezentaciojaban, érdemes egy nagyobb egységet felvaltani. Tehat
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egy [D-et felvdltunk 10 darab (O)-re. fgy a

AAOOOOOO0O0000000O00O0000

szambdl kell elvenniink OOOOOOOO00 O OO OO O O O-at. Az
egyeseket el is vehetjiik, tehat a tovabbiakban a

AADOOOOO0O0O0O00O0

szambdl kell elvenni OOOOIOOOO-et. Mivel nincs elégséges 10-es
abban a reprezentacioban, amibdl kivonunk, atvaltunk egy 100-ast. A

ADODODOODOOC0O00 O O OO0 OO0 00O
szambol elvehetjiik a OOOOOOOO-et és az eredmény

A0 OO0 OO0000OO0,

vagyis az eredmény 148. Lathatd, hogy a kivonas ismét kivitelezhetd
tobb médon, atvalthattuk volna elobb a szazast és csak a végén a
tizest, sot atvalthatunk egy szazast egyesekre, majd visszavaltjuk a
folosleget. Ha viszont a legkevesebb lépésben szeretnénk elérni az
eredményt, és egy lépésben az eredmény egy szamjegyét meg szeret-
nénk hatarozni, akkor érdemes ismét az egyesektdl kezdeni és min-
den lépésben eggyel nagyobb nagysdgrendii elemekkel (targyak, szim-
bélumok vagy szamjegyek) dolgozni. FEz vezet el a kivonds ismert
algoritmusahoz.

e) Az 526 — 349 kivondst most szamjegyekkel {rjuk le, de mindvégig
a reprezentaciokkal végzett miveletekre gondolunk. Az 526-ban csak
6 darab 1-es van és ebbdl nem lehet elvenni a 9-cet, tehat egy tizest
atvaltunk és a 16 egyeshdl elvessziik a 9-cet. fgy marad 7 egyes és ez
az eredményben megadja az egyesek szamat. A maradék 5 szazasbol
és 1 tizesbdl el kell venniink 4 tizest és 3 szazast. Emiatt elvaltunk
egy szazast tizesekbe és a 11 tizesbol elvessziik a 4 tizest. A maradék
7 tizes az eredményben a tizesek szamat adja. A maradék 4 szazasbol
elvessziik a 3 szazast és 1 szazast kapunk, tehat az eredmény 177.

f) Az 1001 — 213 kivonésnél az 1001 reprezentacidjaban szerepld
ezrest kell felbontanunk tgy, hogy legyen legalabb 10 egyes. Ezt az
1000 =10-100 =9-100+10-10=9-100+9 - 104+ 10 = 990 + 10
felbontédssal kapjuk (elébb felbontjuk 10 darab 100-asra, majd egy
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szézast tovabb bontunk 10 tizesre és egy tizest egyesekre bontunk).
Igy a 99(11) — 213 kivonast kell elvégezni, ahol a zérGjel azt fejezi ki,
hogy 11 darab egyes van. Ez ekvivalens a 998 —210 kivonassal, aminek
az eredménye 788. O

Megjegyzés. Az elobbi miiveletek elvégzése arra volt j6, hogy
megértsiik az Osszeadds és a kivonds elvégzésének lépéseit. Ezt
érdemes tevékenységként végrehajtani és hagyni, hogy a diakok ele-
mezzék a lehetOségeiket, esetleg annyi példat adni nekik, ameny-
nyi meggy6zi Eket, hogy az ismert algoritmus (amelyet sok eset-
ben a didkok maguk is felfedeznek a tevékenység sordn) val6ban a
lehetd leghatékonyabb. FEzzel egy éltalanos matematikai elv mii-
kodését is megmutatjuk, ez a matematikanak a belso tisztasag és
rend igénye, amely szerint minden probléméra érdemes a legegy-
szertibb, ugyanakkor a legaltalanosabb megoldast adni. Ez a diakok
szamara egy olyan fontos stratégiai tanulsig lehet a tovabbiakra
vonatkozoan, amely nem lenne lathato a kész algoritmusok kizaroélagos
megtanitasaval. Mindezt csak azért hangsilyozzuk ki, mert tanarként
pontosan tudataban kell lenniink annak, hogy az altalunk valasztott
modszerek milyen masodlagos informaciét kozvetitenek az elsédleges
targyi tartalmon tul. Hosszi tavon ugyanis ezek a masodlagos in-
formaciok nagy mértékben hozzajarulnak a gondolkodasi mechanizmu-
sok fejlodéséhez, a véleményalkotashoz. A kivancsisagvezérelt oktatds
egyik alapveto triikkje, hogy valamilyen konkrét tevékenység soran
olyan, kezdetben masodlagosnak mindsithetd jelenségek véljanak
lathatéva, amelyek tovabbi kérdések, motivaciok forrasat alkotjak.
Olyan ez, mint a tdirazas, nemcsak a végcél a fontos, gyakran menet
kozben fedezziik fel a szép helyeket.

A kovetkez6 két feladat az osztas és a szorzas algoritmusanak
felfedezését célozza meg.

4. Feladat. A szamok reprezentacidit hasznalva végezziik el a
kovetkezé osztasokat, majd ez alapjan fogalmazzunk meg egy
altalanos algoritmust az osztas elvégzésére:

a) 96:3; b) 385:7; «c¢) 4164:12; d) 24123:43.
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MEGOLDAS. a) A 96 reprezenticidja

000000000000 000

és ezt kell 3 egyforma csoportba osztani. Ezt elérhetjiik, ha
atrendezziik a szimbolumokat:

0000 O
0000 O
bod o O,

tehat az eredmény 32.

b) Az osztéds kivitelezhetd lenne tgy is, hogy mindent &tvaltunk
egyesekre és azokat rakosgatjuk szét 7 csoportba. Ez azonban
eléggé sok id6t venne igénybe. Ha arra toreksziink, hogy minél
kevesebb lépést hajtsunk végre, akkor érdemes minél nagyobb darabok
szétosztasaval kezdeni, vagyis az osztast el6lrél érdemes végrehajtani.
A 385 egy reprezentacidja AAAOOOOOOCOO O O O OO és a3
haromszoget nem lehet 7 egyforma csoportba rakni, ezért atvaltjuk
Oket négyzetekre. fgy 38 négyzetiink és 5 koriink lesz. Ezekbdl
kialakithatunk 7 egyforma csoportot ugy, hogy elébb elrendeziink a
négyzetekbol, amennyit csak lehet, a tobbit atvaltjuk és aztan az egye-
sekbdl is kialakitjuk a 7 egyforma csoportot. Elso lépésben a

OO000
Oo000
Oo000
Oo000 0000 O OO0
Oo000
00000
OO000

konfiguracidhoz jutunk, majd az atvaltas utan kialakithatjuk a 7
egyforma csoportot és leolvashatjuk a végeredményt. Ezek alapjan
385 : 7 = 55. Természetesen a csoportok kialakithatok az egyesektol
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kezdve is, csak tobbszor kell tizest atvaltani egyesekre és ha az osztas
nem végezheto el maradék nélkiil, akkor sokkal hosszadalmasabb lehet.

([ [ OO0O0O0O0O
([ [ OO0O0O0O0O
I [ OO0O0O00O
([ OO0O0O0O
([ OO0O0O00O
([ OO0O0O0O0O
([ OO0O0O00O

c) A 12 reprezentaciéja O O (), ennek a 10-szerese AQO, és a
szazszorosa VAA, tehat a 4164-nek a VVVVADOOOOCD OO OO
reprezentaciéjabol kiindulva elégséges lenne a [0 () (), AL, illetve
VAN alaki csoportokat kialakitani. Lathat6, hogy harom VAA
alakud csoport levalaszthatd és marad

ANAANNAODOOOOO0 O O O O.
Ebbol kialakithaté 4 darab AU alakd csoport és marad még
00000000 O O O O.

Egy négyzet atvaltasaval kialakithaté 7 darab O () (O alaki csoport,
tehat a 4164-et felirtuk

300-12+440-1247-12

alakban. Emiatt az osztas eredménye 300+ 40+ 7 = 347. A csoportok
kialakitasdanak menete a kovetkezo:

VVV VVV AAA
VVVVA TAVAVA AAA OO0
OOO000 AAA JAVAVANIRI [
OO 00O AAANAADOOOOO AN

O000 OO 00O
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VVV AAL VVV AAAA
iii ggg A ooon VYV AAAA OO
AAA OOOO AAADOOO OO
o AAA OOOO OO
DO00000000 I —
OO0O OO000O
VVV AAAA OO
AAA OOOO OO VVV AAAA OOOOOOO
ANATDOOD OO 44400 0000000
Ooooo AAADTOOO0 OO0OO0O00O00
0]00]0l0]0l0]0]00)

A végeredmény az utolsé abrardl olvashatd le.

d) Ezt az osztast az el6bbi elgondoléds alapjan hajtjuk végre, csak
nem a szimbdlumokkal irjuk le, hanem szamokkal. A 43000 nagyobb,
mint az osztando, ezért csak a 4300 tobbszoroseit alakitjuk ki az elso
lépésben. 6 ilyen csoport mar tobb lenne, mint az osztandé, ezért 5
ilyen csoportot alakitunk ki. Ez utan a 24123 — 5 - 4300 = 2623-at
kell tovabb osztanunk. Ebbol a 430 tobbszoroseit alakitjuk ki. Itt
kialakithato 6 csoport, mivel 6 - 430 = 2580 < 2623, tehat marad
még 2623 — 2580 = 43. fgy gyakorlatilag a 24123 szamot eléallitottuk
5-430046-430+1-43 =500 - 43 + 60 - 43 4+ 1 - 43 alakban, tehat az
osztas végeredménye 500+ 60+ 1 = 561. Ezek a 1épések mar az ismert
osztasi algoritmus lépései, ha megfeleléen irjuk le. U

Megjegyzések. 1. Az osztdsnak ez a konkrét targyi elvégzése
egyértelmiien elvezet a maradékos osztas tételéhez is.

2. A kivitelezésnél gyakorlatilag nincs sziikség a szorzasra, csak
az osztonak a 10,100, 1000, ...-szeresét kell ismerniink, a csoportok
kialakithatok ismételt kivonassal is. A szorzas hasznalata arra jo,
hogy a lépések szamat lecsokkentsiik.

5. Feladat. A szamok reprezenticidit hasznalva, végezziikk el a
kovetkez6 szorzasokat, majd ez alapjan fogalmazzunk meg egy
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altaldnos algoritmust a szorzas elvégzésére:

a) 5-6; b) 14-4; ¢)34-23; d) 256-23; e) 214 -321.

MEGOLDAS. A hat reprezentdcidja O O O O OQ), tehat az 5 -6
reprezentacioja
O0000O0
O00000
O00000
OO0O00OO0O
OO0000OO0.

Az eredményt leolvashatjuk tgy is, hogy megszamoljuk a kordcskéket,
de gy is, hogy atirjuk egyszertibb reprezentéaciéra (atvaltjuk, amit at
lehet). fgy a OO reprezentaciot kapjuk, tehat az eredmény 30.

b) A 14 - 4 ugyanannyi, mint a 4 - 14, hisz ha kirakunk 14-szer
4 koroeskét (14 sor és 4 oszlop formajaban), az ugyanannyi, mintha
4-szer raktunk volna ki 14-et (4 oszlop és 14 sor alakjdban). A 14
reprezentaciéja 0 (O O O O, tehat a 4 - 14 reprezentacidja

ODO0O00O
ODoO00O
DoO000O

ODOOOO.

Az egyeseket atvaltva kapunk még egy [J-et és hat (O-t, igy az
eredmény reprezentacidja

Dooo O 00000,

vagyis az eredmény 56. Lathato, hogy az atvaltashoz kiszamoltuk a
korocskék szamat, vagyis 4-4 = 16-ot és a 6-os adta az egyesek szamat
az eredményben, az 1-et pedig hozzdadtuk a tizesek szdamahoz (4 - 1-
hez).

c) A 34 - 23 kiszdmitdasdhoz a 23-at kellene 34-szer lefrni és
atvéltasok sorozataval leolvasni az eredményt. Kzt kellene minél
egyszeriibben elvégezni. A 23 reprezentacidja DO (OO . Ha minden
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szimbolumot eggyel nagyobb nagysagrendiire valtunk, akkor a szam
tizszeresét kapjuk, tehat a 10 - 23 = 230 reprezentaciéja AADCO. A
34 felirhato 3 - 10 + 4 alakban, tehdt az eredmény harom AADOC
csoportbdl és 4 darab OO O) OO csoportbdl all. Igy az eredmény
reprezentaciéja

AA0O00

AA000

AAOOO

oo 00
oo 00
oo 00
000 00.

Ezt a reprezentaciot egyszerisitjiikk, amennyire csak lehet. Elébb 10
kort atvaltunk egy négyzetre és a maradék 2 kort lefrjuk. 10 négyzetet
atvaltunk haromszogre és a maradék 8-at lefrjuk, majd lefrjuk a 7
haromszoget is. fgy az eredmény reprezentacidja

JAVAVAVAVAVAVNE R R RN R EIQIO}

tehat az eredmény 782.

d) A 256 - 23 helyett a 23 - 256-ot reprezentaljuk. A 256
reprezentaciéja AAUOOOO O O O O O O, tehat a tizszerese
VVAAAAADDOOOO, igy az eredmény egy reprezentacidja

VVAAAAADOOOOO
VVAAAAADOOOOO

AACOOODOOO0O00
AACOOOOD OO O0O00
AACOOOODO OO0 00.

Az atvaltasokat elvégezve az eredmény reprezentacidja

VVVVVAAAAAAAADOOOOOOO0 O O OO OO 00,



Fotok&videdk

ALAPMUVELETEK 89

tehat az eredmény 5H888. Lathato, hogy gyakorlatilag a 3 - 256 és a
225610 szorzasokat végeztiik el. Ha el6bb ezeket kiszamitjuk (elébb
csoportokon beliil végezziik az dtvaltdsokat), akkor az eredmény egy
reprezentaciéja

\VAVAVAVAV/ANE I
JAVAVAVAVAVAVANR R N N N EIQIOI0I0I0I0I0]0)

alakt és innen szinén az 5888 végeredményt kapjuk. Szamjegyekkel
lefrva lathato, hogy a 3-256+2-2560 = 768+ 5120 = 5888 miiveleteket
végeztiik el. Ez lathaté modon az ismert szorzasi algoritmushoz vezet.

e) Elvégezziik a 214 - 3 = 642, a 214 - 2 = 428 és a 214 - 1 = 214
szorzasokat, majd Osszeadjuk a 64200, 4280 és a 214 szamokat. Az
eredmény 68694. U

Megjegyzés. A tevékenységek soran a didkok gyakran az el6lrol valo
szorzast fedezik fel.

3. A roviditett szamitasi képletek képi megjelenitése

Ebben a paragrafusban néhédny abrat készitiink el, amelyek
segithetik a didkokat a miértek tisztazasaban és a roviditett szamitési
képletek megjegyzésében. Az abrak koziil néhanyat maguk a didkok
is képesek felfedezni, ezért érdemes olyan foglalkozasokat szervezni
a roviditett szamitasi képletek tanitasa elott, amelyek a kiilonbozo
képletek abrazolasanak felfedezésére iranyulnak.

6. Feladat. Abraizoljuk egy abrdn az a?, a b® és az (a + b)? meny-
nyiségeket, ha a,b > 0.

7. Feladat. Abrézoljuk egy dbran az a®, a b?, a ¢ és az (a + b+ c)?
mennyiségeket, ha a,b,c > 0.

8. Feladat. Abrézoljuk egy abrén az a2, a b2, a ¢2, a d2 és az (a+b+
¢ + d)? mennyiségeket, ha a,b,c,d > 0.

9. Feladat. Szemléltessiik az a®, a b és az (a+b)® mennyiségeket, ha

a,b> 0.

10. Feladat. Szemléltessiik az a®, a b3, a ¢® és az (a + b+ ¢)® mennyi-
ségeket, ha a,b,c > 0.
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11. Feladat. Bontsuk tényezokre geometria dbrazolds segitségével az
a? — b? kifejezést, ha a > b > 0.
12. Feladat. Szemléltessiik az a®> + b®> + ¢ > ab + bc + ca

egyenldtlenséget, a, b, c > 0 esetén.

13. Feladat. Szemléltessiik az a® + b® + ¢® > 3abc egyenlStlenséget,
a,b,c > 0 esetén.

A 6. FELADAT MEGOLDASA. Egy a+b oldalhosszisagt négyzetet
feldarabolunk tgy, hogy keletkezzen egy a és egy b oldalhosszisagu
négyzet. Ennek egy lehetséges modja a 4.1. dbran lathaté. A darabok

a b
bl ab b’ b
a a? ab a
a b

4.1. ABRA. (a+b)? = a2+ b+ 2ab

teriilete rendre a2, b%, ab, ba, és az eredeti négyzet teriilete egyenld a
darabok teriiletével, tehat (a + b)* = a® + b* + 2ab. O

A 7. FELADAT MEGOLDASA. Az a+b+c oldalhosszisigi négyzet
oldalait felosztjuk a,b és ¢ hosszisagu szakaszokra a 4.2 abranak
megfeleloen és a megfelel6 osztopontokat osszekotjik. A kapott 9 kis
téglalap teriiletének az Gsszege az eredeti négyzet tertiletét adja, tehat
megkapjuk az

(a+b+c)*=a*+b*+ 4+ 2ab + 2bc + 2ca
Osszefliggést. O

A 8. FELADAT MEGOLDASA. Akdrcsak az el6bbi két feladat
esetében az a + b + ¢ + d oldalhosszusagu négyzet oldalait felosztjuk
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a b c
el ac be c? |c
bl ab b2 be b
a a? ab ac |a
a b c

4.2. ABRA. (a+b+¢)? =a?+ b + A+ 2ab + 2be + 2ca
a,b,c és d hosszusagu szakaszokra a 4.3. abranak megfelelden és a
megfelel6 osztopontokat Osszekotjiik. Ha az eredeti négyzet teriiletét

a b c d
d| ad | bd cd d? |d

cl ac be c? cd |c

bl ab b2 be bd |b

a|l a? | ab ac ad |a

a b [ a
4.3. ABRA. Négytagu kifejezés négyzetének a szemléltetése

felirjuk kétféle moédon, akkor az
(a+b+c+d)?=a®+b*+c +d* + 2ab+ 2ac + 2bc + 2bd + 2cd + 2da
egyenloséghez jutunk. U

Megjegyzés. Az dbrazolas segitségével tetszolegesen sok tagu kife-
jezés négyzetét is felirhatjuk és vilagosan latszik, hogy az Osszes
lehetséges két tényezos szorzat megjelenik a kifejtésben. Kzt azért
fontos kihangsulyozni, mert enélkiil, a binom és a trinom kifejtése
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alapjan a didkok egy része a négytagu kifejezés négyzetének kifejtésére
azt sejtheti, hogy abban csak az ab, bc, cd és da szorzatok jelennek meg.

A 9. FELADAT MEGOLDASA. Daraboljunk fel egy a + b oldal-
hosszusagu kockat tugy, hogy keletkezzen egy a és egy b oldal-
hosszusagu kocka. A feldarabolas lathaté a 4.4. abran. Az eredeti

4.4. ABRA. (a+b)® = a® + b + 3a%b + 3ab?

kocka térfogata (a + b)?, és ez egyenld a keletkezd kis téglatestek
térfogatanak osszegével. Igy az

(a+0b)* = a® + b* + 3a®b + 3ab®

Osszefliggéshez jutunk. O

A 10. FELADAT MEGOLDASA. Osszuk fel egy a + b + ¢ oldal-
hosszusagi kocka oldalait a,b, illetve ¢ hosszisagi szakaszokra és
a megfelel6 osztopontokra illeszkedo, az oldallapokkal parhuzamos,
sikok segitségével daraboljuk fel a kockat téglatestekre. fgy 27
téglatest keletkezik. A 4.5. abran a keletkezé darabok lathatoak. A 27
téglatest térfogatanak az Osszege egyenld az eredeti kocka térfogataval,
tehat az

(a+b+c)* = a®+0°+*+3 (a®b + ab® + a’c + ac® + b*c + bc?) + 6abe
azonossagot kapjuk. O

A 11. FELADAT MEGOLDASA. Az a oldalhosszisigu négyzetbél
kivagunk egy b oldalhossziisdgi négyzetet. Ha a megmaradt sikidomot
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4.5. ABRA. Trinom harmadik hatvanyanak a szemléltetése

atalakitjuk téglalap alakiva, akkor megkaphatjuk az a? — b? egy fel-
bontésat. A 4.6. abrén lathaté atalakitas eredményeként az

N b
a ----------------
a-b (
a
b
b a-b a-b

4.6. ABRA. a® —b? = (a —Db)(a +b)

a® —b* = (a—b)(a+0)
felbontashoz jutunk. O
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A 12. FELADAT MEGOLDASA. Feltételezziik, hogy a > b > c.
Ez nem csorbitja az altaldnossdgot, mert az egyenlotlenség mindkét
oldala szimmetrikus. Rajzolunk egymaés mellé harom négyzetet, ame-
lyek oldalhossza rendre a, b, illetve ¢ (lasd a 4.7. &brat). A harom

/ \\
) /—‘\
a
h2 ab oG
c? be
a b c a b ¢

4.7. ABRA. a®? + b2+ > ab+be+ ca

négyzet teriilete osszesen a? + b? + 2. Ezen az 4brdn megjelenithetd
az ab+ bc+ ca kifejezés is, ez a 4.7 masodik abrajan lathato satirozott
téglalapok tertiletének 0sszege. Ez viszont nem nagyobb, mint az ere-
deti négyzetek teriiletének osszege, mert a kozos részeken kiviil a nyi-
lakkal bejelolt megfelel6 téglalapok koziil az besatirozottak teriilete
nem haladhatja meg a tarsuk teriiletét (van egy kozos oldal és a
masik két oldal 6sszehasonlithaté a feltételezett rendezés alapjan). Ez
alapjan a® + b* + ¢ > ab + be + ca. O

A 13. FELADAT MEGOLDASA. A 4.8 4bra elsé¢ téglalapjdnak
teriilete az elobbi feladat alapjan legalabb akkora, mint a mésodik
téglalap teriilete. Az elsé teriilete

CQ
ab
b2
ca
)
¢ be
a b c a b c

4.8. ABRA. a® + b3+ 3 > 3abc
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a® + b+ A 4 a’b+ a®c + bPa + Ve + Fa + A,
mig a mésodik teriilete
3abc + a’b + a*c + b*a + b*c + Za + *b.
A kozo6s részek elhagyasa utan az
a® + b+ & > 3abe
egyenlotlenséghez jutunk. U
Megjegyzés. A vizualis gondolkodas fontossdganak tanulma-

nyozasara és tovabbi vizudlis bizonyitdsok vizsgalatéra ajanljuk a [19],
[12], [26] és [27] konyveket.

4. A négyzetgyokvonas

14. Feladat. Rakjuk ki targyakbdl (lasd a méasodik paragrafust) vagy
szimbolumokbdl az 500-nal kisebb négyzetszamokat négyzet alakban,
és egyszerusitsik le a reprezentdcidkat, amennyire csak lehet!

15. Feladat. Rakjuk ki szimbdélumokbdl a 2342, illetve a 23142
szamokat, és egyszerisitsiik le a reprezentacidkat, amennyire csak
lehet!

16. Feladat. Az elébbi reprezentacidkhoz hasonlé reprezentacidok
alapjan dontsiik el, hogy a kovetkez6 szamok négyzetszamok-e vagy
sem ¢és ha négyzetszamok, akkor szamitsuk ki a négyzetgyokiiket: 189,
128, 1156, 45369, 1234321.

A 14. FELADAT MEGOLDASA. Az 12,22 32, ...,9? szdmok esetén
négyzet alaka konfiguraciokat rakunk ki, amlyeknek az oldalhossza a
négyzetre emelendé szam. Ezeket nem lehet egyszeriisiteni, ha azt
szeretnénk, hogy a négyzet alakzatok megmaradjanak.

O O O O
5 00 3838 0000
O O OO0 O O O O O
O O O O
Ha viszont kirakjuk a 10> = 100-at, akkor a 100 darab kor

helyettesithetd egy hdromszoggel.  Alakitsuk &t a 112 122 132
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reprezentaciéjat a kovetkezo abréanak megfeleloen. A bal felso
sarokban levo 10 x 10 korocskébdl lesz egy haromszog, az utolsé oszlop
elso tiz elemébdl és az utolso sor elsé tiz elemébodl lesz egy négyzet és
a jobb alsé sarokban levé kor megmarad.

AO
0o

OOO00OO0OOOOOO
OOO0OOOOOOOOO
OOO0O0OO0OOOOOOO
OOO00OO0OOOOOOO
OOO0OO0OOOOOOO
OOO0O0OOOOOOOO
OOO00OO0OOOOOOO
OOO0OO0O0O0OOOOO
OOO0O0OO0OOOOOOO
OOO00O0OOOOOOO
OOO0OO0O0O0OOOOO

A kapott reprezentacié gyakorlatilag a 11 = (10+1)%-nek a 6. feladat
megoldasaban hasznalt abrazolashoz hasonlé megjelenitése, csak itt
nem téglalapokat abrazolunk, hanem azok tertiletét. Hasonlé moédon
a 122, 132, illetve 232 esetén a kovetkezd reprezentdcidkat kapjuk:

A A O O O
A O O é CD) CD) CD) A A O O O
500 5388 ©oDoooo
000 5388 ©Doo00
Oooo oo
A reprezentéacidk alapjan leolvashatjuk, hogy 112 = 121, 122 = 144,
132 = 169, illetve 232 = 529. ]

Megjegyzés. Az elején érdemes a didkokkal elvégeztetni az
atalakitasokat tugy, hogy mindig a korokbdl kirakott alakzatokbdl in-
duljanak ki. Igy az alakzatok struktirdja konnyen 4tlathaté és az is
vilagos, hogy az atléra illeszked6 négyzetek (a szamjegyek négyzetének
megfeleld négyzet alaku részek) minden eleme 6nmagaban is teljes
négyzet kell legyen (1,100,10000). Ez a gydkvonds soran azért lesz



ALAPMUVELETEK 97

fontos, mert emiatt kell majd hatulrdl kettes csoportokba osztani a
szamot.

A 15. FELADAT MEGOLDASA. A 2342 reprezentdldsahoz a 234 =
200 + 30 + 4 felirast és a haromtagu kifejezés négyzetét hasznaljuk.

O O VVYVAAAA
O O VV YV AAAA
VVAAADODIDDO
VVAAADDDDO
VVAAADDIODDO
AADDOOOOO
AADDOOOOO
AADDOOOOO
AADDOOOOO

A reprezentdcié alapjan leolvashaté az eredmény: 2342 = 54756. A
23142 reprezentaldsahoz a négytagu kifejezés négyzetének dbrazoldsét
hasznaljuk és gy sziikségiink van két jabb szimbélumra, a 10° és a
109 jelolésére. Legyen ez a két szimbolum a ¥ és a Q.

© Q0 % % % 0 V.V V V
VERVER'SE'IE 2 vV Vv
*x * O O O V. A A A A
*x * O O O V. A A A A
*x * O O O V. A A A A
O 0 VVV ADODDODOD
VVAAADOOOODO
VVAAADOOOODO
VVAAADOOOODO
VVAAADOOOODO

A reprezentdcié alapjan leolvashaté, hogy 2314%2 = 5354596. Nem
kotelez6 a tobbtagu kifejezések négyzetének hasznalata, hisz a
reprezentaciok lépésenként is 1étrehozhatdk gy, hogy minden 1épésben
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csak a binom négyzetét hasznaljuk. A 23142 kirakédsa soran elsd
1épésben kirakhatjuk a (2 - 1000 + 314)? kifejtésének megfelel alakza-
tot vagyis a bal felso 2 x 2-es négyzetet, az elso két sor és oszlop tobbi
elemét (a kétszeres szorzatok), majd a 3142 helyére, vagyis a jobb alsé
saroktdl szamolt 8 x 8-as négyzetbe tovabb bontjuk a 314-et. O

A 16. FELADAT MEGOLDASA. Az elébbi reprezenticidkat
forditott gondolatmenet alapjan is felépithetjiikk és igy egy
természetes gyokvonasi algoritmushoz jutunk. FEnnek a formalis
lefrasa a jol ismert gyokvonasi algoritmus. A 196 reprezentalhato
ADOOOOOO000 O O O O O O alakban.  Ebbol  elkezdjiik
kialakitani a mnégyzet alaki konfiguraciét ugy, hogy elobb a
szazasokbol kialakitjuk a legnagyobb négyzetet, amely 1 x 1l-es,
majd kezdjik rakosgatni az egyeseket (egyenként) és mindegyik
lerakott egyesre kiegészitjiik az alakzatot négyzetre a hidnyzé tizesek
elhelyezésével.

A O O o
s "o 5o DOO O O
00 ©BOO

A kovetkezo keretezést” csak ugy tudjuk elvégezni, ha egy tizest

A
g

elvaltunk egyesekre. Igy az alakzaton mér elhelyezett szimbélumokon
kiviil még 4 darab négyzet és 12 darab kor all rendelkezésiinkre.

A O 0O 0O 0O
co 22 0D0000
Q99 nooo0o0
Q99 pnooo0o
©COO noooo

Ezekbol pontosan ki tudunk rakni még két sort és két oszlopot, tehét a
196-bdl ki tudtunk alakitani egy négyzetet, vagyis a 196 négyzetszam.
Az alakzatrdl azt is leolvashatjuk, hogy 196 négyzetgyoke 14.

Az elobbi eljaras arra is jo, hogy eldonthessiik négyzetszam-e egy
szam vagy sem. A 128-bdl kiindulva kialakithatjuk 112 = 121-et
és a maradék 7 kor nem elégséges, hogy egy nagyobb négyzetet is
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kialakitsunk. Emiatt a 128 nem lehet teljes négyzet (két egymads utani
természetes szam négyzete kozt nincs mas négyzetszam).

Az 1156 esetén a VADDOOO O O O O O O reprezentaciéban
az ezrest atvaltjuk szdzasokra, mivel az 1000 nem négyzetszam. Igy
11 szézasunk van, tehat egy 3 x 3-as négyzetet lehet beldliik kirakni.

A A A DO O
A A A A A A DO O
A A A A A A DO O
A A A Oo0o0O0 O

0Oo0o0o0 O

A maradék két szazast atvaltjuk tizesekre és kezdjiik az egyesekbdl is
kirakni a kovektkezé négyzetet. A 25 tizesbdl és 6 egyesbdl atvéltas
nélkiil kirakhatjuk a kovetkezd két sort és oszlopot. A maradék 13
tizesbdl atvaltunk egyet, és lesz 12 tizes és 12 egyes. Ezekbol pontosan
kialakithato a kovetkezo két sor és oszlop.

A A A DO ODOO
A A A OO OO
A A A OO OO
oo doooo0o
oo dooOoo0o
oo dooo0oo0
bodoooo

A kialakult abrardl leolvashatd, hogy az 1156 négyzetszam, és 34 a
négyzetgyoke.

A 45369 esetén az elsé lépésben kirakjuk a 2 X 2-es négyzetet a
¢-okbdl, majd szazasokbdl kezdjik a kovetkezot ugy, hogy kozben
kipdtoljuk az alakzatot négyzetre (ezresekkel).

o OV
b o 0V
vV vV A
Miutan egy sort és egy oszlopot létrehoztunk mar csak 1 darab
ezresiink, 2 szazasunk, 3 tizesiink és 9 egyesiink marad. Ebbdl
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a szazasokat nem tudjuk felpétolni egy 2 x 2-es alakzatra, és ha
atvaltanank egy ezrest szazasokra, akkor a 11 szazasbol készithetd
egy 3 x 3-as alakzat, de ezt sem tudnank ezresekkel kiegésziteni, ezért
az egyesekre térhetiink.

o OV A A A
QQVAgggii O 0V A A A
00V JU DS VVaADDDCD
vvaD [, 550 440000
AADO AAgadg 4240000
AA OO O O

Mivel sikeriilt kialakitani a négyzet alakzatot, a vizsgalt szam teljes
négyzet, és az abra alapjan lathatd, hogy a 45369 négyzetgyoke 213.
O

Megjegyzések. 1. A bemutatott eljaras arra is alkalmas, hogy
nem teljes négyzetek esetén kiszamitsuk a szam négyzetgyokének a
tizedesjegyeit.

2. A binom kobének térbeli reprezentaciéja alapjan hasonlé médon
vonhatunk kobgyokot is.

3. Ebben a fejezetben csak a természetes szamokkal végzett
alapmiiveletek targyi szintl elvégzésével foglalkoztunk. Hasonld
moédon szerkeszthetiink olyan kornyezetet, amelyben a negativ
szamokkal végzett miveletek, illetve a raciondlis tortekkel végzett
miiveletek tulajdonsagai jelennek meg természetes médon.

4. Lathattuk, hogy a miiveletek targyi szinten torténo elvégzése
soran a miiveletek tulajdonsagai is megjelennek, rdadasul altalaban
a miiveletek elvégzési algoritmusai elott. fgy példaul a kommuta-
tivitdst és a szorzasnak az Osszeadasra vonatkozé disztributivitasat
hasznaltuk a szorzas elvégzésénél. A gyockvonds, lathaté mddon, a
négyzetreemelés forditott muivelete. Az ilyen jellegii absztrakt tulaj-
donsdgokat érdemes a tevékenységek sordan megfogalmazni (a kell§
pillanatban), és kihangsilyozni egyrészt a fontossdgukat, mésrészt a
természetes uton valé megjelenéstiket.



V. FEJEZET
SZAMJEGYEK ES MINTAZATOK

Ebben a fejezetben néhany olyan feladattipust vizsgalunk meg,
amelyek az altaldanos iskolaban és a kozépiskoldaban el6fordulnak
ugyan, de megolddsuk soran nagyon gyakran nem a kisérletezés, a
felfedezés keriil el6térbe, hanem valamilyen mddszer (pl. teljes in-
dukcid) vagy azonossdg (pl. mértani haladvany elsé n tagjdnak
Osszege) formdlis alkalmazdsa. Arra szeretnénk ramutatni, hogy
a tevékenységek rugalmasabb szervezése és a feladatok nyitott
megfogalmazédsa esetén az ilyen jellegli problémak mennyivel tébb
matematikai élményt nyujthanak didkjainknak, mint a hagyomanyos
megkozelitésben.

1. Feladatok és megoldasi stratégiak

1. Feladat. Végezd el a kovetkezd miiveleteket:

a) 352, 3352, 3335%;

b) 332 3332, 3333%

¢) 112,1012,1001%;

d) 112,1112, 11112

e) 1131013, 10013,

Az elvégzett miiveletek (és esetleg tovdbbi kisérletezések,

szamolasok) alapjan oldd meg a kovetkez6 feladatokat:

1. Az elébbi eredményekben taldld meg az altalanos
mintdzatokat (ha léteznek) és igazold is 6ket!

2. Szamitégép (vagy szamoldgép) segitségével taldlj az
elébbiekhez hasonlé mintézatokat!

3. Keress hasonlé feladatokat feladatgytijteményekben, szak-
lapokban vagy az interneten!

4. Igazold az Osszes szabdalyossdgot, amit talaltal!

Egy kis szamolgatds (amelyre célszeri szamolégépet hasznélni)
utén azonnal észrevehetjiik, hogy a 33...35% szdm 11...122...2 5 alakii.
\,1_/ \,;/\,_/
n— n— n

101
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Ebben a megkozelitésben a pontos mintazat megtalaldsa és az egzakt
megfogalmazas a tevékenység egyik fontos mozzanata. Az a) alpont
alapjan a kovetkezo tulajdonsagot fogalmazzuk meg:

Minden n > 1 természetes szam esetén

.35 = U125

n—1 n—1 n
Ha sikeriilt megfogalmazni az altaldnos tulajdonsdgot, akkor a bi-
zonyitasra tobb lehetoség all rendelkezéstiinkre. Az egyik lehetdség
a szorzas elvégzése, a masik a tizes szamrendszerbeli reprezentécio,
a mértani haladvany Osszegképletének és a roviditett szamitési
képleteknek a hasznédlata. Mi csak az els6t irjuk le (a mésodik
lényegében azonos a kovetkezo feladat megoldasaval.

B1zONYITAS. A bal oldalon elvégezziik a szorzdst.

3 3 3 3 3 5 x 3 3 3 3 3 5
-
1 6 6 ... 6 6 7 5 Pt
1 0 0 O .. 0 0 5
1 0 0 0 0 5
1 0 0 5
1 ... 1 1 2 2 2 2 2 2 5
- > - —
n-1 n

A szorzas és az Osszeadds algoritmusa alapjan a bizonyitas teljes. [
A feladatot természetesen megfogalmazhatjuk forditva is.

2. Feladat. Bizonyitsd be, hogy a kovetkezd szamok teljes négyzetek

a)11..122..25, Vn > 1; b) 11...1—22..2, V¥n > 1.
n—1 n 2n n

Ebben az esetben is az egyik megoldasi stratégia az, hogy
kiprébéljuk n € {1,2,3,4} esetén, hogy minek lehet a négyzete, majd
ha sikeriil ezt megsejteni, akkor igazoljuk az elobbi modszerrel. Ez
a megfogalmazds azonban lehet6vé teszi (kiilondsen kozépiskoldban),
hogy a hatékonység nevében formélis szamolassal igazoljuk a tulaj-
donsagot.
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MEGOLDAS. a) A tizes szamrendszerbeli reprezentdcié alapjan
irhatjuk, hogy

_ n n+1 2n—1\ __
11..122..25 =5+2(104 ... +10") + (10" + .. + 10*"") =

n—1 n
10271 1 10" —1 45+ 102" + 107+ — 20
—54+10- — " 410- _ T _
9 9 9
C25-(4-10772 4 410" 1 1) 25-(2-10 1)
_ ; _ 5 _
S(2-10"t + 1)]?
= 5 (;]), ) , Vn>1.

Elégséges tehat igazolni, hogy (2-10"1+1) : 3. A 2-10"! + 1 szam
n = 1l-re éppen harom, mig n > 2-re 2-vel kezdddik, 1-gyel végzodik és
a tobbi szamjegye 0, tehat a szdmjegyek Osszege 3. Ebbdl kovetkezik,
(21071
hogy (2-10" 1 +1) : 3, tehat M
teljes négyzet.
b) Haladvanyok segitségével irhatjuk, hogy
_ 2 n—1
11..1-22.2=(1+104+10"4 ...+ 10" —

2n n

€ N és igy a vizsgalt szam

—2(14+104..+10"") =
102" — 1 10" —1
= 2

9 9

10" —1-2-10" + 2
9

0" —1\?
:(03 ),VnZl.

Ugyanakkor 10" — 1 = 99...9, tehdt (10" — 1) : 3 és {gy a vizsgalt
‘ - , i’ fo 1At 10m—1 _
szam teljes négyzet. Pontosabban az is ldtszik, hogy =5— = 33...3,

n
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tehat
(1) 11..1—22..2 = 33...3°.
T —~— N——"

g

Természetesen fontos, hogy kozépiskoldban az ilyen jellegii
bizonyitasokat is tudjak elvégezni a didkjaink, de hogyha az
ilyen tulajdonsidgok nem tarsulnak prébalkozasokkal, kézzelfoghato
kisérletezéssel, akkor a legtobb didk szamara iires, formalis szamolas
kategdridaba keriilnek.

3. Feladat. Szamitsd ki az

szam els6 200 tizedesjegyét.

A szamjegyek meghatarozasa gyakorlatilag azt jelenti, hogy eléggé
szoros alsé és fel6 becslésre van sziikségiink, vagy egyszertien az osztast
kell elvégezniink. Ahhoz, hogy pontosabb képiink legyen az osztas

1 1 1 1

menetérol érdemes elobb végigszamolni az —, ,
1,17 1,01° 1,001 1,0001

osztéasokat.

ELSO MEGOLDAS. A tervben szerepld osztdsokat igy végezziik el,
hogy mindig kétszer annyi tizedesjegyet kapjunk, mint ahany tizedes-
jegye van a nevezonek. Igy rendre a kovetkezo egyenloségeket kapjuk:

L 0,90
L1 0
1
Tol =0, 9900
1
1001 =0, 999000...
=0, 99990000...

1,0001
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S6t, ha alaposabban megfigyeljiikk az osztasokat, akkor azt is latjuk,
hogy az el6bbi egyenloségekben a jobb oldalon szakaszos torteket ka-
punk és a megjelend szamjegyek pontosan a szakasz szamjegyei. fgy
az a sejtés fogalmazhaté meg, hogy

1
Tooo1 ~ % (22:900,.0).
ntl  ntl

Ezt igazolhatjuk akar a tizes szédmrendszerbeli feliras alapjan (a meg-
felel6 mértani haladvanyok Osszegzésével), akéar az osztas elvégzésével.

O
MASODIK MEGOLDAS. Ha a = 0,00...01 , akkor
N——
99
1 1 14a—a a a+a®—a*
1,00.01 1+a  14+a l1+a l1+a
99
a2 3 a3
=1- =1- 2 _ =0,99..900..01 — .
a+1+a ata 14+a ==~ 1+a
100 99
Masrészt 0 < 12 < a® = 5, tehdt - =0,99...900...0 ... m
100 100

Megjegyzés. Keressiink hasonlé szabdlyossagokat (akar a képletek-
bdl kiindulva, akdr a miiveletekbol)!

2. Tovabbi tulajdonsagok

Ebben a paragrafusban felsorolunk néhény olyan tulajdonsagot,
amelyet a didkjaink a foglalkozdsok soran megfogalmaztak (vagy
talaltak). Természetesen mindezt a teljesség igénye nélkiil.

a) 11..122..25 =33..352, neN;

n n+1 n
_ 2 * .
b) 11...155.;56_33.;34, n € N*;
_ 2 .
) 44..4622..24 = 66..682, n € N;

n n n+1
d) 44..488..89 =66..67%, n e N*;

n n—1 n—1
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e) 99..900..025 = 99..952, n € N;

n n _ n 9 .
f) 99...9800...01 = 99. 19 n € N;
n—+

)544 4755 56=233..34% neN;

h) 277 .788.. 89:166 672 n € N¥;
\,1_/\,_/

)6399 98400 01—799 9%, neN¥

n— 1 n n—|—1

j) 44..4—11-44..4+9 = 66.. 632, n € N*;

2n n— 1
k) 100...0200.. 01—100 012, neN;

—— N~ \.\,./

_ 3 .

1) 100.. 0300.0300..01 = 100..01 ne€N;
m) 100.. 0400..0600..0400..01 = 100.. 01%, neN;

\\,./ \\/../ \\,_/ \\,./ \\,./

_ 2

n) 100 0200..0200..0200...01 = 100..0100.. 012, neN.

n n n n n n

Megjegyzések. 1. Az ilyen jellegi gyakorlatok alkalmasak a
roviditett szamitési képletek felfedezésére /gyakorlaséra (lasd az utolsd
négy tulajdonsigot).

2. A mintazatok vizsgalatara mas jellegii feladatok is alkalmasak.
Ajanlunk még harom feladatot:

e Hatdrozzuk meg az 17 tort tizedes reprezentaciéjaban a sza-

kasz hosszat!
e Rogzitett n € N* esetén hatarozzuk a 99...9 szamnak azt a
=

legkisebb tobbszorosét, amely nem tartalmgz 9-es szamjegyet!

e Igazoljuk, hogy minden n € N* esetén végtelen sok olyan
csupa 1-es és 2-es szamjeggyel felirhaté szam létezik (a 10-es
szamrendszerben), amely oszthaté 2"-nel!



V1. FEJEZET
KERESZTUL A SIVATAGON

1. Az alapfeladat

1. Feladat. Rendelkezésiinkre &ll egy terepjard, amely egyszerre
legtobb 100 liter iizemanyagot tartalmazhat, és amely 100 km tavolsag
megtételéhez 10 liter iizemanyagot hasznal. Ennek a segitségével at
kell jutnunk a sivatagon, amelyben nincs toltoallomas. Szervezziik
meg az atjutast (készitslink atjutasi tervet), ha

e a sivatag szélessége 1100 km;

e a sivatag szélessége 1600 km.

Legalabb mennyi iizemanyag sziikséges az atjutashoz az elébbi két
esetben?

2. Feladat. Az el6bbi feltételekkel vizsgaljuk meg, hogy a sivatag
milyen D szélessége esetén lehetséges az atjutas, és hogyan fligg D-t6l
az atjutashoz sziikkséges minimalis lizemanyagmennyiség.

Megjegyzés. Erdemes a tevékenységeket csoportban megszervezni
és a lehetséges atjutasi terveket, az érveket a csoportok bemutatoi
alapjan kozosen megbeszélni.

AZ 1. FELADAT MEGOLDASA. Mindkét esetben valamilyen lera-
katot kell 1étrehozni a sivatagban. A kérdés csak az, hogy ezt hol
érdemes létrehozni és ott mennyi tizemanyagot kell felhalmozni. Az
elso esetben egy lehetséges megoldas, ha a kiindulasi ponttél 300 km-re
hozzuk létre a lerakatot. fgy itt tudunk hagyni 40 liter tizemanyagot,
és visszatériink a kiinduldsi pontba. A lerakattél az it végéig szamitott
800 km megtételéhez 80 liter izemanyagra van sziikség, tehat amikor
kovetkezd alkalommal indulunk, akkor elégséges 70 liter tizemanyagot
tankolni. Ebbol 30-at elhasznalunk, amig elériink a lerakatig, tehét a
tankban marad még 40 liter, amely a lerakott 40 literrel pontosan elég
a hatralevé Ut megtételéhez. Tehat 170 liter lizemanyaggal at lehet
jutni a sivatagon. Kérdés, hogy ez az atjutas optimalis-e vagy sem. Ha
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a lerakatot a kiinduldsi ponttél 200 km-re hozzuk 1étre, akkor 150 liter
lizemanyag is elégséges és ha csak 100 km-re, akkor elégséges 130 liter.
Ha 100 - d-vel jeloljiik a kiindulasi pont és a lerakat tavolsagat, akkor
ahhoz, hogy a lerakattél at lehessen jutni a sivatag tilsé oldalara,
sziikkséges a d > 1 egyenl6tlenség. Masrészt a lerakat létrehozasa
200 - d tavolsag megtételét igényli és ez utan ismét meg kell tenni
a teljes utat, tehdt a felhaszndlt tizemanyag mennyisége 110 + 20d.
fgy az optimdlis megoldas az, amikor a kiindulé ponttél 100 km-re
hozzuk létre a lerakatot. Ugyanakkor, ha tobb lerakatot hozunk létre,
vagy bonyolultabb atjutasi tervet készitiink, akkor is legalabb ennyi
tizemanyagot hasznalunk, tehéat ez egy optimalis megoldas.

Megjegyzés. A kivitelezés szempontjabdél nem ez az egyetlen, mert
ha az els6 ut alkalmaval csak 80 litert tankolunk, akkor 60 liter
iizemanyagot tehetiink le a lerakatnal. Ha a masodik alkalommal 50
liter iizemanyagot tankolunk, akkor szintén eljutunk a sivatag tilsé
oldalara. A felhasznalt tizemanyag mennyisége és a lerakat helye
ugyanaz, mint az elobbi megoldasban, de a kivitelezés nem ugyanaz.
Ez azt mutatja, hogy ha a tankolt mennyiségeket valtozéknak te-
kintjiik, akkor az optimalis eset végtelen sok lehetséges kivitelezését
kapjuk.

A masodik esetben lathaté, hogy egy lerakat nem elégséges, hisz
ez egyrészt nem lehetne a kiindulasi ponttél tobb, mint 500 km-re,
masrészt a tulso szélétol tobb, mint 1000 km-re. fgy legalabb két lera-
kat sziikséges. Ha példaul az elso lerakatot 300 km-re, a masodikat az
els6tol ismét 300 km-re helyezziik el, akkor a kiindulasi ponttol 5-szor
megtéve az utat az elsé lerakatig és vissza elérhetjiik, hogy az els6
lerakatnal legyen 200 liter tizemanyag. Ugyanakkor azt is elérhetjiik,
hogy a mésodik lerakathoz eljusson ebbdl 80 liter (miel6tt utolsé al-
kalommal visszatérnénk a kiinduldsi pontba, kétszer megtessziik a
két lerakat kozti utat). fgy, ha 80 liter tizemanyagot tankolunk a
kezdépontnal, akkor a masodik lerakatnal lesz a tankban 20 liter, ami
az ott talalhato 80 literrel egytitt elégséges ahhoz, hogy atjussunk.
Ez természetesen nem valdszini, hogy az optimalis megoldas, hisz
ebben az esetben 580 liter iizemanyagot hasznaltunk (lasd a 6.1.
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300 km |

300 kmlOpO km
I 1 1

80 L > 20 L

S
7

6.1. ABRA. Egy lehetséges atjutési terv a méasodik esetben

abrat). Vildgos, hogy ha csak két lerakatot hozunk létre, akkor az
utolsé lerakatot a kezdéponttél 600 km-re kell 1étrehoznunk. Ha az
els6 lerakat a kezdoponttol 100d; tavolsagra van, akkor a két lera-
kat kozti tavot legalabb 3-szor és emiatt a kezdopont és az elso le-
rakat kozti tavolsagot legaldbb 5-szor kell megtenniink. Ha ezeket a
tavolsagokat tobbszor tessziik meg, akkor novekszik a fogyasztés is,
tehat megvizsgalhatjuk, hogy 1étezik-e olyan atjutas, ahol az els6 sza-
kaszt 5-szor és a masodikat 3-szor tessziik meg. Ebben az esetben
legtobb 300 liter tizemanyagot haszndlnank el (mert haromszor indu-
lunk a kiinduldsi pontrdl), és ezzel a teljes tavot egyszer tennénk meg,
az els6 600 km-t még kétszer és az elsé 100d; tavolsdgot még kétszer.
fgy viszont a 280 + 20d; < 300 egyenldtlenségnek kell teljesiilnie.
Masrészt az els6 lerakathoz legfeljebb 2(100 — 20d;) + 100 — 10d,
izemanyag jut el, és ez nem lehet sem kevesebb, mint 100, sem
tobb, mint 200. Ez alapjan a 2 < d; < 4 egyenlotlenség addodik.
Mivel ez ellentmond a d; < 1 egyenlotlenségnek, az atjutds nem
lehetséges ezekkel a feltételekkel. Ha az els6 szakaszt 7-szer teszi meg,
a masodikat 3-szor és az utolsot 1-szer, akkor az els6 lerakathoz legfel-
jebb 3(100 — 20d;) 4+ 100 — 10d; liternyi iizemanyag jut el. Ezt kétszeri
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tovabbindulas soran hasznaljuk fel, tehat
100 < 3(100 — 20d;) + 100 — 10d; < 200.

Ez alapjan % <d < %. Masrészt a méasodik lerakathoz 400 — 70d; —
30dy liter tizemanyag érkezhet. Ahhoz, hogy innen tovabbjuthassunk
ez nem lehet kevesebb, mint 100 liter és ennél tobbre nincs is sziikség
az atjutashoz. Igy a

7dy + 3dy = 30

d1 + d2 == 6
rendszerhez jutunk, amelynek a megoldasa d; = dy = 3. Ez teljesiti

a % < d; < % feltételt, tehat ezzel egy lehetséges kivitelezés lera-
katainak helyét hataroztuk meg.

¢ 300 km 300 km10p0 km |
| | | 1
1 g : :
100{;, 2 40 :
— :
: 3 : :
100{. 4 - 40 :
: 5 : :
100{: 6 : 40 :
: 7 270 8 :
100 > >
: 9 140
10 > 60 11 5

6.2. ABRA. Egy lehetséges dtjutdsi terv a masodik esetben

Az atjutas kivitelezési tervét tartalmazza a 6.2. abra. Lathato,
hogy a terv szerinti fogyasztas 400 liter. Az elobbi gondolatmenet
azt is mutatja, hogy két lerakattal ennél kevesebb iizemanyaggal nem
juthatunk at a sivatagon. Vizsgdljuk azt az esetet is, amikor 3 le-
rakatot hozunk létre. Ebben az esetben az 1t utolsé szakaszat csak
egyszer fogjuk megtenni, az utolsé el6tti szakaszt legalabb 3-szor (mert
az utolsé lerakatot 1étre kell hozni), a masodikat legalabb 5-szor (ha
csak haromszor jarnank be, akkor vagy folosleges lenne a lerakat, vagy
lehetne csokkenteni a teljes fogyasztast) és az elsét legalabb 7-szer (az
el6bbihez hasonlé okok miatt). Ha az els§ szakaszt tobb, mint 7-szer
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jarjuk be, akkor a teljes fogyasztas 400 liternél nagyobb, tehat més
esetet nem is kell vizsgdlnunk. Ebben az esetben négyszer indulunk a
kiindulépontbdl és igy az onnan elvett lizemanyagmennyiség 300 + v,
ahol 0 < v < 100. Az elsé lerakathoz 300 +v —70d; liter, a masodikhoz
3004+ v — 70d; — 50d; liter és az utolséhoz 300 4+ v — 70d; — 50dy — 30ds
liter iizemanyag jut. Ez alapjdn a teljes fogyasztas (300 + v) felirhato
70d; + 50ds + 30d3 + 100 alakban, vagyis ennek a minimumaéat ke-
ressiik. Ugyanakkor teljesiilnie kell a kovetkezd egyenlotlenségeknek
(ezek fejezik ki azt, hogy a lerakatoktdl lehetséges annyiszor indulni,
ahanyszor feltételeztiik):

v < 70d, <100 +wv

Ezekkel a feltételekkel a teljes fogyasztas akkor a legkisebb, ha d; =
75, Ao = % = 2 ¢és d3 = % = 1—30. Ezeknek a tavolsagoknak
a megtételéhez 300 + 1;)& liter lizemanyag sziikséges, tehat ez je-
lenti a tavolsdg megtételéhez sziikséges minimélis iizemanyag men-

nyiséget. O

2. Az altalanos eset

Az elébb bemutatott megoldas egy foglalkozason kialakult
gondolatmenetet kovet, viszont sokkal alkalmasabb a problémék
megértésére, mint a leroviditett megoldas. S6t az is észreveheto
az elébbi esetekbol, hogy mit érdemes és mit nem érdemes nyo-
mon koévetni. A masodik feladat megoldasanak leirasa soran egy
hatékonyabb gondolatmenetet kovetiink.

A 2. FELADAT MEGOLDASA. Ahhoz, hogy a D tévolsidgot megte-
gyiik, a D — 1000 tavolsagnak megfelel6 pontban rendelkezniink kell
100 liter tizemanyaggal. A D — 1000 — % pontban ugyanakkor ren-
delkezniink kell legaldbb 200 liter iizemanyaggal (akkor is, ha nem
ebben a pontban van a lerakat), mert az utols6 elétti szakaszon leg-
alabb haromszor kell végighaladni és az elotte 1évon ennél tobbszor.

Hasonl6 médon a D — 1000 — % — I%ﬂ pontban legalabb 300

liter és altaldban a D — 1000 > ﬁ pontban legalabb 100(n + 1)
k=0
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n
liter {izemanyag sziikséges. Mivel az x, = > ﬁ altaldnos tagu
k=0

sorozat nem korlatos, tetszoleges szélességii sixjatagon at lehet jutni.
Ugyanakkor, ha a sivatag szélessége pontosan

L1
D,, = 1000 )

akkor a lerakatok (beleértve a kiindul6é pontot és a végpontot) kozti

tavolsagok rendre
1000 1000 1000 1000
2n+1'2n—-1""5 " 3
Ha D, < D < D, 41, akkor az els6 utszakasz hossza D — D,, és ezt
(2n + 3)-szor kell bejérni, tehdt a minimadlisan sziikséges tizemanyag

mennyiség 100(n + 1) + (2n + 3) - 222, O

,1000.

Megjegyzés. A feladat megoldasat 1947-ben kozolte N.J. Fine az
American Mathematical Monthly folyéiratban (24-31. oldal). A fela-
dat sok tanar és sok matematikus érdeklodését felkeltette, igy tobb
érdekes feladatokat tartalmazé gyiijteményben is megtalalhaté (pl.
L.A. Graham: Ingenious Mathematical Problems and Methods, Dover
Publications, 1959; Martin Gardner: The Second Scientific American
Book of Mathematical Puzzles and Diversions, University Of Chicago
Press, 1987; Martin Gardner: My Best Mathematical and Logic Puz-
zles, Dover Publications, 1994) és napjainkig tobb Aaltalanositdsa,
varidnsa jelent meg (legtobb cikk ,Jeep problem”-ként hivatkozik az
eredeti feladatra). A feladatot Hollandidban a Mathematics B-Day
nevi versenyen didkoknak is kitlizték és megtaldlhaté a Primas pro-
jekt honlapjén (www.primas-proiect.eu) is.
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VII. FEJEZET
TALPPONTI HAROMSZOGEK

Ebben a fejezetben egy geometria feladatbdl indulunk ki, és
annak a lehetséges altalanositasait probaljuk feltérképezni. A bi-
zonyitasok soran a komplex szamok geometridjat, valamint vektor-
geometriat alkalmazunk. A tevékenységeink soran a tulajdonsagok
altalanositédsainak felfedezésére, a sejtések ellenérzésére dinamikus ge-
ometriai szoftvereket (Geonext, Geobegra, Cabri) hasznaltunk.

1. Az alapfeladat

1. Feladat. Igazoljuk, hogy ha M, M, és M; egy tetszoleges M pont-
nak az Ay Ay A egyenld oldali haromszog Ay Ay, As A és A3 A; oldaléra
esO merdleges vetiilete, akkor az Mj;MsM; haromszog silypontja az
OM szakasz felezépontja, ahol O az Ay As A3 hdromszog kozéppontja.

Megjegyzés. A tovabbiakban az M;MsMj haromszoget az M-hez
tartozo talpponti haromszognek nevezziik.

7.1. ABRA. Talpponti haromszog sulypontja

Célunk az, hogy a feladat megoldasabdl kiindulva prébaljunk
altalanosabb tulajdonsagokat megfogalmazni, felfedezni, majd ezek
koziil néhanyat bizonyitani. Ennek érdekében el6bb ismertetjik a
feladat egy megoldasat.
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Bi1zoNYITAS. Az A, AyAs hiromszog kozéppontjat vélasztjuk
origonak, a haromszog koré irhatd kor sugarat egységnek, valamint
az OAs egyenest Ox tengelynek. fgy az A, Ay és As cstcsoknak
megfelelé komplex szamok (a csicsok affixumai)

a1 =¢€, ay=¢e’ésag=c¢>,

ahol 3 = 1 és ¢ # 1. A tovdbbiakban minden U pont af-
fixumat a megfelel6 kis bettivel jeloljik. A koordindta-rendszer meg-
valasztasanak kovetkeztében az m; konnyen kiszamolhato, hisz a valds
része —% (mivel rajta van az A; Ay egyenesen) és az imaginarius része
ugyanaz, mint az m imaginarius része (a merdleges vetités miatt). Igy

1 m-m
mp = ——
2 2

Az mq kiszamitasahoz forgassuk el trigonometriai irdnyban o =

4
3
szoggel az dbrat. Igy az M, pont a Q(£? - m) pontnak az A; A, oldalra
esO meroleges vetiiletébe transzformalodik, tehat

52-m—<52-m>

2 —_— — —
Mmoo - = 5 + 9 s
vagyis
1 LM e2-m
Moy = —— + £ - @
2T 2
Hasonlé meggondolas alapjan
1 &2 m—e-m
Mo = —— - —
T2 2

Az el6bbi Gsszefliggések alapjan irhatjuk, hogy
my + Mo + M3 m
3 27
vagyis az M1 My M3 haromszog stulypontja az O M szakasz felezopontja.
OJ

2. Sejtések és bizonyitasok

Sokféle altalanositas lehetséges, elsé 1épéshen megprobalhatjuk az
egyenlo oldali haromszoget helyettesiteni valamilyen méas alakzat-
tal, példaul altalanos haromszoggel, szabalyos sokszoggel, szabalyos
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tetraéderrel vagy szabalyos szimplexszel. Ugyanakkor megvaltoz-
tathatjuk a vetiiletek szerkesztési modjat, vagy a sulypont helyett
valamilyen més nevezetes pontot is vizsgalhatunk.  Mindezeket
a lehet6ségeket érdemes valamilyen dinamikus geometriai program
segitségével megvizsgalni. Egy kis kisérletezés soran azonnal
észrevehetjik, hogy szabalyos sokszogre is hasonld tulajdonsag tel-
jestil. Ezt fogalmazzuk meg a kovetkezo tételben.

7.1. Tétel. Jeloljuk 1 < i < n esetén M;-vel az M pont merdleges
vetiletét az Ay AxAs . .. A, szabdlyos sokszog A; A1 oldaldra (Ayy1 =
Ay) és O-val a szabdlyos sokszdg kozéppontjat. Az MyMy M, ... M,
sokszog sulypontja az OM szakasz felezopontja.

Ay

Ay Ay
7.2. ABRA. Talpponti sokszog sulypontja

Bi1zoNYITAS. Elsének vizsgaljuk azt az esetet, amikor n paratlan.
A sokszog csucsait valaszthatjuk az
- 29m 25
ajzajzcos]——l—z'-sin]—, 1<j<n
n n
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affixumi pontoknak. Mivel n = 2k + 1, Ay A1 || Oy , tehat

2k . m-—m
my, = COS
g 2k + 1 2
Forgatasokat hasznalva irhatjuk, hogy
; 2kr m-eb I — (m - gh)
Lok
m;- € CcOs 1 + 5
hal<j<2k+1. Dez=e?=¢c"1 tehdt
. 2k m—e¥tl.m
k- .
mj:5+3+lcos2k+1—l— 5 ha 1<j5<2k+1.

n—1
Ezekb6l és a > ¥ = 0 egyenléségekbdl kovetkezik, hogy

v=0
) LS, =
—_ . m. = —.
no= 79

Ha n péaros (n = 2k), akkor a soksz0g csicsait valaszthatjuk az

j 297 .. 2w .
a; = 20e’ = zp | cos— +i-sin— |, 1<7<n,
n n
pontokban, ahol
= 7T 4+ 1 - sin T
Zp = COS — . —.
0 2k 2k

Ebben az esetben
(2k — )m L me m
2k 2 7

Mp_1 = COS

és igy forgatasokat hasznalva

_ L ek—i—1 _ L ck—j—1
i1 2k—1)r m-e (m-e )
cos % + 2
ha 1 < j < 2k. Ezekbdl az egyenloségekbdl kovetkezik, hogy

mj-e

n

®) Sy =

j=1

A (2) és (3) egyenl6ségek alapjan a tulajdonsag bizonyitasa teljes. [
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Megjegyzés. Ha n = 2k, akkor az % komplex szamnak
megfeleld pont az M vetiilete az A;A; 4, oldallal parhuzamos szim-
metriatengelyre. Igy az

n

DY

n < !
J=1

egyenlGség azt is kifejezi, hogy az M-nek az oldalakkal parhuzamos
szimmetriatengelyekre valé vetiiletei altal meghatérozott sokszog

) Z m; +m]~+k :@
: 2 2

| =

k
Jj=1

siulypontja az OM szakasz felezOpontja. Ezt a tulajonsagot
tekinthetjiik gy, mint a 7.1 tulajdonsagot, egy elfajult k oldald
szabalyos sokszogre alkalmazva (a sokszog gyakorlatilag az origd).

Az el6bbi megjegyzés azt sugallja, hogy nemcsak az oldalakon
meghatédrozott vetiileteket lehet (és érdemes) vizsgdlni, hanem a szim-
metriatengelyekre es6 vetiileteket is. Valamilyen dinamikus geomet-
riai program segitségével kisérleteket hajthatunk végre. fgy megfogal-
mazhatjuk a kovetkezo tulajdonsagot:

7.2. Tétel. Eqy tetszoleges M pontnak eqy n oldali szabdlyos
sokszog szimmetriatengelyeire esd vetiiletei dltal meghatdrozott sokszog
sulypontja az M-et az eredeti sokszog kozéppontjaval 6sszekoto szakasz
felezépontja.

B1zONYITAS. A bizonyitds menete a 7.1. tétel bizonyitdsahoz ha-
sonlé. Ha a koordinatarendszert tgy valasztjuk, hogy az egyik szim-
metriatengely épp az Oy tengely legyen, akkor az erre esé vetiilet
affixuménak valés része 0 és az imagindrius része megegyezik az M
imagindarius részével. fgy gyakorlatilag ugyanazokat a szamolasokat
kell elvégezni, mint a 7.1. tétel bizonyitdsdban, csak a valds rész

kiszamitasdban cos W, illetve cos 22,€T1 helyett 0-val kell szamolni.

fgy a tulajdonség igaz. O

Megjegyzés. Az altalunk szervezett 4 foglalkozas sordn a 7.1. tételt
minden csoportnak sikeriilt megfogalmaznia, mig a 7.2. tételt csak
egy alkalommal fogalmazta meg az egyik csoport.

Annak érdekében, hogy magasabb dimenzidéban is altalanositani
tudjuk az elébbi tulajdonsagot, elébb prébaljunk megfogalmazni egy
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7.3. ABRA. Szabalyos sokszog szimmetriatengelyeire
esO vetiiletek

hasonlé tulajdonsagot szabalyos tetraéderre. Ennek kikisérletezéséhez
3 dimenzids szerkesztéprogram sziikséges (példaul az Euler 3D).

7.3. Tétel. Az AjAyA3A, szabdlyos tetraéder kézéppontja O, M; (1 <
i < 4) egy tetszdleges M pont vetiilete a tetraéder oldallapjaira és Q;,
1 <11 <6 az M vetiletei az élekre. Igaz a kévetkezo kijelentés:

a) Az MyMyM;3My tetraéder Gy silypontja illeszkedik az OM

szakaszra és teljesiti az gﬁj = % egyenloséget.
b) A Q10Q2Q3Q4Q5Qs pontrendszer Gy silypontja illeszkedik az

’ . sy oGy 1 s
OM szakaszra €s teljesiti az 551 = 3 egyenldséget.

BizoNYiTAS. Elébb beldtjuk, hogy a két tulajdonsdg ekvivalens
egymassal. Az 1. feladat alapjan (ldsd a 7.4. abrét):
00, +O0M;  0Qi+ 0Qs + OQs
2 B 3 ’
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...............................

7.4. ABRA. Tetraéderre vonatkozé vetiiletek

005+ OM,  0Qi+ 0Q; + 0Qs

2 a 3
005 +O0M;  0Q3+ 0Qs + 0Q;
2 N 3

és

00; +O0M; _ 0Q1 + 0Q; + 0Qs
2 B 3 ’
(ahol Q1 € A1A3,Q2 € A1A;, Qs € A1Ay, Q4 € AyA3, Q5 €
AsAy, Qg € AxAs, 1@ az A-bol B-be mutaté vektor és O; a lapok
kozéppontjai). Ezekbdl az egyenléségekbdl kovetkezik, hogy

tehat a két tulajdonsag ekvivalens.

Az els6 tulajdonsag igazolasanak céljabol a tetraéder csucspontjait
az Ay (0,0,%8), Ay (=3,—%,0), A3 (3,-2,0), 44(0,%,0)
pontoknak valasztjuk (ez gyakorlatilag, az origd, a tengelyek és az
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egység megvalasztdsdaval ekvivalens) és kiszamitjuk az M; pontok ko-
ordindtait. A lapok egyenlete rendre:

A1AA;5 —2\/§y+\/§z—\/§:()
A1 A A, 3V — \/éy V34 V2 = 0,
A1A3A, 3\/5:13—#\/63;—}—\/32—\/5:0 és
AsAyAy: z2=0.

Masrészt az (xo, Yo, 20) koordinatéju pontnak az A-z+B-y+C-z+D =
0 egyenletii sikra es6 vetiiletének az x koordinatéja

A$0+By0+CZO+D
A2+ B2+ (2 ’

r=x9— A

tehat
T1 = Ty = Zo,
3vV2-mo+ V6 -yo+ V32— V2
x2:m0—3\/§- o7 és

2. ra — g — . 2
x3:x0—3\/§-3\/_ Zo \/€2y; \/gzo-i-\/—'

Ezekbol az egyenldségekbdl kovetkezik, hogy

Tyt xytast+as 210

4 3
Hasonl6 Osszefiiggés teljestil az y és a z koordinatédkra is, tehat Gs
rajta van az OM szakaszon és teljesiti az % = % egyenloséget. [

Az elébbi tulajdonsiagokra alapozva megfogalmazhatjuk a
kovetkezo sejtést egy n dimenzids szimplexre vonatkozoan:

7.4. Sejtés. Ha az A; Ay As... A, A, szabdlyos n-szimplexben Gj-val
jeloljiik egy tetszoleges M pontnak a k dimenzids lapokra esé vetiiletei

altal meghatarozott pontrendszer sulypontjat, akkor G, € OM és
teljesiti az %f/’; = %, 1 <k <n—1, egyenlséget, ahol O a szimplex

kozéppontja.

Megjegyzés. A foglalkozasokon a 7.3. tételt minden csoport meg-
fogalmazta, mig a 7.4. sejtést csak egy csoport. Ugyanakkor a
7.3. tétel bizonyitasanak elemzése soran a csapatok egyontetiien egy
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mas megkozelités sziikségességét fogalmaztdk meg az altalanos eset
vizsgalata érdekében.

A megfogalmazott sejtés igazolhaté a 7.3.  tételhez hasonld
moédon, a szamolasok viszont bonyolultabbak. Annak érdekében, hogy
az altalanos esetet egyszeriibben lehessen igazolni, elobb a két di-
menzios valtozatnak keresiink egy olyan &altalanositast, amely mas
eszkozokkel is egyszertien bizonyithatd, és amelynek a tobbdimenzids
altalanositdsa a megfogalmazott sejtésnél altalanosabb. Ahhoz, hogy
ezt megtehessiik, érdemes atfogalmazni az eredeti feladatot ugy, hogy
ne meroleges vetiiletek szerepeljenek benne, hanem csak olyan fo-
galmak, amelyeknek a kezelése egyszeriibb (stlypontok, ardnyok,
parhuzamossdg). Egy szabélyos sokszogben a kozéppontot az oldal
felezopontjaval Osszekoto szakasz merdleges az oldalra, tehat a
merdleges vetiiletet felfoghatjuk tgy is, mintha az M pontbdl az O
kozéppontot az oldal O; kozéppontjaval 6sszekotod szakasszal hiiznank
parhuzamost, és annak az oldallal valé metszetét szerkesztenénk meg.
Ez egy tetszOleges haromszogben is elvégezheto. Mivel az egyenld
oldali haromszoghben a kozéppont sulypont is, ezért a kovetkezo sejtés
az eredeti feladat altalanositasa.

7.5. Sejtés. Az A1 AyAz haromszogben O; € Ay Az, Oy € A3A; és
O3 € A1 A, az oldalak felezdpontjai és A1O1 N As0,N A303 = {O}. Ha
M egy tetszOleges pont a sikban és M, € Ay As, My € A3A;, valamint
M;s € AyAy ugy, hogy MM;||OO1, M M;||O0,, illetve M Ms||OO;,
akkor az My My M3 haromszog silypontja az OM szakasz felezépontja.

A sokszogekre vonatkozo tulajdonsag altalanositdsa lenne a
kovetkezo tulajdonsag:

7.6. Sejtés. Az A1 A,... A, sokszogben jelolje Oy, 0,,..., 0, rend-
re az A1As, AsAs, ..., A,A; oldalak felezOpontjat és O a sokszog
silypontjat. Ha egy tetszoleges M pont esetén tekintjiik az M; €
A;Ai 1, 1 < i < n pontokat ugy, hogy M M;||00;, 1 < i < n, akkor
az My M, ... M, sokszog sulypontja az OM szakasz felezopontja.

Geometriai szerkesztéprogramok segitségével megvizsgalhatjuk az
el6bbi sejtések sajatos eseteinek a helyességét. A szerkesztések alapjan
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7.5. ABRA. Talpponti hdromszig altaldnos haromszogben

a 7.5. sejtés igaznak tlnik, de a 7.6 sejtésre azonnal taladlunk el-
lenpéldakat n > 4 esetén.

Megjegyzés. Annak a problémanak a vizsgalataval, hogy milyen
tovabbi feltételeket kell a sokszognek teljesitenie ahhoz, hogy a 7.6.
sejtés igaz legyen, nem foglalkoztunk. A foglalkozasokon az egyik cso-
port azt vette észre, hogy a 7.6. sejtés igaz trapézokra.

A 7.5. SEJTES BIZONYITASA. Minden pont helyzetvektorat a
megfelel6 kis betiivel jeloljiik. Igy a feltételek alapjan irhatjuk, hogy
0= 3(a1+as+as), 01 = 3(az+ag), 02 = 3(az+ay) és 03 = 3(a1+ay).
Mivel M tetszoleges pont a sikban, létezik aq, as, a3 € R 1gy, hogy

m = a1 + Qo + (3a3

és ay + ag + ag = 1. Ugyanakkor M; € AsAs, tehat létezik \; € R
ugy, hogy my = Aag + (1 — \)ag. Az MM, ||O0; feltétel azt jelenti,
hogy

m—my = c(o— o)
valamilyen ¢ € R esetén. Ez alapjan

1 1 1
o1a; + <a2 - /\1> as + (063 -1+ )\1) asz = ¢ (gal — 60,2 — 6&3) .

Ha a helyzetvektorok kezdépontjat az A; AsAs sikon kiviil vessziik fel,
akkor az aq, as és a3 vektorok linedrisan fiiggetlenek, tehat a kovetkezo
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egyenletrendszerhez jutunk:

(05} =

W=
o

062—>\1
@3—1+)\1 =

[=2] [e X [

Ez alapjan
1 1
my :m—3a1(0—01) = Oég+§051 as + (13+§O£1 as.

Hasonlé gondolatmenet alapjan irhatjuk, hogy
1 1
meo = (043 + 5(12) as + (Oél + 5042) ay és

1 1
ms = (061 + 50&3) a + (042 + 50&3) as,

tehat
1 1
g = g(ml—i-mg—i—mg) = §(m—i—o),
és ez épp a bizonyitando tulajdonsag. O

A 7.3. tétel és a 7.5. sejtés bizonyitasat vizsgalva, megfogalmazzuk
a kovetkezo tulajdonsagot:

7.7. Tétel. (Szildgyi Zsolt, Andrds Szildrd) Az Ay...An, n-
szimplexben M eqgy tetszdleges pont és O a szimplexr kézéppontja.
Jelolje O;y..q, az Ajy ... A;, lap silypontjdt és M, ., az A, ... A;, lap-
nak és az M-en dt az Oy, 5, Aiy .4, linedris varietdssal pdrhuzamos
varietasnak a metszetét. Ha régzitett k-ra (k € {1,2,3...,n —1})
G}C jeloli az M, ;, pontrendszer sulypontjat, ahol ig...1 az 0sszes
lehetséges értékeket felveszi, akkor az M, 0, G, pontok egy egyenesre
lleszkednek és

Bi1zoNYiTAS. R™ben minden pont helyzetvektordt a megfeleld
kisbettivel jeloljiikk. M tetszOleges pont és Ay ... A, egy n-szimplex,

tehat létezik ap,...,q, € R dgy, hogy Y o, = 1 és m = > oa;.
i=0 i=0



126 SEJTESEK ES BIZONYITASOK

X9

7.6. ABRA. Talpponti tetraéder tetszéleges tetraéderben

k k
Ha m := my,.., = D cja; (ahol } c; = 1) az Ay ... A, lapnak
=0 =0

és az Oy..i, Aiy,, -+ Ai,-val M-en &t hizott parhuzamosnak a met-
k

szete, és 04, i = #1 > ai; az Ay, ... A, lap kozéppontja, akkor a
j=0

parhuzamossag feltétele:

m—1m=c ( Z )\J(az] - Ozolk)) )
j=k+1
ahol \; € R, minden j € {k+1,...,n} esetén és >  \; =1.
j=k+1
Ez felirhaté
k n n 1 k
> (os, = cj)ag, + D g =c < > Nt = ;a> 7

Jj=0 j=k+1 j=k+1
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alakban, tehat A\; = “2, ha k+1 < j < n, és ¢; = o, + 757, ha

0 < j < k. Ezekbdl az egyenl6ségekbdl kévetkezik, hogy ¢ = > ay,
j=k+1
és igy
- 1
m = Mig..ip — Z |:O{Z']. + k——f-l(ai’ﬁq + ...+ Oézn):| CLij.
j=0

Az n-szimplexben a k dimenzids lapok szama Cﬁﬂ, tehat

/ 1
9 = W Z Mgy,

ntl ieCh 41 k41

1 : 1
= = > (Z {% + k—H(aik+1 + ...+ain)} ai]) :
n+1 1€CL41,5+1 \J=0

ahol Cpy1 41 a {0,1,...,n + 1} halmaz sszes lehetséges (k + 1)-ed
osztalyu kombindcidéinak a halmaza. Azoknak az i kombinacioknak
a szama, amelyekre [ € {ig,... i}, ahol [ egy rogzitett eleme a
{0,1,...,n + 1} halmaznak pontosan C* mig azoknak az i kom-
bindcidknak a szdma, amelyekre [ € {ig,...,ix} és j € {igs1,---,in},
pontosan C* | (j szintén rogzitett). Emiatt
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n
A szimplex silypontja 0 = —= > a;, tehdt
i—

0

— - 1 k n—k

oG, = — — —_

F ;( n+1+nal+n(n+1)>al
- k k
4 _ L E ).
(4) lz:;( n(n+1)+nal) “
Mésrészt OM = > (ay — n%l) a, tehat OG, = EOM, ami a bi-
=0

zonyitando tulajdonsag. U

Megjegyzés. A 7.7. tétel alapjan éllithatjuk, hogy a 7.4. sejtés
A

igaz, mert egy szabalyos n-szimplexben az O ... A; varietds

’L()Zk ik+1

merdéleges az A;, ... A;, lapra.

A 7.5. tétel bizonyitasat vizsgdlva, felmeriil egy természetes kérdés:
helyettesithetok-e a lapok stulypontjai valamilyen méas ponttal az adott
lapon? A kovetkezo tétel erre a kérdésre ad valaszt a sikban.

7.8. Tétel. Tekintsik az A1AsAs hdromszdget és a wq,ws, ws valds
szamokat, amelyek osszege 1. Jelolje O a hdromszg sikjaban a
(w1, wq, w3) baricentrikus koordindtdkkal rendelkezd pontot és legyen
M eqy tetszoleges pont a sikban. Ha megszerkesztjik az M, € AsAs,
M, € A3Ay és M3 € Ay Ay pontokat gy, hogy M M;||O Ay, M Ms||OAs
és M Ms||OAs, akkor az My MyM;s hdromszdg silypontja egybeesik az
MOP hdromszog sulypontjaval, ahol P-nek az My MyMs-re vonatkozo
baricentrikus koordindtdi (wy, ws, ws).

Megjegyzés. Ha w; = wy = ws, akkor P az M;M;M;3 haromszog
siulypontja, igy az elobbi tétel a 7.5. sejtésre vezetodik vissza.

B1zONYITAS. Jelolje 71,792,773 az M pont baricentrikus ko-
ordinatait. fgy
m = Y161 + Y202 + Y303
és
0 = w1a1 + Waay + W3as,
ahol ay,as,az rendre a csicsok helyzetvektorai, m és o pedig az M,
illetve O pont helyzetvektora.
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7.7. ABRA. Altaldnositott talpponti haromszog egy
altalanos haromszogben

M, € Az As, tehat 16tezik Ay € R gy, hogy my = Ajas+(1—Aq)as.
Az MM ||OA; feltétel my —m = ¢(o—ay) alakban frhaté, ahol ¢ € R.
Ez alapjan

(5) AMag+(1=X1)ag—y101 —r2a2 —y3a3 = c(wia; +weas+wsaz—ay).

Ha a helyzetvektorok kozéppontjat az A; AsAs sikon kiviil vessziik fel,
akkor ay, as, as linedrisan fiiggetlen, tehat (5) alapjan —y; = ¢(w; —1),
A — Yo = cwy és 1 — A\ — v3 = cws. Ezek alapjan

mq = )i a )4 )4 as.

Hasonl6é gondolatmenet kovetve

7 mo = JR a JR—— a ,
2 ,}/3 72 w] —‘I— ’LUg 3 ,Yl ’}/2 w] + w3 1

m Y Y a as.
3 1 3w wy 1 ’YQ 73”[,[} wy 2

A (6), (7) és (8) Osszefiiggés alapjan
my (1 —wy) + ma(l —wy) + ms(l —w3) =m +o,
tehat
1 1
~(my +mg +mgz) = —(m+o0+p),

3 3
és ez a bizonyitando6 tulajdonsagot fejezi ki. U
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Megjegyzés. A 7.8. tétel is kiterjesztheté szimplexekre, de a bi-
zonyitashoz sziikséges szamoléds sokkal bonyolultabbd vélik.

Megjegyzés. Erdekes lenne egy olyan altalanos affin tulajdonség,
amely magaba foglalja az 0sszes bizonyitott tulajdonsigot (beleértve
a 7.1. tételt is).

3. Tapasztalatok, kovetkeztetések

e A tevékenységnek tobb parhuzamos célja volt. Az elsd, hogy
a résztvevok tapasztaljak meg, hogy kozismert feladatokkal kap-
csolatosan is mindig felmeriilhetnek wjabb és wUjabb problémak és
ezek hatasara az eredeti feladatot néha érdemes teljesen mas szem-
pontbdl nézni. A masodik cél, hogy a tanarok tisztan lassdk a
kivancsiagvezérelt tevékenységek néhany fontos jellemzojét, példaul
azt, hogy sokkal tobb probléma mertlhet fel, mint amit meg
tudunk oldani, de ezeket a problémakat is meg kell pontosan fogal-
mazni és donteni kell, hogy mit vizsgadlunk és mit nem, érezzék a
kisérletezés fontossagat, a sejtések és azok vizsgalatanak a jelentOségét,
vegyék észre, hogy a bizonyitds énmagaban nagyon kevés embert fog
érdekelni, motivéalni (dltalaban 6ket sem érdekli az n dimenzids eset).
A harmadik cél annak a megértése volt, hogy a kivancsisgvezérelt ok-
tatds nem azon all vagy bukik, hogy a kivéalasztott tananyag életkozeli
vagy sem, hanem sokkal inkabb azon, ahogyan a kit{izott problémat
kezeljiik, megkozelitjiik.

e A megjegyzések mutatjak, hogy a megfogalmazott kérdések — és
gyakran a vélaszok is — 1jabb kutatdasokat motivalnak. Ez a mate-
matikai (és egyben matematikusi) tevékenységrél egy valésabb képet
mutat, mint a tankonyvekben talalhaté bizonyitasok Osszessége.

e A tevékenységek néhany résztvevéje azt nyilatkozta, hogy
leginkdbb annak a megértésében volt hasznos szamara ez a
tevékenység, mennyire fontos a feladatmegoldasban is az alternativak
vizsgalata, az eszkozok, a szemléletmod megvalasztdsa, annak a
képessége, hogy ezeket véltogatni tudjuk; mennyire fontos, hogy egy
ismert tulajdonsag bizonyitasat hogyan épitjiik fel annak érdekében,
hogy a bizonyitasbol tovabbi ihletet merithessiink. Ugyanakkor kie-
melték a kelléen (probléma-)gazdag szituacié fontossagat is.



VIII. FEJEZET
DOBOZOK

Ebben a fejezetben két olyan tevékenységet ismertetiink, ame-
lyet a PRIMAS projekt keretén beliil tartottunk a SimpleX Egyesiilet
Tehetséggondozd taboraban és a Marton Aron Liceum &ltal szervezett
Tehetségnapon. Mindkét feladatot (foglalkozast) a 9. osztély (13-15
éves korosztaly) szamdara ajanljuk.

1. A konzervdoboz méretei

1. Feladat. Adott tolt6térfogat mellett milyen méretiire kell
késziteni a konzervdobozokat, ha azt szeretnénk, hogy a felhasznalt
badogmennyiség minimalis legyen?

2. Feladat. Hogyan kell kinéznie egy konzervdoboznak, ha a konzerv-
doboz aljanak és tetejének kivagasa soran a felhasznalt anyagmennyi-
ség p-ed része elvesztddik (a kivigds alakja és az eredeti anyag alakja
miatt) és a gyarté adott toltétérfogat mellett a legkevesebb anyagot
szeretné felhasznalni a doboz gyartasdhoz?

A7 1. FELADAT MEGOLDASA. Jelolje R az alapkor sugardt és h a
doboz magassagat. A doboz térfogata

V =nR’h
és a felszinhez hasznalt anyag mennyisége
F =27 Rh + 2w R?,
tehat F' minimumat keressiik, ha V' értéke adott. fgy h = Y, tehat

TR
az v
F(R) = R* + —
(R) +
kifejezés legkisebb lehetséges értékét keressiik rogzitett V' esetén. A
szamtani és mértani kozép kozti egyenltlenség alapjan

Vv V 5/ V2

F(R)=R*+ — + —— > 3¢/ —

() * 2T R * 2r R 472
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és egyenléség pontosan akkor teljestil, ha R = ¢/ % Ebben az esetben
h=2¢ %, tehat az optimdlis anyagtakarékossag eléréséhez a

h
A
2R
egyenldség sziikséges. U

Megjegyzés. A gyakorlatban sok konzervdoboz valéban ilyen alaki.
Az F fiiggvény minimuma a tevékenység soran mas modon is
meghatarozhatd, pl. egy Excel tablazatban kiszamitjuk a fiiggvény
értékeit és a numerikus értékek alapjan hatarozzuk meg a minimalis
értéket.

A 2. FELADAT MEGOLDASA. Jelolje R az alapkor sugarat és h a
doboz magassagat. A doboz térfogata

V = 1R*h
és a felszinhez hasznélt anyag mennyisége
F =2nRh +2(1 4 p)7R?,
tehat F' minimumat keressiik, ha V' értéke adott. fgy h = 2%, tehat

TR2?
az

F(R)=(1+p)R*>+ W—‘;

kifejezés legkisebb lehetséges értékét keressiik rogzitett V esetén. A
szamtani és mértani kozép kozti egyenlotlenség alapjan
V V s[(L+p)V2
F(R)=(14+p)R*+ — + —— >3\ ——/—
(F) = (1+p) R+ 2rR  27R 472
és egyenloség pontosan akkor teljestil, ha

J V
R = m

Ebben az esetben h = 2(1 + p) ¢ WVW)’ tehat az optimalis anyag-

takarékossag eléréséhez a % = 1+ p egyenlOség sziikséges. U

Megjegyzés. Standard méretiinek szamit a 7,5 cm atmérdjii és 11 cm
magassagu doboz is. Ezek a méretek akkor optimalisak, ha a tetejét
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és az aljat (amely kezdetben egy 8 cm atmérdjii korlap) egy koriilbeliil
8 c¢m oldalhosszisagi négyzetbol vagjuk ki és a szélén keletkezd 0, 25
cm vastagsagi korgytriit az illesztéshez hasznéljak (ezt gytrik fel és
préselik Ossze az oldallappal). Erdemes a vilaghalon megkeresni a
»<Hogyan késziil a konzervdoboz” cimii filmet (YouTube-rdl let6lthetd,
a Discovery Channel készitette). Ez alapjan még valésdgosabb modellt
lehet gyartani.

2. A Finettis doboz

Sziikségiink van egy 140 g-os és egy 400 g-os Finetti rudacskékat
tartalmazdé, felbontatlan dobozra, egy vonalzéra és egy mérlegre.

3. Feladat. Héany Finetti rudacskat tartalmaz a mellékelt abran
lathaté doboz?

Sticks

v hazelnut

8.1. ABRA. A 140 g-os Finettis doboz

4. Feladat. Mekkora a 400 g toltott ostyarudacskat tartalmazé doboz
atmérdje, ha ugyanakkora rudacskakat tartalmaz, mint az elobbi
doboz?

5. Feladat. Milyen matematikai problémak mertilnek fel az el6bbi két
feladat kapcsan?
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A 3. FELADAT LEHETSEGES MEGOLDASA. Erdemes megmérni a
doboz atmérojét, és j6 lenne ismerni a rudacskdk atmérojét is.
Feltételezziik, hogy (a jobb térkihasznaltsag érdekében) a rudacskak
a doboz aljara merolegesen allnak, igy elégséges egy olyan keresztmet-
szetet vizsgalni, amely parhuzamos az alappal. A rudacskdk atmérdje
ismeretlen, ezért valamilyen becslésre van sziikségiink. A dobozon
lathaté képeken a rudacskak atméroje 1, 1 cm, ezért megkozelitdleg 1,1
cm-es atmérével szamolunk (habér kéztudott, hogy a legtébb termék
esetén a csomagoldson levé foték nem pontosak a méreteket illetéen).
Nagyjabol ugyanezt a becslést kapnank akkor is, ha a 8.2. és a 8.3.
abra alapjan a rudacskék szama és a doboz atméréje alapjan adnank
becslést. A doboz kiilsé atmérdje majdnem 7 cm, és ebbdl le kell
vonni majdnem 1 cm-t ahhoz, hogy a doboz tetején a nyilas atmérojét
megkapjuk. A matematikai probléma tehat annak a meghatarozasabdl
all, hogy adott 6 cm atméroji korlap belsejébe hany 1,1 cm atméroji
korlap helyezhetd el atfedés nélkil. A valdsagban természetesen a

EAFRRAN\
'VQ%VQVAVQVAV@VD

8.2. ABRA. Az optimélis elrendezés

rudacskak nem allnak annyira szorosan egymas mellett, ezért az 1,1
cm-es atméro a gyakorlatban magaba foglalhatja a rudacskak kozti
hézag méretét is. Igy egy 6 cm-es atmérore legfeljebb 5 darab 1,1
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cm atméroji rudacska illeszkedhet. Ha a kozéppontbdl kiindulva
megprobaljuk elhelyezni a kis korlapokat, akkor a 8.2. abran lathaté
konfiguraciéhoz jutunk. Ez mutatja, hogy igy 19 kis korlap helyezhetd
el, tehat a dobozban levé Finetti rudacskdk szama megkozelitéleg
19. O

Megjegyzés. A doboz kibontasa utan ellenérizhet6, hogy a doboz
valoban megkozelitoleg 19 rudacskat tartalmaz, tehat megkozelitoleg
7,35 g egy rudacska tomege. Ha megmérjiik a rudak tomegét, akkor
lathato, hogy ez atlagosan 8 g, tehat atlagosan 1 rudacskaval tobb
van a dobozban, mint amennyi sziikséges lenne ahhoz, hogy a doboz
tartalmanak tomege 140 g legyen.
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8.3. ABRA. A nagyobb doboz szerkezete

A 4. FELADAT LEHETSEGES MEGOLDASA. Az el6bbi feladat
alapjan egy rudacska tomege atlagosan 8g, tehat a 400g-os dobozban
koriilbeliil 50 darab Finetti rudacska van. Probaljuk meg ezeket
elhelyezni az el6bbi konfiguraciénak megfeleléen. Lathato, hogy
9-1,1 = 9,9 cm atmér6ju korlapra elhelyezheté 61 darab 1,1 c¢m
atmérdji korlap, ezért lehetséges csokkenteni a nagy korlap atmérojét.
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Ha egy kicsit csokkentjitk (kb. 9,3 cm-re) ezt az atmérét, akkor
még mindig elhelyezheté 61 — 6 = 55 kis korlap. Ha viszont
lecsokkentjitk 8 - 1,1 = 8,8 cm-re a nagy korlap atmérojét, akkor
nem fog raférni a sziikséges 50 kis korlap. fgy tehat a doboz atmérdje
koriilbeliil 10,3 cm (mivel a lyuk bels6 dtmérdje és a kiilsé dtmérd
kozti kiilonbség 1cm). O

Megjegyzés. Ha megmérjiikk a dobozt, akkor lathatd, hogy az
atméroje 10,2 cm és 52 rudacskat tartalmaz, tehat a becsléstink elfo-
gadhato.

A7 5. FELADAT MEGOLDASA. A felmertild matematikai problé-
mak kozil felsorolunk néhéanyat.

1. Legfeljebb hany darab r sugart korlap helyezhet6 el adott R
sugard korlap belsejében atfedés nélkil?

Ekvivalens megfogalmazas: Ha egy R sugaru korlap
belsejébe r sugaru korlapokat helyeziink, akkor legaldbb
hanyad része marad lefedetleniil?

2. Hatérozzuk meg, hogy adott sokszog (pl. téglalap) vagy
tetszoleges sikbeli tartomany belsejébe hany darab r sugari
korlap helyezhet6 el atfedés nélkiil!

Ekvivalens megfogalmazas: Ha egy sikbeli tartomany
belsejébe r sugaru korlapokat helyeziink el, akkor legalabb
hanyad része marad lefodetleniil?

3. Adott testre hatarozzuk meg, hogy legfeljebb hany r sugard
gomb helyezheto el a belsejében!

4. Ha a sikra r sugaru korlapokat helyeziink, akkor legalabb
hany szazaléka marad lefodetlentil?

5. Mi valtozik, ha az el6bbi problémakban nem csak r sugaru
koroket (gomboket) haszndlunk, hanem tobb fajta koriink
(gémbiink) van, pl. 71,79, ..., sugardakat?

6. Az elobbi feladatokra hogyan lehet hatékony megoldasi algo-
ritmusokat szerkeszteni, amelyek ha nem is a legoptimalisabb
megoldast adjak, mégis képesek eléggé jol megkozeliteni a
legjobb lefodéseket?

OJ



DOBOZOK 137

3. Didaktikai megjegyzések

A matematikai tevékenységek soran nem mindig a megoldds meg-
talaldsa a fontos. Ezt kiilonosen akkor fontos tudnunk, amikor e-
setleg nem is egy lehetséges megoldas létezik, vagy esetleg a pon-
tos megolddasnak csak valamilyen becslését keressilk. A masodik
foglalkozéas a hagyomanyos oktatasi rendszerben azt a benyomést kelt-
heti, hogy a feladat sem volt igazi feladat és a megoldds sem volt
helyes. FEzt a foglalkozast épp emiatt valasztottuk, és a SimpleX
Egyesiilet taboraban ez lett a didkok altal egyértelmiien a legsikere-
sebbnek szavazott foglalkozds. A kétségek eloszlatasanak érdekében
illik tisztazni a foglalkozas céljat. A masodik foglalkozas alapvetden a
problémaérzékenység fejlesztését célozza meg, és a tovabbi kutatasokat
motivalhatja, hisz a legtobb megfogalmazott probléma nagyon nehéz,
esetleg nem teljes mértékben megoldott. Pakolasi problémakkal kap-
csolatos konfigurdciok szemléltetéséhez ajénljuk a [32] honlapot, il-
letve a [18] cikket és a [17] konyvet. Erdemes megemliteni, hogy a
tevékenységet altalanos iskolai didkokkal is kiprobaltuk, és a VI-VII.
osztalyos didkok is megsejtették az optimaélis elrendezés alakjat. En-
nek az elrendezésnek az optimalitdsa 1969 és 1999 kozt megoldatlan
probléma volt (a megoldas a [18] cikkben taldlhatd). A gyakorlati
probléma ugyanakkor egzakt médon nem is oldhaté meg, hisz a cso-
magolé automata nem darabszam szerint csomagol, ezért kiilonbozd
dobozokban el6fordulhat, hogy nem azonos a rudacskak szama. Min-
dez azt mutatja, hogy a gyakorlati feladatok esetén a megoldas fo-
galmat is djra kell értelmezniink. Ez egy nagyon veszélyes egyensulyi
probléma, hisz a didkokban a megoldott feladatok és a bizonyitott
tételek alapjan alakul ki a megoldas és a bizonyitds fogalma. fgy
ha nem fektetiink egyarant hangsilyt az elméleti szempontbol helyes
gondolatmenetekre és a gyakorlati okoskodasokra, akkor valamelyik
komponens sériilni fog. Tanitasi szempontbdl vilagos, hogy a kettd
kozti kiillonbséget érdemes minden adandé alkalommal megvilagitani.

Végezetiil néhany tipp a kivitelezésre vonatkozoan:
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8.4. ABRA. Mérés és modellalkotas

e Mindkét tevékenységet érdemes kiscsoportos foglalkozas keretén
beliil megszervezni, mert igy tobb alternativ szempont, matematikai
probléma keriil elo.

o Mindkét foglalkozas segitségével vilagosan lehet szemléltetni a
modellezési tevékenységek lépéseinek a fontossdgat (lasd a Blum-
-féle modell: a helyzeti modell megszerkesztése, a matematikai mo-
dell megszerkesztése, a modell validalasa stb.). Ugyanakkor a mé-
sodik esetben jol érzékelheté a gyakorlatorientalt tevékenységek és a
hagyomanyos matematikai megkozelitésméd egyik fontos kiilonbsége:
a gyakorlatorientalt megkozelitésmdd esetén nem elsédlege fontossagu
az elméleti hattér tisztazasa, sokkal inkabb a minél pontosabb és
gyakorlati szempontbol hasznalhaté numerikus eredmény.

e Az elsé tevékenység soran érdemes az elso feladattal kezdeni és
a didkokra bizni az egyre valésaghtibb modellek elkészitését. fgy ok
vezetik be a kiilonboz6 paramétereket (p) és megvizsgéljdk a gyartasi
folyamat soran felmeriil6 problémékat (anyagveszteség, a Kkivégds
alakjabol fakadd megszoritasok, a perem préseléséhez sziikséges anyag-
mennyiség stb.).



IX. FEJEZET

KAMATOZASI SEMAK ES AZ
EXPONENCIALIS FUGGVENY

A fejezet célja az exponencidlis fliggvény bevezetése, valamint tu-
lajdonsagainak igazolasa a hatarérték fogalménak a felhasznalasara
alapozva. Az tjdonsag a megkozelitésben és a bizonyitasokban rej-
lik, hisz gyakorlatilag kamatozasi sémakat hasonlitunk Ossze és az
osszehasonlitds szolgaltatja a tulajdonsagokat vagy a bizonyitasok
alapotletét. Gyakorlatilag olyan tevékenységeket, feladatlapokat mu-
tatunk be, amelyek lehetové teszik az exponencidlis fliggvény tulaj-
donsagainak vizsgalatat anélkiil, hogy a feladatokban megjelenne az
exponencialis fliggvény. fgy, egyrészt a tulajdonsagok nagyon erds in-
tuitiv jelentést és magyarazatot nyernek, masrészt a tanulméanyozasuk
motivalasa természetessé valik, hisz az alapkérdés majdnem mindig
ugyanaz: melyik befektetés elényosebb?

1. Pénzigyi fogalmak

Sziikségiink van néhény alapvetd pénziigyi fogalomra.

Kamat: a jovobeli és a jelenbeli pénzosszeg kozotti kiillonbozet.

Kamatlab: idéegység (pl. 1 év) alatt realizélt kamat és toke
aranya.

Egyszerti kamat: csak az alaptéke kamatozik, azaz minden
idGegységben az alaptike-kamatlabbal no a toke.

Kamatos kamatozas: minden periédusban az épp aktudlis toke
kamatozik, vagyis az aktudlis toke-kamatlabbal né a toéke.

Megjegyzés. Egyszeri kamat esetén tehdat a kamatokat nem ad-
juk hozzé az alaptckéhez, mig kamatos kamat esetén a kamatokat
is hozzdadjuk az alaptokéhez. A kamatnak az alaptékéhez vald
hozzdaddsdt a tovdbbiakban tékésitésnek nevezziik. Ugy is fogal-
mazhatnank, hogy egyszerti kamatozas esetén nincs tékésités, kamatos
kamatozas esetén minden idéegység végén tokésitiink.

139
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Tekintstink néhény példat! Ha az éves kamatldb 10%, és a befek-

tetett osszeg 100 pénzegység, akkor egyszerti kamatozas esetén
1 év utan

100 + 100 - 0,10 = 110,
2 év utdn

110 + 100 - 0,10 = 120
pénzegységiink van. A fogalom megértésének ellenérzéseképpen a
tanulok megoldjék a bevezeté feladatlap 1. feladatat, amelyben
rdjonnek az egyszeri kamat linearitdsara, azaz, hogy éves p kamatlab
esetén, ha a befektetett Osszeg S, akkor az n év utan kivehetd Gsszeg

Sp = S(1+np).

Kamatos kamatozds esetén, 10%-os éves kamatldbat hasznélva 1
év utan 100 + 100 - 0,10 = 110 pénzegységiink van, majd ez a teljes
osszeg kamatozik, igy 2 év utan 1104 110-0, 10 = 121 pénzegységiink
van.

A fogalom megértésének ellenérzéseképpen a tanulék megoldjak
a bevezeto feladatlap 2. feladatat, amelyben rajonnek hogy minden
évben az Osszeg 1, 1-szer no és levonjak a kovetkeztetést, hogy ha az
éves kamatlab p és a befektetett 0sszeg S, akkor kamatos kamat esetén
az n év utan kiveheto Osszeg

S, =S+ p)".

A bevezeto feladatlap 3. és a 4. feladatanak megoldasakor a
tanulok megfogalmazzak, hogy ugyanolyan kamatlab mellett kamatos
kamattal jobban megéri befektetni, illetve, hogy ha az egyszerti kamat
esetén nagyobb a kamatlab, mint a kamatos kamat esetén, akkor rovid
tavon jobban megéri az egyszert kamattal befektetni, de hosszi tavon
a kamatos kamat éri meg jobban.

A fenti példakban a kamatozasi peridodus 1 év volt. A mindennapi
életben gyakran talalkozhatunk azonban olyan befektetésekkel, ame-
lyeknél a kamatozasi periddus egy évnél rovidebb, vagyis gyakoribb
tokésitésre van lehetdség. Ilyen esetekben a kamatozasi periddussal
megyegyezO érvényességi idotartamra vonatkozo kamatlabat kell
hasznélni. Ha példdul a befektetett pénzosszeg 100 pénzegység, az éves
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kamatlab 10% és havonta tOkésitiink, akkor a havi kamatlab %%, igy

kamatos kamatozds esetén 1 hénap utdn 100 + 100 - 555 = 100, 8(3)

pénzegységiink van, 2 hénap utdn 100,8(3) + 100,8(3) - Hoes =

101,6736(1) pénzegységiink van, 1 év utdn 100(1 + )" ~ 110, 471

pénzegységiink van, 2 év utdn pedig 100(1 4+ 5he5)** ~ 122,039
pénzegységgel rendelkeziink. Egyszerti kamatozas esetén 1 honap utan
a befektetett téke felndvekedett értéke 100 4 100 - o = 100,8(3)
pénzegység. 2 homap utan 100 + 100 - 2 - 12?300 = 101, (6) pénzegység,
1 év utan pedig 100 (1 +12. 1;?00) = 110 pénzegység.

Vizsgaljuk mi torténik a pénzosszeggel, ha hetente tokésitiink.
Ekkor 1 év utdn tékénk felndvekedett értéke 100(1 + )52 ~
110, 506.

Az el6bbi példakbdl lathato, hogy a tényleges kamat nemcsak a
kamatlabtdl fiigg, hanem a kamatozéasi sématol, vagyis a tokésitések

szamatol és azok iitemezésétol is figg. Kzt a fliggdséget job-

ban megérthetjiik ha elég sok konkrét esetet megvizsgalunk (ldsd a
bevezetd feladatlap 5. és 6. feladatat).

2. Az (en),5s €0 = (14 1)" sorozat vizsgélata

2.1. A sorozat monotonitasa. Az e, = (1 + %)n sorozat
vizsgalatat az elso feladatlap megoldasaval kezdjiikk. A megoldasok
soran vildgossd valik az e,, gyakorlati jelentése és az (e,),>1 sorozat
monotonitésa. Erdemes tehdt kihangsulyozni, hogy ha elhelyeziink a
bankban 1 pénzegységet évi 100%-os kamattal, és n-szer tékésitsiik
egy évben (egyenl6 idékozonként gy, hogy az utolsd tokésités az év
végén legyen), akkor egy év milva a szamlankrol

(1)

pénzegységet vehetiink fel. Az (e,), ,, sorozat monotonitdsa a fe-
ladatok megoldasabdl azonnal adédik, mert tobbszori tokésités esetén
érezhetoen tobb pénziink lesz, tehat

() (1+%)n< (1+HL+1)”+1.
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Ez természetesen csak egy intuitiv érv, hisz nemcsak a tokésitések
szama, hanem azok iitemezése is szamit. Példaul ha csak egyszer
tokésitiink félévkor, akkor az év végén

Si=5(1+ 73)2
2
pénziink lesz, mig ha 10 honap utan is és 11 hénap utan is tokésitiink,

akkor . )
_ op P
Sz—S<1+ 6) (1+5)

pénziink lesz. Egy kis szamolassal belathatd, hogy p < 18 esetén
az els6 eset elonyosebb, tehat onmagdban véve a tokésitések szama
nem mérvadd, az litemezések is szamitanak. Emiatt fontos igazolni,
hogy a monotonitasra vonatkozo sejtés helyes. FEnnek érdekében
érdemes nyomon kovetni a pénzmennyiség alakuldsat a két kamatozasi
séma segitségével (az egyik szerint n-szer t6késitiink, a masik szerint
(n+ 1)-szer, mindkét esetben egyenld id6kozonként). Ez kivitelezhetd
szamitégépes program segitségével (szimuldcidval) vagy szdmolasok
segitségével. Ha folyamatosan kovetjilk a pénzmennyiséget, akkor

L 2 3 ol illetve a L, 2, 3 n

vildgos, hogy az 5, =5, w0 R
idopillanatokban érdemes mindkét kamatozasi séma szerinti Osszeget
kiszamolni. Vizsgaljuk, hogy mennyi pénziink van az év %—ed részekor,
ha n-szer tokésitiink, illetve ha (n + 1)-szer tékésitiink. Ennek
érdekében el6szor megoldatjuk a tanulokkal az els6 feladatlap 3. fe-
ladatat. Ha a didkok rajonnek, hogy a két kamatozasi séma sze-
rinti értéknovekedést kell kovetni azokban az idopontokban, amikor
tokésités torténik, akkor megvan a bizonyitds alapotlete, kiilonben en-
nek a tisztazasara érdemes tovabbi feladatokat megoldatni, mindad-
dig, amig a didkok megfogalmazzak az altalanositdst, amit matema-
tikai indukcioval igazolhatnak. n-szeri tokésités esetén kozvetleniil a
k-adik t8késités utdn (az év elsd £-ed részének a végén)

(+3)
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16 (év) _u 2 k
0o o+l omrl i1 1
’ f i ‘ f ¥ 1
il P2 Y 1 '\n n+1
R 1 1+ ‘ 1) ‘ L !
s 1 i (L R | ) (e

9.1. ABRA. n-szeri, illetve (n 4 1)-szeri t6késités egy évig

pénzegységiink van. n + 1 -szeri tokésités esetén k tokésités utan
az év niﬂ—ed része telt le (ez kevesebb, mint £) és {gy az (n + 1)-
k k

szeri tOkésités esetén a k-adik tékésités utdn még & — £ = _k
n n+1 n(n+1)
hosszusagu idéintervallumra kell kamatot szamolni ahhoz, hogy az év

%—ed része utan is megkapjuk a tékénk aktualis értékét. fgy

(o) ()

pénzegységiink lesz. Azt sejtjiik, hogy a masodik esetben a gyakoribb

tékésitések miatt nagyobb pénzosszegiink lesz, vagyis barmely k = 1,n
esetén

() () (k)

Ez az egyenlOtlenség k szerinti indukciéval igazolhato és igy k = n
esetén pontosan a (9) egyenl6tlenséget kapjuk.

Hasonlé médon a tanuldk belathatjak, hogy az (m + 1)-edik év
% ypillanataban” kevesebb pénziink lesz évi n-szeri tékésitéssel, mint
évi n + 1-szeri tokésitéssel. Az igy kapott egyenl6tlenséget ugy is
igazolhatjuk, hogy a (9) egyenlStlenséget m-edik (m € N*) hatvanyra
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2 k
1d6 (év) 1+ — mt — m o+ =
m n n n m-+1

. - ; mn+n
_— (1+ l)m'n (H l)mm 1(I+ l)vrnz+2 <1+ l)mon (1+ l) +
énzosszeg n n B 7 n

n

—_
[
=

"o + + m + —-=x m+i—
1d6 (év) m M " P n+ n+1 m+l

(L )m(nH) i—l)m(m—lHQ(”; )m(n+1)+k <1+ | )(m+l)(n+1)

. . +
Pénzosszeg ( n+1 ! n+1

+1

(.1 mn+1 1)
( )1+l> (1+ 1)m(n+1)+k<l+ X )(1,%)m(n +n

a1 n(n+ 1) nt

9.2. ABRA. A két séma az (m + 1)-edik évben

emeljik, igy a kovetkezo egyenlotlenséget kapjuk:

1\ ™" 1 m(n+1)
(11) (1 + —> < (1 + ) :
n n+1

Majd a (10) és (11) egyenlétlenségekbdl kapjuk az

1 mn+k 1 m(n+1)+k L
12 1+ - 1 1+ —
(12) ( +n> << +n+1) ( +n(n+1))

barmely m € N* és k = 1,n esetén, egyenlStlenséget. Az
egyenlitlenségek igazoldsa sordn érdemes a 9.1. és a 9.2 dbrat (vagy
valamilyen hasonl6 dbrézoldst) hasznélni.

2.2. A sorozat korlatossaga. A korlatossag kérdése természetes
modon meriil fel, hisz fontos tudni, hogy az egy éven beliili tokésitések
szamanak (n) novekedésével legfeljebb mennyi pénzre tehetiink
szert.  Valamilyen fels6 korlat megallapitasa érdekében Osszeha-
sonlitjuk az évente n-szeri tokésitésre és p kamatldbra alapozott ka-
matozasi sémat valamilyen egyszeri kamatozasi sémaval, amelyben a
kamatlab p-nél nagyobb. Ezt megtehetjik szamitdgépes kisérletezés
segitségével vagy valamilyen formélis szamitasok alapjan. Kezdetben
hasonlitsuk 0ssze az 1 pénzegységbdl indulé 100% éves kamatlabbal
és n-szeri tékésitéssel jaré kamatozdsi sémat a 200% éves egyszerii
kamatra alapozott kamatozédsi séméval (lasd a 2. feladatlap 1.—4. fe-
ladatait). A 11. tdbldzat a pénzosszegeket tartalmazza a két séma
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Id6 Tok631tesek 1szama n T(’ﬁkésité];e;{ 2zéma: 0
T R
A I Gty M| L+
A R ) M| L+e
eyt e

11. TABLAZAT. Kamatozasi sémak osszehasonlitasa

1 2 k
1d6 (é - - ol
(év) 0 » Y . Lew
Pénzosszeg 1 1oL 1+ L 2 (1+ l)k (1 . 1)” (1+ 1)
100%-o0s kamattal n n n n n
Pénzosszeg 1 2k 2 - 1)
200%-0s kamattal 1+ n 1+ n 1+ " " 3

9.3. ABRA. n-szeri tékésités p = l-re és egyszeri kamat p = 2-re

szerint az els6 néhdny hénapban (mindkét séma esetén a kezdGosszeg

1).

Lathaté, hogy
1 2
1+-<1+4Z=,
n n
1\? 2 1 4
1+—) =1+=-+—5<1+-
n n n n

Megvizsgaljuk, hogy a tovabbiakban is teljesiil-e az egyenlotlenség. Ez
azt jelenti, hogy az

1\" 2
(13) <1+—) < 1+—k,
n n

egyenl6tlenséget szeretnénk igazolni k£ < n esetén (lasd a mésodik
feladatlap feladatait). A (13) egyenl6tlenséget a matematikai indukeid
modszerével prébaljuk bizonyitani. £ =1 és k = 2 esetén mar lattuk,
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hogy igaz. Feltételezziik, hogy a (13) egyenl6tlenség igaz valamilyen
rogzitett k esetén, és igazolni probaljuk £ + 1-re. Igy az

1 k+1 92 1
(1+—) <1+(k—+), ha k<n-—1
n n

egyenlitlenséget kellene beldtni. Masrészt, ha a (13) egyenlétlenség
mindkét oldalat megszorozzuk 1 + %—nel, az

(e3) = (=) ()

igaz egyenl6tlenséget kapjuk. A kérdés az, hogy igaz-e az

(o) o) err 22

egyenlotlenség k < n — 1 esetén. Ekvivalens atalakitasok utan a

— < 1 —kr<l

n> - n -2
egyenlotlenséghez jutunk, ami nem teljesiil minden k£ < n esetén.
Az el6bbi gondolatmenet viszont azt is mutatja, hogy a matemati-

kai indukcié elve alapjan a (13) egyenl6tlenség igaz k < % esetén.

Ha n pdratlan természetes szdm, akkor § mem természetes szam,

ez viszont nem okoz gondot, mert k = 1 esetén is teljesil a (13)

egyenlotlenség, igy a matematikai indukcié elve alapjan teljesiil £ €

%, %, g, cee %} esetén is. Tehat tetszdleges n természetes szam esetén
a (13) egyenlétlenség igaz minden k € {%|1 <i< n} esetén. gy igaz
k = 3 esetén is, azaz (1 + %)% < 2, amibdl négyzetre emeléssel az
(1 + %)n < 4 egyenl6tlenséget kapjuk, azaz az (e,), ., sorozat feliilrél
korlatos. Ugyanakkor e, > e; = 2, barmely n > 1 esetén. Mivel a
sorozat novekvo és feliilrdl korlatos, konvergens is. Az (e,),>1 sorozat
hatarértékét e-vel jeloljiik és az eddigi gondolatmenet alapjan

lim e, = e € (2,4].

n—oo

Gyakorlatilag az (e,),>1 sorozat hatarértéke azt mutatja meg, hogy
folyamatos tOkésitéssel maximélisan mekkora pénzosszeget kaphatunk
egy év alatt 1 pénzegységbdl kiindulva, ha az éves kamatlab 100%.
Egy kis szamit6gépes kisérletezés utan azt is lathatjuk, hogy a (13)
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egyenlGtlenség igaz minden £ < n esetén is és e, < 3. Az e, < 3
becslés igazolasa érdekében probaljuk meg a masodik kamatozasi séma
esetében csokkenteni a kamatlabat. fgy meg kellene vizsgélni, hogy
milyen feltételek mellett teljesiilnek a kovetkezd egyenlotlenségek:

1\* 3k
14 1+~ 1+ —
(14) ( +n> <1+,
1\* 4k
15 1+—) <14 —
(15) < +n) + 3
és altalaban
1\* (m+ 1)k
(16) 1+-) <14 —""
n mn

Az el6bbi egyenl6tlenségek k& € {0,1} esetén teljestilnek. Ha
megprobaljuk Oket indukcioval igazolni rendre a k < 2, k < 7 és
k < f feltételekhez jutunk. Ez természetesen nem azt jelenti, hogy
csak ezekre a k értékekre teljesiil az egyenlOtlenség. Ezek a feltételek
mindossze annyit jelentenek, hogy ezekre a k értékekre tudjuk mate-
matikai indukciéval egyszeriien igazolni az egyenl6tlenségeket. fgy ki-

jelenthetjiik, hogy

1\ ™/ (m+1) m4+ 1)
(17) (1+—) < 1+#.
n 77’L,m—_"_1
vagyis
1 n 1 m—+1
w1 (1 2) T

Ez mutatja, hogy érdemes az

1 m—+1
fm:(1+—) ,m>1

m

sorozatot is vizsgdlni, hisz ennek a sorozatnak minden tagja felso
korldtja az (e,)n>1 sorozatnak. Ugyanakkor amiatt, hogy kamatozdsi
sémaban csokkentettiik a kamatot intuitiven azt varhatjuk (ezt esetleg
abrézolassal vagy szamitégépes kisérlettel is ald tudjuk tdmasztani),
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hogy az (fim)m>1 sorozat csokkené. Az f,, > f,—1 egyenlStlenség ek-
vivalens az

" o)y

egyenlGtlenséggel és ez felfoghato gy, mintha a negativ kamatlabbal

dolgoznank, vagyis fogyna a pénziink. Ha nemcsak az év végén, hanem
1 2
e N

két fogydsi séma esetében (az egyik szerint m-szer, a méasodik szerint

az , ™ idépontokban hasonlitjuk ossze a pénzmennyiségeket a

. ’ o 21 1 .
(T? + 1)-szer vonjuk le az épp meglévé t6kébdl annak ---ed illetve
m+1"

0 (1-5t) (i) () v

egyenlotlenséget kellene belatnunk. FEz viszont matematikai in-
dukciéval egyszertien belathaté.
Masrészt f,, = en (1 + w%) , tehat

ed részét), akkor lathatjuk, hogy az

lim f,, = lim e, =e¢,
m—0o0 m—0o0

tehat irhatjuk, hogy

1 n 1 m+1
(21) <1—|——> <e< (1—1——) , Vm,n € N*.
n m

Egy kis szamolassal lathaté, hogy f5 < 3, tehdt e € (2,3). Ennél
pontosabb becslést is kaphatunk, ha egy szamitégépen kiszamoltatjuk
a két sorozat elemeit. Ez arra is jé, hogy valamilyen intuitiv
elképzelésiink lehessen a konvergencia gyorsasagarol is, tehat arrél,
hogy az elobbi sorozatok segitségével mennyire hatékonyan lehet
megkozeliteni az e-t. Példaul n = 10000 esetén e, = 2,718146 és
fn = 2,718418 tehat az els6 10000 tag kiszamitasaval csak harom
tizedesnyi pontossaggal tudjuk meghatarozni az e-t. Ez azt mutatja,
hogy a konvergencia lassu, az f, — e, kiillonbség nagyjabdl a % sorozat
sebességével csokken.

Megjegyzés. A teljesség kedvéért belatjuk, hogy a (13)
egyenl6tlenség minden k£ < n esetén is érvényes. A bizonyitasban
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Newton binomialis tételét hasznaljuk. k£ < n esetén

<1+%>k:1+]€.l+w.i+k(k_l)(k_Q).i_‘_

n 2 n? 6 n3
k(k—1)(k—2)---(k—(k—1)) 1 B
! ko
k k k1 1 Kk k1 k2 1
:1+—+— —_ — — ._+_. - . - — — ). =...
n o n n n 2 n n o n n n 6

1 1
<1+ (+§+6+ +H)<
<1+_<1+L+L+...+;):
n 1-2 2.3 (k—l)k
:1+5(1+1—1+1—1+1—1+---+L—1)<1+%.
n 2 2 3 3 4 k—1 &k n

Tehat a (13) egyenlétlenség igaz minden k < n természetes szamra és
igy (1 + %)n <1+ %, tehat az e € (2, 3] tulajdonsdg igy is belathato.

3. A korlatossag egy mas igazolasa

Hasonlitsuk 0ssze az 1 pénzegységbol kiinduld, évente n-szeri
tokésitésre alapozott kamatozasi sémat azzal a kamatozasi sémaval,
amelyben minden 1 < k < n esetén az év elso %—ed részének a végén
ugy szamitjuk a végosszeget, mintha erre az idGszakra egyszerti kamat
jarna, de ezt a kamatot a periddus elején hozzadjuk az alaptékéhez
és az egészet kamatoztatjuk. Amiatt, hogy mar az elején hozzaadjuk
a kamatot az eredeti Osszeghez és igy kamatoztatjuk, az intuicié azt
sugallja, hogy a végosszeg nagyobb lesz, mint az elsé séma esetén. Az
els6 néhany esetre az értékeket a 12. tablazat tartalmazza. Ezekbdl
az értékekbdl lathatd, hogy a masodik séma elényosebb a vizsgélt
periédusokra. A tovabbiakban ezt indukcidval igazoljuk.

Pontosabban a kovetkezo egyenl6tlenséget kellene igazolni:

1\* E k2
(22) O+—>§1+—+7,k§n
n n n
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Ido ‘ n — szer tokésitve H Az elején tokésitve

1] 1+4 [1+(1+3)i=14+14 %
2l ) Hk*l+ﬂ%:1+z+m
4’ ieaeni-teies
4t firaedi-teiey

12. TABLAZAT. Kamatozasi sémak osszehasonlitasa

k € {0,1} esetén az egyenltlenség igaz. Ha feltételezziik, hogy egy
rogzitett k-ra teljesiil, akkor irhatjuk, hogy

1) ko k2 1
1+ = <(1+=+5)(1+=) =
n n n n
E+1 k2 kK2

+ + =

n? n?2 nd

k+1 k+1)2
<1+ +( 2”
n n

Hasznaltuk, hogy & < n esetén k — kiﬂ < n, vagyis kk—jl < n A
matematikai indukeié elve alapjan a (22) egyenl6tlenség teljestil. fgy

k = n esetén azt kapjuk, hogy
1 n
(1+3) <3
n

4. Az exponencialis fliggvény értelmezése

tehat e € (2, 3).

Ebben a paragrafusban azt vizsgaljuk meg, hogy a folyamatos
tokésitéssel 1 pénzegységhdl 1 év alatt elérheté pénzosszeg hogyan
fiigg a kamatlabtol. Jeloljik p > 0-val az éves kamatlabat. Ha egy év
alatt n-szer tékésitiink (egyenld id6kozonként), akkor az év végén

()
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L + 2 k
1d6 (év) + = m+ = mik
" ! ! " m+1
- (1 + B) mn i+ 2 mat1 1+ 7 mn+2 iy mnt-k (1 N L’) mn+n
Pénzosszeg n B < ;> . -
2 k n
6 (¢ m+ L .
1d6 (év) m mT m p— s m T me
1+ P m(n+1) 1+ P2 m(n+1)+2 (1+ p \m(n+1)+k 1+ P ‘)(’!n+1)<n+l)
Pénzosszeg n+1 1 11 .
p \mn+l
1+
( n+ 1) (1+ )4 )7rn(7,+1)+/\(1+ kp ) (1+ p \m(nt+1)+n
n+1 n(n+ 1) n+

9.4. ABRA. n-szeri illetve (n + 1)-szeri t6késités az m + 1-edik évben

pénzegységiink lesz és akarcsak a p = 1 esetben itt is sejthetjiik, hogy
az (epn), >, €pn = (14 £)" sorozat névekvé. Tehat azt sejtjiik, hogy
n+1

P\" p
(23) 1+4=) < (14 —— , Vp>0,n€N.

n n+1
A bizonyitds részleteinek tisztazasa érdekében minden k €
{0,1,...,n}-re vizsgaljuk meg a szdmla egyenlegét kozvetleniil az év

els6 £-ed része utén (lésd a harmadik feladatlap feladatait)! n-szeri

tOkésités esetén (1 + %)k pénzegységiink lesz, (n + 1)-szeri t6késités

esetén pedig
k
k
14 L 14+ —2
n+1 n(n+1)

pénzegységiink. Tehat a sejtésiink az, hogy
(24)

k k L
(1+3) <(1+-2 1+—2 ) vneN 1<k<n.
n n+1 n(n+1)

Lathatd, hogy ebbol az egyenlotlenséghdl k£ = n esetén kovetkezik
a (23) egyenlStlenség. A (24) egyenlétlenség igazoldsa matematikai
indukci6 segitségével egyszertien elvégezheto.

Hasonlé gondolatmenet alapjan belathatd, hogy

m(n+1)+k
p\mntk p kp
25 (1 —) 1+ -2 1+ —2
(25) +n <<+n—|—1) (+n(n—|—1))
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» ! 2 k
1d6 (év) 0 n n " 1 év
Pénzosszeg : : : : : :
- n
pamatiibbal 1,1 L2\ (12\F (1 2)"] <1+p>
n n n n n
Pénzosszeg | 2p 4p 2kp 2(n- Dp
2p kamatlbbal e == = 1t

9.5. ABRA. n-szeri t6késités p-re és egyszeri kamat 2p-re

hame N 1<k<n.
Ez az egyenlétlenség igazolhaté a (23) és (24) egyenlStlenségek
alapjan is.

Megjegyzés. Hasonlé médon igazolhatd, hogy p > 0 esetén

(26) (1—ﬁ)k<1—%)><1—%>k,kgm

és 1gy az fpn = (1 + %)nﬂ sorozat csokkend. Az e,, < fon
egyenlStlenség alapjan kovetkezik, hogy az (e,,)n>1 sorozat felilrdl és
az ( fpn)n>1 sorozat alulrdl korlétos, tehat mindkét sorozat konvergens.
Az fpn =¢€pn (1 + %) egyenlGség alapjan a két sorozatnak ugyanaz a
hatérértéke. Ha I(p)-vel jeloljiik a hatérértéket, akkor felirhatjuk, hogy
p > 0 esetén

p\" JANGE
(27) (1+2) < < (1+2)", vnew.
n n

4.1. A  korlatossdg vizsgdlata. Az (e,,)n>1  sorozat
korlatossaganak igazolasahoz oOsszehasonlitjuk az n-szeri tokésitésre
alapozott kamatozasi sémat valamilyen méas kamatozési sémaval,
amelynek nagyobb lehet a hozama 1 év alatt. Ilyen kamatozési sémat
ugy szerkeszthetiink, ha noveljilk a kamatlabat vagy a kamatozasi
idot. Els6é problémaként vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a
kamatozas t6késités nélkiil megy végbe és az éves kamatlab 2p (lasd
a 4. feladatlap feladatait). A 13. téblazatban k € {1,2,3,4} esetén

feltiintettiik a két kamatozasi séménak megfelel6 mennyiségeket.
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Eves kamatléb: 2p
Tokésitések szama: 0

e | ez

Eves kamatléb: D,
To6késitések szama: n

Cer | e
T
e e

’

13. TABLAZAT. Kamatozasi sémak osszehasonlitasa

A tablazat elsé néhany sorat vizsgalva azt gondolhatjuk, hogy a
masodik oszlopban mindvégig nagyobbak az értékek, mint az elsében.
Ha ezt matematikai indukcioval probaljuk igazolni, sziikségiink van a
k< 2% egyenlétlenségre (az indukcids 1épésnél). Igaz tehét a kovetkezd
tétel:

9.1. Tétel. Han e N, p>0 ésk < 2%, akkor

k 2k
(28) (1+2) <1+ =2
n n
BIZONY{TAS. k = 1 esetén igaz az 1 + £ < 1 + 2 egyenldtlenség.
Feltételezziik, hogy a (28) egyenlétlenség igaz valamilyen rogzitett k
esetén, és igazoljuk (k + 1)-re. Igazolni kellene tehét az
k+1 2(k+1
<1 + 2) <1+ u
n n
n

egyenlttlenséget, ha k£ < 75 — L Ha a (28) egyenlStlenség mindkét

oldalat 1 + Z-nel szorozzuk, az

<1+§>k+1 < (1+%) (1+%)

igaz egyenlttlenséget kapjuk. A kérdés az, hogy igaz-e az

ok 2k + 1
(1+—p) (1+2) <14 2T
n n n
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egyenlotlenség minden k < 2”—p — 1 természetes szam esetén. Ez viszont

a
2kp?
P clgpct
n? n 2p

egyenlétlenségekkel egyenértékli. Tehdt a (28) egyenlStlenség igaz a

k < 5 termeszetes szamok esetén. O

Megjegyzés. Hasonl6 médon végezhetlink Gsszehasonlitast mas ka-
matozasi sémékkal is. Példaul olyanokkal, ahol a kamatlab m“

valamilyen m € N esetén.

A (28) egyenldtlenségbdl  kovetkezik az  (epn)n>1  sorozat

korlatossaga is, hisz k = [%}} esetén azt kapjuk, hogy

n

n

(1+£>[2p]<1+L§1+2—p:2'
n n

n
fgy
n 2p| 2= |+2p 2p
(29) (1 n 3) < (1 n 3) Bl (1 + p) <42
n n
ha n > p.

4.2. A korlatossag mas igazolasa. Tekintsiik azt a kamatozasi
sémat, amelyben a kamatldb szintén p, de minden 1 < k£ < n esetén
az év elso %—ed része utani pénzmennyiséget ugy szamitjuk ki, mintha
a % hosszusagu peridédusra jaré kamatot az év elején hozzdadnank az
alaptokéhez és az igy kapott Osszeg kamatozna egyszeri kamattal. A
14. tablazat k € {1,2,3,4} esetén tartalmazza a két séma szerinti
értékeket.

A tablazat és a konstrukcié alapjan lathatd, hogy p < 1 esetén
a masodik oszlopban nagyobbak az értékek, mint az elsOben. fgy
megfogalmazhatjuk a kovetkezo tételt:

9.2. Tétel. Han,k e N*, k <n és0<p<1, akkor

(30) <1+§) <1+@+k22
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n — szer tokésitve H Az elején tokésitve
42 | 1+Q+B i1+ G
(+2f  rrpemEoiczen
(+2)  rrpemEoicee
(+2) Jie(eieoiceu

14. TABLAZAT. Kamatozasi sémak osszehasonlitisa

BIZONYITAS. k = 0 és k = 1 esetén az egyenl6tlenség trividlis. Ha
feltételezziik, hogy egy rogzitett k-ra teljesiil, akkor

k+1 k k2p?
(1+2) S(LF£+ g)@+£):
n n n n

(k+1p N Ep?  kp? k%P

-1 e <
* n n? n? * nd -
k+1 k*p?  2kp? 2
§1+( W+ §—+ f+£5:
n n n n
kE+1 k+1)%p?
§1+(+)p+(+2p'
n n
A bizonyitas soran felhasznéltuk, hogy % = kp — kk—Jf’l < n, mivel
p <1 U

Megjegyzések. 1. k = n esetén az
(1+§> <l+p+p’

becslést  kapjuk. Ez sokkal jobb kozelités, mint a (29)
egyenlotlenségben kapott becslés, viszont csak akkor hasznalhato, ha
0<p<L

2. Ha p > 0 tetszoleges és n elég nagy, akkor

1 p 2
G+—>§1+£+%.
n n n
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Elégséges az egyenldtlenséget raciondlis p-re igazolni. Ha p = ¢, akkor
az elobbi tétel alapjan bn > a esetén

1+1 a<1+a+ a?
bn) — bn = b2n?’

Maésrészt

tehat

e

(o0) = ()

és igy a kijelentett egyenlotlenség igaz.

Az elébbiek alapjan az (epn),~, sorozat p > 0 esetén feliilrdl
korlatos és novekvo, tehat konvergens. fgy létezik a lim (1 + %)n =
n—oo

l(p) € R hatarérték. Hasonl6 médon igazolhat6, hogy p < 0 esetén a
sorozat csokkeno és alulrél korlatos, tehat ebben az esetben is létezik
az l(p) hatarértéke. A tovabbiakban a p — [(p) megfeleltetéssel
értelmezett fliggvényt szeretnénk megvizsgalni. Elso 1épésként az e
szam segitségével valamilyen kézzelfoghatobb oOsszefliggést vezetiink
le I(p)-re, majd tanulményozni fogjuk ennek a fiiggvénynek a mono-
tonitasat, konvexitasat, folytonossagat, derivalhatosdgat.

4.3. Az [(p) fiiggvény alakja. Keressiink dsszefiiggést az ((1) =
e és az l(p) kozt, ha p tetszileges. Az

() ) = () = (00) ) =0y

egyenlitlenség alapjan e? > [(p), ha p > 0. Szdmitdgépes kisérletekkel
észrevehetd, hogy [(p) és eP értéke nagyon kozel van egymaéshoz,
tehat megfogalmazodik az a sejtés, hogy l(p) = eP. Ahhoz, hogy
ezt belathassuk igazolni kellene, hogy e’ < [(p), ha p > 0. Ennek
érdekében felirjuk, hogy

(o)) =0 = (00) ) =00 )
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tehat ha sikeriilne igazolni, hogy
2\ ™ n M
(1+£+p_2) <(1+8)+ X
n o n n n
ahol M > 0 egy valds szam, akkor hatarértékre térve kovetkezne, hogy
e? < I(p). Az a = 1+ £ jeloléssel Newton binomidlis tétele alapjn

irhatjuk, hogy

2\ T 2 n—1 n 2k
p _.n pa kE n—kD
<a+—> =a'+n—s— + ,;2 Ca o7

n? n
Ugyanakkor
Cka”—kp_%<ann‘(n_1)""'<n_k+1)]ﬁ<an]ik
" n2k klnk nk nk
és .
P
nk T n21_ P2’
k=2 n
tehat N ) A
1
(“*7) Sal b lat
n n“] -2
és igy
2\ ™ 2 4
n 1
(14248Y < (14 2) 20, ]
n o n n n nl_%

vagyis hatarértékre térve e? < [(p). Az eddigiek alapjan p > 0 esetén
l(p) = eP. Masrészt, ha p < 0, akkor

U(p) = lim (1+2)"

=1
n—oo

tehat I(p) = e?, Vp € R.
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Megjegyzés. A (27) alapjan frhatjuk, hogy p > 0 esetén
n n+1
(1+£> <ep<<1+£) , Vn € N*.
n n

4.4. Mas bizonyitas az [(p) fiiggvény alakjara. Elébb iga-
zoljuk, hogy ha z, — oo, akkor lim <1 + ﬁ) " = ¢ Ha [z,] az =,

n—oo
egész részét jelenti, akkor

[,] < @y < [x,] + 1

1 [zn] 1 Ty 1 [xn]+1
(1 + ) < (1 + —) < (1 + ) .
[z,] + 1 T [T,]

Mivel lim (1—1—%)”_1 = lim (1—1—%)”Jrl = e, és egy konvergens
n—00 n—00
sorozat minden részsorozata is konvergens, a fogd tétel alapjan

és igy

kovetkezik, hogy lim (1 + i) p— fgy viszont

n—00
p

" 1
lim (1+2)" = 1im (1 + g> — e,
n—oo n n—oo

p

=3

Itt gyakorlatilag az elobbi tulajdonsidgot hasznaltuk az z, =

SISEE

sorozatra és azt, hogy ha w, — e, akkor u?2 — eP (vagyis az x
hatvanyfiiggvény folytonossigat e-ben).

5. Az exponenciilis fiiggvény tulajdonsagai

5.1. Az exponencialis fiiggvény monotonitasa. Termé-
szetesen tevodik fel a kérdés, hogy a kamatlab névekedésével hogyan
valtozik a folyamatos tékésitéssel 1 év utan megkaphatd pénzosszeg.
S6t a valasz is majdnem egyértelmii, hisz a kamatlab novekedése a ka-
mat novekedését vonja maga utan, igy a végosszegnek is névekednie
kell, hisz ugyanazok a kamatozési feltételek (lasd az 5. feladatlap 1.
feladatat). A pontossag kedvéért irjuk le matematikailag is. Ha z < y,

akkor
Yy

x
14+ —-<1+4+=.
n n
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Ha n elég nagy, akkor feltételezhetjiik, hogy az el6bbi két kifejezés
pozitiv, tehdt n-edik hatvanyra emelhetjiik. Igy az

€T n n
(1+2) <(1+2)
n n
egyenlotlenséghez jutunk, ahonnan n — oo esetén kovetkezik, hogy
e® < Y.

Latszik tehat, hogy a monotonitds valoban nyilvanvald, de a szigori
monotonitas nem annyira, hisz azt is be kell latni, hogy = < y esetén
e’ # €Y. Ha x < y, akkor léteznek olyan %, 2—2 racionalis szamok,
amelyekre ¢1,q2 > 0ésx < % < 2—2 < y, tehat az elébbi gondolatmenet
alapjan
" <en <ewn <.
T2

Ez viszont azt mutatja, hogy elégséges igazolni azt, hogy e % en,
Ezt a lehetetlenre valé visszavezetés modszerével tessziik meg. Ha

n r2
e —= 6427

akkor

e — or2

és ez valéban nem lehetséges, hisz r1qo, roqn € Z és r1qa < T2q1. 1gy
tehat az  — e” exponencialis fiiggvény szigortian névekvé R-en.

5.2. A monotonitds mas bizonyitasa. A hatvanyozas tulaj-
donségai alapjan tudjuk, hogy

eP1tp2 — op1 61!727 Vp1,p2 cN

és azt is sejthetjik, hogy ez érvényes tetszoleges pi,ps € R esetén
(lasd az 5. feladatlap 2. feladatdt). Az ePrtP2 = eP! . eP2 egyenléség
igazoldsahoz értelmezziik az (an),~;, (bn),>; és (cn),>; sorozatokat
gy, hogy a, = (1+ %)n, b, = (1 ;%)n és cp = (1+ @)n barmely
n € N* esetén. Tudjuk, hogy

lim a, = e, lim b, = e* és lim ¢, = e’ P2,
n—oo n—oo n—oo

Azt kellene igazolni, hogy az (a,b,),., sorozatnak ugyanaz a
hatarértéke, mint a (c,), -, sorozatnak.
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Elobb igazoljuk, hogy e’ > 1, barmely p > 0 esetén. Az

n . ’ . ’” 7 7 7 7
((1 + %) )n>1 sorozat szigoruan novekvo, konvergens és hatarértéke

eP, tehat
l<l4p< (1+3) < ¢, bérmely n > 1
n

esetén. Newton binomidlis képlete alapjan:

+ n
a,b, = <1+p1 p2+p1p2> _

n n?

n n n—k
1+ P2 k 1+ po (plpz)k
=(14+——= CP 14+ ——= —= .
(em) e () (s
Ha pg = p1 + p2 > 0, akkor

n—=k
o (1 LD +p2) (plpz)k < o <p1p2>k
n n 9

n? n

tehat

" 1
anbn S <1 + pl +p2) + epo ‘ p1p2 ‘

n n 11— BBz’
n
Az viszont egyértelmi, hogy pi,p2 € R esetén ¢, < a, - b,, tehat a
fogo tételébol az elobbi két egyenlétlenség alapjan kovetkezik, hogy
lim a,b, = lim ¢, = e/ P2,
n—oo n—oo
vagyis
eP1tP2 — op1 ,61?27 ha P, P2 € R_,_.

Mivel e7? = eip, az elobbi egyenloség kiterjeszthet6 tetszoleges valos
szamokra is. Az el6bbi egyenl6ség alapjan a monotonitdst egyszeri
vizsgédlni, hisz ha p; < py valdés szamok és p3 = po — p1 > 0, akkor
eP2 = eP1tPs = Pl . eP3 > Pt mert eP* > 1. Kovetkezésképpen az f
fiiggvény szigorian novekvo.

5.3. Az exponencidlis fliggvény konvexitasa. Az expo-
nencialis fiiggvény konvexitasa a gyakorlatban is megjelenik. Tegyiik
fel, hogy két befektetés kozt valaszthatunk:

e letétbe helyeziink 1/2 pénzegységet p; kamatldbbal és 1/2
pénzegységet p, kamatlabbal, mindkét esetben folyamatos
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p1+ D2

e letétbe helyeziink 1 pénzegységet kamatlabbal,

folyamatos kamatozasi feltétellel.

Kérdés, hogy melyik befektetés elonyosebb.  Ehhez hasonld jel-
legii kérdések befektetések elemzésénél (portfolick megszerkesztésénél)
gyakran megjelennek. SOt az elsé befektetés két komponensét nem
kotelezé azonos kiindulé tokébdl inditani. Elképzelhetd, hogy vala-
milyen A € (0,1) esetén p; kamatldbbal A\ és p, kamatlabbal 1 — A
kiindulasi 6sszeget kamatoztatunk és ezt viszonyitjuk ahhoz a befek-
tetéshez, amelyben 1 pénzegységet kamatoztatunk Ap; + (1 — \)psy
kamatldb mellett (lasd az 5. feladatlap 3.-6. feladatait). A
folyamatos kamatoztatast hatardtmenettel értelmeztiik, ezért elébb
megvizsgaljuk ugyanazokat a befektetési sémékat n-szeri tékésités mel-
lett, ahol n € N* tetszdleges. Ehhez az

an:A<1+Zﬂ)", bn:(1—A)(1+72)" és
n n

A 1— A "
Cn:(1+ 1+ ( )Pz)

n
egyenldségekkel értelmezett (ay),~;, (bn),>; és (Cn),>,; sorozatokat
fogjuk vizsgalni. Pontosabban az a, + b, > ¢, egyenlStlenséget sze-
retnénk beldtni (ezt szamitégépes szdmitasokkal egyszertien megsejt-
hetjiik). Ha a befektetési sémédkat nemcsak a végosszeg alapjan ha-
sonlitjuk Gssze, hanem megvizsgaljuk a két séma szerinti Osszeget
kiilon-kiilon az év els6 %—ed részében is, akkor észrevehetjiik, hogy az
els6 befektetési séma szerint nemcsak a végén, hanem menet kézben
is mindig tobb pénziink lesz vagyis teljesiil a

k k Apr+ (1= Mp2\*
6y A(1+2) sa-n(1+2) > (1+ Pt >p2)

n n n
egyenlotlenség, minden 0 < k < n esetén. Kz az egyenlGtlenség
rogzitett k-ra az x — (1 + x)* fiiggvény konvexitdsat jelenti. A tel-
jesség kedvéért igazoljuk ezt az egyenl6tlenséget k szerinti indukciéval.

Ertelmezziik az (a, ) (bnk), xs1 €5 (Cnyk), 1>, SOTOzZAtokat az

n,k>1"

k k
an,k:A(H%), bn,k:(1—A)(1+%> és
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A 1—A\ k
= (1 2t 0

n
egyenloségekkel. Ha k£ = 1, akkor

an,1+bn,1:)\<1+%)+(1_)\) <1+72):

n
(1 —N)p2 . Ap1+ (1 — A)p2

n n

A
A+ 2oy = Co.
n

Ha k = 2, akkor

2 2
an,2+bn,z=A(1+ﬂ) +(1—N) (1+@) _
n n

Ap1+ (1= A)p2 N Ap?+(12— Np3 4
mn n
A 1—)\ 2 A 1—)\
Cna = (1+ P1+(n )p2) _149. p1+(n )P2+

+/\2pf + (1= A)%p3 4+ 2X(1 — N)p1p2
. .

—142.

n
Ossze kell tehat hasonlitanunk az

By = Mpt + (1= \)p3
és
Ey = )\2]7% +(1- )‘)2173 + 2A(1 = A)pip2.
kifejezéseket. Masrészt
By — By = Api + (1= N)py — X°pi — (1= A)°p — 2A(1 — M)pipz =
=M1 = A)pi + AL = A)ps — 2M(1 = M)pip2 =
=M1 =X\ (p1 —p2)* >0,

tehat pa + bn72 > Cpo.
A matematikai indukcié médszerével igazoljuk, hogy a

(32) A(1+%)k+(1—x) (1+%)’“ - (1+ A101+(1—A)pg>’“

n
egyenl6tlenség minden k£ > 1 természetes szam esetén teljestil. A
(32) egyenl6tlenség igaz k = 2-re, feltételezziik, hogy igaz k-ra, és iga-
zoljuk (k+1)-re. A (32) egyenl6tlenség mindkét oldaldt megszorozzuk
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1+ M—nel. fgy a kovetkez6 igaz egyenlotlenséget kapjuk:

(1+Ap1+(1_”p2) (/\(1+%>k+(1—)\)<1+%>k) >

n
A 1—A R
- <1 p1+(n )pz) '

Kérdés, hogy igaz-e a

\ <1 N %>k+1 Ty (1 +%)k+1 -

> <1+>\p1+(1—)\)p2) ()\(1+%>k+(1_)\)<1+@>k)’

n n
egyenlotlenség, amely egyenértékii a

K Apr+ (1— A
A1+2) (1+’1—1— Pt )p2)+
n n

n
A 1—X
p1+ ( )P2>>07

n

+(1—A)(1+%)k<1+%—1—

AL =) (p1 — p2) ((1 +%>k _ <1+%)k) >0

n

azaz

egyenlotlenséggel, amely igaz, mert az (1 + %)k és (1 + %)k szamok
rendezése ugyanaz, mint a p; és ps szamok rendezése.

Tehéat a (32) egyenlStlenség igaz minden k > 1 természetes szdm
esetén, igy k = n esetén is, tehat a, + b, > ¢,, minden n € N* esetén.
Mivel a (32) egyenl6tlenség bizonyitasanal nem hasznéltuk, hogy a p;
és po szamok pozitivak, kijelenthetjiik, hogy barmely p; és p, valds
szam és n > 1 természetes szam esetén

33) A(1+2) - (1+2)" > <1+Ap1+(i_”p2)n.

Ha a fenti egyenlétlenségben hatarértékre tériink a
\ePt + (1 _ )\)epz > AP1H(1=A)p2
egyenl6tlenséget kapjuk, tehat az f : R — R, f(p) = eP exponencialis

fliggvény konvex. A szigori monotonitashoz hasonléan az is belathato,
hogy az exponencialis fliggvény szigorian konvex .
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Ez azt jelenti, hogy folyamatos kamatozéds esetén is kedvezGbb,
ha pénzink egy részét egy kamattal, masik részét masik kamattal
helyezziik letétbe, mintha az egészet a kamatok stlyozott kozepével
kamatoztatnank.

Megjegyzés. Lathato, hogy az exponencidlis fliggvény konvexitasa
az © — (1 + ) hatvanyfiiggvényektsl oroklédik, tehat az
elébbi indukciés bizonyitas elkeriilhet6, ha kiilon igazoljuk a
hatvanyfiiggvények konvexitasat.

5.4. Az exponencialis fuggvény folytonossaga. A
folytonossdg kérdése természetesen tevodik fel, hisz azt kell vizsgalni,
hogy az eP végeredmény modosithato-e tetszolegesen kis mennyiséggel
azaltal, hogy a kamatlabat megfeleloen valtoztatjuk. Egy banknak
fontos lehet, hogy mennyivel kell a kamatlabakat moédositania ahhoz,
hogy a kifizetések egy adott mennyiséggel csokkenjenek (lasd az 5.
feladatlap 7. és 8. feladatat).

Hap € R, ésa (pm)m>1 sorozat elemei teljesitik a p—1 < p,,, < p+1,
n > 1, illetve Til_rgo pm = p feltételt, akkor p,, > p esetén irhatjuk, hogy

(02 = (02 =2 B 1 (12

-1

Ugyanakkor
k
(1+£) < (1+£) < el < Pt és
n n
n—1—k
(1+2m) (mi) < et
n n
tehét

(1 + Zﬁ) — (1 + 2) < (pm — p)e* .
n n

Hasonlé egyenlotlenséget kapunk p,, < p esetén is, tehat a majoralédsi
kritérium és a hm L P = P feltétel alapjan {n%l_r}(l)o ePm = eP. Ez biztositja
az f : R — R f( ) = e fiiggvény folytonossiagat minden p € R
pontban.

5.5. A folytonossag mas bizonyitasa. Elégséges a folyto-
nossagot a 0-ban vizsgalni, mert ha egy (pn)n21 sorozat hatarértéke p €
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R, akkor a (p, — p),,», sorozat hatartértéke 0, és eP» = ePn~P . eP. Te-
kintsiink egy (pn),,~; sorozatot, amelynek a hatérértéke 0. Az a kérdés,

hogy az (ep”)n21 sorozat hatarértéke egyenlé-e 1-gyel. Ertelmezziik az

(xn,k)mel )
k

sorozatot, és vizsgaljuk az (z,, — 1), ,-, sorozat viselkedését! Newton
binomidlis tétele alapjan

(34)
k—1 (k—1)(k—-2) , |
tehat
(35)  |znk — 1| < |pal (1 + |pn| + -+ |pn|k71> < |pnl - 1——|p|
Mivel lim p, = 0, kovetkezik, hogy 1étezik olyan n, amelyre |p,| < 1,
n—oo
barmely n > n; esetén. Tehat, ha n > ny, akkor klim Tpp = €
—00

alapjan a (35) egyenl6tlenséghdl kovetkezik, hogy

12
1 - ’pnl’

barmely n > n; esetén. De lim 1%)'\
n—o00 n
kritérium alapjan lim eP» = 1, vagyis az f fiiggvény folytonos a 0-
n—oo
ban, kovetkezésképpen folytonos R-en.

lePr — 1| <

= 0, tehat a majoralasi

5.6. Az exponencidlis fiiggvény derivalhatosaga. A
kozgazdasagtanban egy f fiiggvény rugalmassaga az xy pontban
azt mutatja meg, hogy hany szazalékkal valtozik meg a fiiggvény
értéke, ha xy értéke 1%-kal n6. Fontos lehet a kifizetési fiiggvény
rugalmassdganak a tanulméanyozasa folytonos kamatozas esetén. Ez a
probléma a fiiggvény derivéltjanak kiszamitasat igényli, vagyis a

ep — epo
lim
p=po P — Do

hatarérték kiszamitasat.
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Ha py € R és a (pm)m>1 sorozat elemei teljesitik a pg — 1 < py, <
po+ 1, m > 1, illetve lim p,, = po feltételt, akkor p,, > pg esetén
m—0o0

irhatjuk, hogy

n n — n—l n—1—k k
<1+p—m) —<1+@> z—po-z<1+p—m> (1+@) .
n n n n n

k=0
Ugyanakkor
k k n—1—Fk n—k—1
(1+2) < (1+22) & (1+22)" 7> (14 2)
n n n n
tehat
n—1
n—1 1 m n—1—k k m n—1
(1+2)" <= () (0 B) < ()
n n n n n
k=0
igy p Po
e <« ST o ePm
Pm — Po
tehat az exponencialis fiiggvény folytonossaga és a feltételek alapjan
Pm __ oPO
lim e ero,

m=00 Py — Po
vagyis az f : R — R, f(p) = eP fliggvény derivalhaté minden p € R
pontban és f'(p) =P, Vp € R.

5.7. A derivialhatésag mas bizonyitasa. A derivalt

értelmezése alapjan a
epn J— ep
lim

hatarérték létezését kell vizsgalnunk, ha a (p,),,~, sorozat hatarértéke
p. Mivel

ePn — eP ePn—P _ ]

R

Pn—P Pn—Pp
elégséges a derivalhatosagot csak a 0-ban vizsgalni. Igy feltéte-
lezhetjiik, hogy a (p,),~,; sorozat hatérértéke 0 és értelmezzitk az

(xn,k)n’kzp
Pr\*
rue = (1+7)
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mn,k_l

sorozatot. Az < .

> sorozatot kell vizsgdlnunk. A (34)
n,k>1

egyenloség alapjan

Tpp — 1 k—1 (k=1)(k—-2) , Loy
—1 X IR S
Tehat
Tor — 1 _
(36) [~ —1‘ < pal (14 [pal + -+ 4 [pa]*7?) < !pn|'1_—|p|-

Ebben az esetben is létezik az n; ugy, hogy |p,| < 1, barmely n > n,
esetén, tehdt, han > ny, akkor a (36) egyenlétlenségbdl k — oo esetén

az

n 1—|pn| 1—|pal

617;__1 - 1‘ < pnl - oovenlstlenséget kapjuk. Mivel lim -2zl =0,
n—0o0

a majoralasi kritérium alapjan lim =1, vagyis az f : R — R,
n—oo

f(p) = e fiiggvény derivdlhaté O-ban és f'(0) = 1. Ha a (pn),>,
sorozat hatarértéke p € R, akkor

ePn—1
n

Pn __ oD Pn—P _ 1]
lim £ lim ep-e—:ep,
n—=oo Pn — P =00 Pn—D
tehét az f fliggvény derivialhaté minden p € R pontban és f'(p) =
e, Vp e R.

6. Feladatlapok

Megjegyzés: szamoldgép, szamitdégép hasznalata megengedett
(esetenként nélkiilozhetetlen)!

Bevezet6 feladatlap

1. Feladat. Letétbe helyeziink 1000 lejt a bankba egyszerii kama-
tozdsra. Az éves kamatldb® 10%. Mennyi pénzt vehetiink ki

a) 1 év utan?

b) 2 év utan?

c¢) 3 év utan?

d) 10 év utan?

e) 20 év utan?

Mit vesztek észre? Fogalmazzatok meg egy altalanositast!

SA feladatlapokon a kamatldb mindig névleges kamatlibat jelent.
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2. Feladat. Letétbe helyeziink 1000 lejt a bankba kamatos kamattal
(minden év végén tokésitiink). Az éves kamatlab 10%. Mennyi pénzt
vehetiink ki

a) 1 év utan?

b) 2 év utan?

c¢) 3 év utan?

d) 10 év utan?

e) 20 év utan?

Mit vesztek észre? Fogalmazzatok meg egy altalanositast!

3. Feladat. Hasonlitsatok Gssze az el6z6 két feladat eredményeit! Mit
vesztek észre?

4. Feladat. Vizsgaljatok meg, hogyan véltozik befektetett tokénk
értéke a kovetkezd 10 év soran, ha az éves kamatlab 10% és nincs
tokésités, illetve ha az éves kamatldb 7% és minden év végén
tokésitiink! Mekkora kellene legyen a masodik esetben a kamatlab
ahhoz, hogy a végén ugyanakkora legyen a befektetés értéke, mint az
els6 esetben?

5. Feladat. Letétbe helyeziink 1000 lejt a bankba. Az éves kamatlab
12%. Mennyi pénzt vehetiink ki, ha

a) az elsd negyedév elteltével t6késitiink?

b) fél év elteltével t6késitiink?

¢) negyedévkor és félévkor is t6késitiink?

d) negyedévkor, félévkor és 8 honap elteltével is t6késitiink?

Mit vesztek észre? Fogalmazzatok meg egy altalanositast!

6. Feladat. Letétbe helyeziink 1000 lejt a bankba. Az éves kamatlab
10% és az év soran kétszer t6késithetiink. Legfeljebb mennyi pénziink
lehet év végén? Hogyan érdemes a tokésitéseket iitemezni? Hat akkor
ha tobbszor (3,4,...,n) t6késithetiink?

1. feladatlap

1. Feladat. Letétbe helyeziink 1 pénzegységet a bankba. Az éves ka-
matlab 100%. Fejezziik ki a befektetett t6kénk értékét az év végén, ha
n-szer tokésitiink, egyenlé idékozokben tgy, hogy az utolséd tokésités
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épp az év végére keriiljon! Szamitsatok ki a toke szamértékét, ha
n € {1,2,3,4,5}! Mit tapasztaltok?

2. Feladat. Letétbe helyeziink 1 pénzegységet a bankba. Az éves ka-
matldb 100%. Fejezziik ki a befektetett tékénk értékét minden hénap
végén, ha az év soran

a) kétszer

b) héromszor

¢) négyszer

d) otszor
tokésitiink, egyenld idékozonként gy, hogy az utolsd tékésités az év
végén torténjen! Mit tapasztaltok?

3. Feladat. Mit allapithattok meg az elébbi feladatok alapjan? Iga-
zoljatok az eredményt a matematikai indukcié maédszerével!

2. feladatlap

1. Feladat. Betesziink 1 pénzegységet a bankba. Melyik esetben lesz
1 év mulva t6bb pénziink:

a) ha az éves kamatlab 200% és év kozben nincs t6késités vagy
b) ha az éves kamatlab 100% és félévkor tokésitiink?

2. Feladat. Betesziink 1 pénzegységet a bankba. Melyik esetben lesz
1 év mulva tobb pénziink:

a) ha az éves kamatldb 200% és év kozben nincs t6késités vagy
b) ha az éves kamatlab 100% és negyedévente tékésitiink?

3. Feladat. Betesziink 1 pénzegységet a bankba. Melyik esetben lesz
1 év muilva tobb pénziink:

a) ha az éves kamatldb 200% és év kozben nincs t6késités vagy
b) ha az éves kamatlab 100% és havonta t&késitiink?

4. Feladat. Mit allapithattok meg az el6zo feladatok alapjan?
Probaljatok egy altalanos tulajdonsagot megfogalmazni!

5. Feladat. Hasonlitsatok 0Ossze az 1 pénzegységnyi alaptoke
értékvaltozasat a kovetkezo két kamatozasi séma szerint:
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e az éves kamatlab 200% és nincs tOkésités;
e az éves kamatlab 100% és évente n-szer tékésitiink, ahol n €
{1,2,3,4}.
A tokésitések azonos idokozonként torténnek és az utolséd tokésités az
év végén torténik. Prébaljatok egy altalanos tulajdonsagot megfogal-
mazni!

3. feladatlap

1. Feladat. Letétbe helyeziink 1 pénzegységet a bankba. Az éves
kamatlab p. Fejezziik ki a befektetett tokénk értékét az év végén, ha
n-szer tokésitiink, egyenlé idékozokben tgy, hogy az utolsd tokésités
épp az év végére keriiljon! Szamitsatok ki a toke szamértékét, ha
n € {1,2,3,4,5}! Mit tapasztaltok?

2. Feladat. Letétbe helyeziink 1 pénzegységet a bankba. Az éves
kamatlab p. Fejezziik ki a befektetett tokénk értékét minden honap
végén, ha az év soran

a) kétszer

b) haromszor

¢) négyszer

d) 6tszor
tokésitiink, egyenlé idékozonként gy, hogy az utolsd tokésités az év
végén torténjen! Mit tapasztaltok?

3. Feladat. Mit allapithattok meg az elobbi feladatok alapjan? Iga-
zoljatok az eredményt a matematikai indukcié médszerével!

4. feladatlap

1. Feladat. Letétbe helyeziink 1 pénzegységet a bankban. Melyik
esetben lesz 1 év mulva tobb pénziink:

a) ha az éves kamatldb 2p és év kozben nincs tékésités vagy
b) ha az éves kamatlab p és félévkor tEkésitiink?

2. Feladat. Letétbe helyeziink 1 pénzegységet a bankban. Melyik
esetben lesz 1 év mulva tobb pénziink:

a) ha az éves kamatlab 2p és év kdzben nincs tokésités vagy
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b) ha az éves kamatlab p és negyedévente tokésitiink?

3. Feladat. Letétbe helyezlink 1 pénzegységet a bankban. Melyik
esetben lesz 1 év mulva tobb pénziink:

a) ha az éves kamatlab 2p és év kdzben nincs tokésités vagy
b) ha az éves kamatlab p és havonta t6késitiink?

4. Feladat. Mit allapithattok meg az el6zo feladatok alapjan?
Probaljatok egy altalanos tulajdonsagot megfogalmazni!

5. Feladat. Hasonlitsatok 0Ossze az 1 pénzegységnyi alaptoke
értékvaltozasat a kovetkezo két kamatozasi séma szerint:

e az éves kamatlab 2p és nincs tokésités;
e az éves kamatldb p és évente n-szer tokésitiink, ahol n €
{1,2,3,4}.
A tékésitések azonos id6kozonként torténnek és az utolsd tékésités az
év végén torténik. Préobéljatok egy altalanos tulajdonsagot megfogal-
mazni!

5. feladatlap

1. Feladat. Tanulméanyozzuk az 1 pénzegység alaptokébol 1 év alatt
folyamatos kamatozassal kaphaté pénzmennyiség valtozasat a ka-
matlab fiiggvényeként!

2. Feladat. Elhelyeziink 1 pénzegységet a bankban. Szamitsatok ki,
hogy mennyi pénzt vehetiink ki egy év miilva, ha havonta tokésitiink
és

a) az éves kamatldb 10%;

b) az éves kamatlab 20%;

¢) az éves kamatlab 30%.
Szorozzatok Ossze az a) és a b) pontbeli eredményeket! Mit vesztek
észre?  Vizsgéljatok meg a szorzat és a c) alpontbeli eredmény
kiilonbségét, ha a tékésitések szamat noveljiik!

3. Feladat. Elhelyeziink 1000 lejt a bankban. Szamitsatok ki, hogy
mennyi pénzt vehetiink ki egy év mulva havi, illetve napi tokésitéssel,
ha
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a) 500 lejt évi 10%-os kamattal és 500 lejt évi 12%-os kamattal
tesziink be?
b) A teljes dsszeget évi 11%-os kamattal tessziik be?

4. Feladat. Elhelyeziink 900 lejt a bankba. Szamitsatok ki, hogy
mennyi pénzt vehetiink ki egy év mulva havi, illetve napi tokésitéssel,
ha

a) 300 lejt évi 9%-os kamattal és 600 lejt évi 12%-os kamattal
teszlink be?

b) A teljes dsszeget évi %-9%%—% 12% = 11%-o0s kamattal tessziik
be?

5. Feladat. Elhelyeziink 1 pénzegységet a bankba. Szamitsatok
ki, hogy mennyi pénzt vehetiink ki minden hénapban, ha havonta
t6késitiink
a) Ha 2-6t 10%-o0s kamattal és 3-ét 15%-os kamattal tesziink be?
b) Ha a teljes osszeget 2 - 10% + 2 - 15% = 13%-os kamattal
tessziik be?

6. Feladat. Fogalmazzatok meg egy altalanos tulajdonsagot az elobbi
két feladat alapjan! Vizsgaljatok mi valtozik az elébbi két feladatban,
ha folyamatos kamatozassal kamatoztatjuk a pénziinket, majd fogal-
mazzatok meg altalanos tulajdonsagot!

7. Feladat. Elhelyeziink 1 pénzegységet a bankban. Mennyi pénzt
vehetiink ki egy év mulva havi, illetve napi tékésitéssel, ha

a) az éves kamatlab 12%;

b) az éves kamatlab 12, 1%;

¢) az éves kamatlab 12, 01%;
d) az éves kamatlab 12,001%?

8. Feladat. Elhelyeziink 1 pénzegységet a bankban. Mennyi pénzt
vehetiink ki egy év mulva havi, illetve napi tokésitéssel, ha az éves
kamatlab

a) 0,1%; b) 0,01%;

¢) 0,001%; d) 0,0001%?
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7. Megjegyzések, tapasztalatok, kovetkeztetések

7.1. Tanitasi tapasztalatok. Eddigi tanari tapasztalatunk azt
mutatja, hogy a matematika, s ezen beliil kiilonosen a matematikai
analizis iranti érdekl6dés nagyon megcsappant az utébbi évtizedben a
kozépiskolasok korében. Ennek tobb oka is lehet. Az egyik ok, hogy
egyre kevésbé van tiirelmiik a tanuldknak elbibelédni egy kreativ gon-
dolkodast igénylo feladaton, ha nem ,jon ki az eredmény” 6t perc
utan, akkor otthagyjak, nem elég kivancsiak a puszta matematikafe-
ladatok megoldasanak végkimenetelére. Természetesen ez alol vannak
kivételek is, de sajnos mar csak a versenyzo diakok kozott, és 6k sem
mind motivaltak hosszan gondolkodni egy-egy nehezebb feladaton.
Lehet, hogy ez magyarazhato a felgyorsult vildggal, vagy akar azzal is,
hogy a gyerekek tobbsége tud programozni, és a szamitogép azonnal
jelzi, hogy hol a hiba, de persze nem kell kizarni esetleg azt sem, hogy
mi pedagdgusok is hibasak vagyunk, mert a (,haladjunk a tananyag-
gal” tipusi) rohands miatt készen télalunk bizonyos Otleteket, nem
nem vagyunk felkésziilve az egyre gyakrabban elhangzé ,,Ennek hol
vessziik hasznat az életben?” tipusu kérdések megvalaszolasara.

Nagyon szépen hangzik a Gerocs Laszlé altal a , Quo vadis mate-
matikaoktatds”® cimi cikkben megfogalmazott magyarazat arra, hogy
miért nem lehet (nem kell) mindig megmagyarazni a fogalmak min-
dennapi életbeli hasznat: [---|egy péknek vagy autdszereldnek, egy
wrodai alkalmazottnak, menedzsernek vagy eqy bolcsésznek, jogasznak
tényleg soha nem lesz sziiksége példaul a logaritmus azonossdgaira.
De jo lenne, ha a dontéshozok is megértenék: mindezeket a dolgo-
kat nem azért tanitjuk, mert valaha is haszndlni fogja oket a didk,
hanem azért, mert mikozben a tanulok agydban végigvonul az a gon-
dolkodasi lépéssorozat, mig a megértés, a felfedezés, az alkalmazas
kilonbozo szintjei ondlloan beépiilnek gondolkoddsdnak struktirdjdba,
addig olyan fejlodésen, csiszoltsagon meqy keresztil a gondolkoddsanak
képessége (amit persze maga a didk sem vesz észre), hogy a folyamat
végén (az érettségi vizsga tdjékdan) valdban tiszta fejjel, logikusan, fe-
gyelmezetten gondolkodd ember vdlik (valhat) beléle. S barhovd is keriil
az életben a didk, ezekre a képességekre mindenttt ohatatlanul nagy
sztiksége lesz, e képességeket mindenitt nagy haszonnal tudja majd al-

SNépszava, 2007. junius 9.
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kalmazni leendé munkahelyein. Ez az igazi konvertalhato tudas, igy
ezek fejlesztésére kell (kellene) a legnagyobb hangsilyt fektetnink.”

Ugyanakkor ez a magyarazat nagyon kevés didknak elég. Sziikség
van arra, hogy minél tobb gyakorlati megkozelitést lassanak a tanulok.

Az utébbi évtizedben a tananyagot nagyon sokszor ,atrendezték”,
,csokkentették”, | szelloztetették”, de tartalmilag tobbnyire ugyanaz
maradt, mint 20 évvel ezelott, annyi kiilonbséggel, hogy kevesebb
oraban kell megtanitani, nem kell minden esetben a fogalmakat meg-
magyarazni, csak formailag tanitani, ami természetesen a kreativ gon-
dolkodas fejlesztésének hatranyara van, ugyanakkor a fejlesztendo
képességeknél egyik legfontosabb elemként szerepel. A modellezés,
a fogalmak gyakorlati alkalmazasa is szerepel a tanterv felvezetd
részében, csak éppen a tartalmi részek és a rajuk fordithato idé nem
engedi meg, hogy egy-egy alkalmazas vagy modellezési feladatban a
didkok elmélyiiljenek.

Az érettségi kovetelmények miatt sajnos a matematikaoktatas
a didkok és a tarsadalom elvérdsaival ellentétben (sét valdjaban
a tanterv képesség illetve kompetencia fejlesztésre iranyulé explicit
kovetelménye ellenére is) egyre inkabb informécié-centrikus.

Az exponencialis fiiggvény kamatozési sémakra éptilé bevezetését
tanarszakos hallgatokkal és egy kozépiskolasokbol allé vegyes csoport-
tal (a SimpleX Egyesiilet tehetséggondozé taboraban résztvevo 9., 10.,
11. és 12. osztalyos versenyzé tanuldkbdl allt) teszteltiik le. Az
utébbi érdekes tapasztalat volt, hiszen a 9. és 10. osztalyos tanuldk
semmilyen matematikai analizis alappal nem rendelkeztek, viszont
példaul az (1 + %)n sorozat monotonitasat azonnal észrevették. Sot a
szamitogépen kivancsisagukat kielégitve kiszamoltak a sorozat tagjait
milliés nagysagrendii indexekre is. Egy kicsit tartottunk attol, hogy
a kisebbeknek nem lesz elég kézenfekvo ez a fajta megkozelités, de a
visszajelzések megnyugtatdéak. Egy kilencedikes tanuld visszajelzése:

En azt hiszem, mindenki megq lehetett elégedve ezzel a bemutatdssal,
én legaldbbis nem tutkéztem akaddlyba, ugy emlékszem, ez volt az eqyik
dolog, amit rendesen megértettem a taborban.

A 11. és 12. osztalyosok is nagyon élvezték ezt a megkozelitést
annak ellenére, hogy mar jol ismerték az exponencidlis fiiggvényt tu-
lajdonsagaival egyititt. Ilyen felkidltdsokat lehetett hallani a foglal-
kozasokon: ,Jé, madr latom, hogy mi lesz ebbdl!”, ,Nahdt, ilyen
formdban még nem taldlkoztam az exponencialis fiigguénnyel!” stb.
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A 11. és 12. osztalyosok visszajelzései is pozitivak. [me egy tizen-
kettedikes véleménye a foglalkozasrdl: ,, Véleményem szerint a mate-
matika kilonbozd fejezeteinek mds irdnybeli megkozelitése (gazdasdgi,
fizikai, kémiai stb.) egy nagyon is pozitiv dolog, ugyanis az elméletnek
a gyakorlathoz valo filizése eqyrészt hasznos, mdsrészt kozelebb hozza
a didkot a lényegbeli problémdahoz, jobban felkelti érdekldodését és
lelkesedését.  Elvégre logikus, hogy ha valaki megérti hogy egy foga-
lom, eqy tétel mire jo a gyakorlatban, és tudja is haszndlni a min-
dennapi életben, akkor jobban lelkesedik érte, mint ha csak valami
szamok és képletek lennének eqy papiron. Természetesen, szerin-
tem ez a mi (matekesek) esetinkben nem meril fel annyira, hiszen
én lelkesedtem annak idején az osztalyban is, amikor a klasszikus
modszerrel tanultuk. Szamomra azok a ,,szdmok és képletek a papiron”
mindig valamivel tébbet jelentenek :) Erdekes volt ez a megkozelités
és szerintem nagyon kellene alkalmazni az ilyen oktatdsi modszert
a sulikban is. Ez az eqyik nagyobb gond a tantgyi rendszerben, hogy
nem valosul a kello osszekdttetés a tantargyak kozott. Sokkal tobbet
tanulndnak a didkok, ha inkdbb arra lenne a hangsuly fektetve, hogy a
matematikdt jobban 0sszefiizzék a fizikdval, kémidval, gazdasdgtannal,
biologidval, mintsem hogy kilon-kilon minden tanar leadja a sajdt,
elvart anyagadt, figgetlenil a masikétol. FElvégre az emberi agy gy
tdrolja az informdciot, hogy kilonbozo fogalmak kozott osszekottetést
teremt.”

A tudasnak valéban kozvetleniil is alkamazhatonak kell lennie.
Paradoxonnak tiinik, hogy ez épp azokon a tertileteken (értsd: mate-
matika és a természettudomanyok) nem valésul meg, amelyek az
elméleti oktatasban a legalkalmasabbak erre a célra.

7.2. Mddszertani megjegyzések. Az exponencidlis fiiggvény
bevezetése sok kiilonbozo elképzelés alapjan kivitelezhetd. Az altalunk
valasztott megkozelités elonye, hogy minden tulajdonsag, amit
vizsgalunk valamilyen kézzelfoghatd, sokszor gyakorlati probléma&abdl
fakad. A vizsgalt tulajdonsagok nagy részét intuitiven meg-
sejtik /megsejthetik a didkok, kiilondsen ha szamitégépes szdmoldsokat
is hasznalhatnak. fgy a bizonyitasok jelentOs része elvégezheto tapasz-
talati tényekbdl kiindulva. A jelenségek megsejtésére, a szamolasok
elvégzésére, egyes részfeladatok megoldasara csoportos tevékenységek
is alkalmasak. A kiilonb6z6 tulajdonsagokra adott alternativ bi-
zonyitasok azt probdljak tiikrozni, hogy altaldban tobb bizonyitas is
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létezhet. Természetesen a bemutatott bizonyitasoktol kiilonbozoek
is elobukkanhatnak egy-egy foglalkozas soran. Fontos, hogy a be-
mutatott bizonyitasokat lehetséges alternativaknak tekintsiik és nem
egyetlen lehetséges (és kordntsem ajanlott) lehetéségnek. Egy ilyen jel-
legii bevezetés egyik f6 célja, hogy a didkok észleljék a problémakat és
probaljanak azokra megoldésokat talalni. Ebben a szemléletmodban
a tanar szerepe nem az, hogy megmutassa a didkoknak a bizonyitast.
Sokkal inkdbb az, hogy a didkokat arra késztesse, hogy maguk
szamoljanak, kisérletezzenek, probalkozzanak, sejtéseket fogalmaz-
zanak meg stb. Természetesen mindezt nem érdemes ezen a szin-
ten kezdeni. Ahhoz, hogy ez sikeresen kivitelezheto legyen vagy
a didkokat kell elozéleg hozzaszoktatni ilyenféle munkdhoz, vagy a
tevékenységekre szant idot kell kelloképpen eltilozni, hisz a tanitasi
tapasztalatok azt mutatjak, hogy ilyen jellegii tevékenységek si-
keresek lehetnek akkor is, ha a didkok nincsenek hozzaszokva a
munkastilushoz, amennyiben eléggé sok id6 all rendelkezésiikre.

A bemutatott megkozelités ramutat néhany alapvetd problémara,
amivel az analizis oktatasa soran szembestilink. Talan a legfontosabb
probléma, hogy az egész targyaldsmdd (akarcsak az analizis legtobb
bizonyitasa) egyenlétlenségek manipulalasan alapszik és ezt a 9. és 10.
osztalyos tananyag nem késziti el6, nem tamogatja. A megkozelités
masodik igen fontos jellemzdéje, hogy a bizonyitasok nagy részénél meg
kell sejteni valamit, amit viszonylag kénnyen tudunk igazolni. Az ef-
fajta induktiv gondolkoddasmodot szintén jo gyakoroltatni a diakokkal,
kiilonben egyszertien leszoknak arrol, hogy a nyilvanvalé dolgokat
észrevegyék, néven nevezzék. Sajnos, a tananyag tartalmi részének
a felépitése teljesen ellentmond a kompetencidk fejlesztésére iranyuld
modszertani torekvéseknek, igy a tartalmi részekre koncentralva, a
kisérletezést, az intuicié-préba-hiba-sejtés-bizonyitas kort a minden-
napi gyakorlatban kényelmesen ki lehet iktatni. Csakhogy ennek
az arat hosszi tavon kell megfizetni méghozza kamatos kamattal,
hiszen didkjaink koziil egyre kevesebben értik meg az alapfogalmakat,
még kevesebben a fogalmak kozti Osszefiiggéseket és csak a ritka
kivételek fogjak megérteni a matematika miikddésének hihetetlen
csodéit, holott mindennapjaink miikodése és mindsége egyre inkabb
ezeknek a csodaknak a l1ététdl fiigg.



X. FEJEZET

LINEARIS ALGEBRA
PROBLEMA- ES KIVANCSISAG
ALAPU MEGKOZELITESBEN

Ebben a fejezetben a tananyag linearis algebra fejezetének egy
részét probaljuk meg a problémakozponti tanitas elveinek megfelel6en
kidolgozni ugy, hogy az a kivancsisadgvezérelt tanulast tdmogassa, sok-
szor az alkalmazas feldl kiindulva és a megfelel6 modell gyartasaval
bevezetve az 1j fogalmakat. [jgy probalunk épitkezni, hogy a probléma
megeldzze az elméletet, hogy a tanuld lathassa, hogy honnan és miért
bukkannak el6 a fogalmak, tulajdonsagok és miért lesznek hasznosak
a talalt matematikai eszkozok, mikozben a modellalkotasrdl is némi
képet szerezhet (akar ki nem mondott formaban is).

1. Bevezeto feladatok

1. Feladat. Az ABC haromszog AC és BC oldalan felvesszik a C-
hez, illetve B-hez kozelebb es6 N és M harmadolépontot, valamint
az AB oldal P felezOpontjat, majd az eredeti haromszoget kitoroljiik.
Szerkessziik vissza az M, N és P pont alapjan az eredeti haromszoget!

XIX. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny
Kovéacs Lajos, Székelyudvarhely

MEGOLDAS. Ha a megfeleld kisbetlikkel jeloljiikk a csticsok
helyzetvektorait, akkor 3m = 20+ ¢, 3n = 2c +a és 2p = a + b.
fgy ha m,n,p fiiggvényében ki kell fejezniink az a, b, c-t, akkor meg
kell oldanunk a

2b+c = 3m
(37) a+2c = 3n
a+b = 2p

egyenletrendszert. A megolddsokbdl b = £(2p — 3n + 6m), vagyis ha
M-et valasztjuk a helyzetvektorok kezdopontjanak, akkor b = %(Qp —
3n). Ez azt mutatja, hogy B a PQ-t 3 : 2 aranyban oszt6 pont. Ha

177



178 BEVEZETO FELADATOK

nem valasztjuk M-et kezd6pontnak, akkor az N-nek az O kezdépontra

vonatkozo () szimmetrikusa esetén megszerkesztend6 a PQ-nak az R

pontja, amely a P(Q) szakaszt 3 : 2 aranyban osztja, majd az r-hez
6

hozz4 kell adni a =m vektort. O

2. Feladat. Egy szigeten 13 sziirke, 15 barna és 17 zold kaméleon él.
Ha két kiilonb6z6 szinti kaméleon talalkozik, mindketten a harmadik
szinre valtoztatjdk boriik szinét. Lehetséges-e, hogy egy idé milva
minden kaméleon azonos szind legyen? Hat akkor, ha 19 sziirke, 13
barna és 20 zo6ld kaméleon van?

MEGOLDAS. A probléméat két dolog okozza: az els6 az, hogy
harom fajta talalkozas van; a masodik az, hogy ezeknek a talalkozasok-
nak nem ismerjiik a sorrendjét. Ha viszont elképzeljiik, hogy csak a
sziirke kaméleonok szamat szamlaljuk, akkor gyakorlatilag az aktudlis
kaméleonszambdl mindig csak kivonunk egyet, vagy hozzaadunk ket-
tot. fgy viszont a végeredmény nem fiigg ezeknek a miveleteknek a
sorrendjétol, csak attol, hogy melyiket hanyszor hajtjuk végre. Ez
azt jelenti, hogy a kiilonbozl tipusi taldlkozasok sorrendjétél nem
fiigg a végeredmény, csak azoknak a szamatol. Ha a kiilonbozé tipusi
talalkozasok szama: a (sziirkére valtoznak), b (barndra véltoznak) és
¢ (zoldre valtoznak), akkor a taldlkozasok sorrendjétél fiiggetlentil a
végén 13 + 2a — b — ¢ sziirke, 15 —a+ 2b — ¢ barna és 17 —a — b+ 2c
z0ld szinli kaméleon lesz. Ha minden kaméleon azonos szinii, akkor
az elébbi szamok koziil kett6é 0 és a harmadik 45. fgy a kovetkezd
egyenletrendszereket kellene tanulmanyozni:

13+2a—b—c=0 13+2a—b—c=0
15—a+2b—c=0 15—a+2b—c=45
17—a — b+ 2c =45 17T—a—b+2c=0

13+2a—b—c=45
15—a+2b—c=0
17T—a—-b+2c=0

Ha valamely rendszer két egyenletét kivonjuk egymasbol, akkor el-
lentmondashoz jutunk, mert egy 3-mal oszthatd szam 2 vagy 4 kel-
lene legyen. Tehat nem lehetséges, hogy a kaméleonok mind azonos
szintiekké valtozzanak at.
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Megjegyzés. Ez gyakorlatilag azt mutatja, hogy két kiilonbozo
(rogzitett) szinhez tartozd kaméleonok szamanak kiilonbsége invarians
a 3-mal valé osztdsi maradékra nézve.

A maésodik esetben a
194+2a—b—c=0
13—a+20—c=0
20—a—b+2c=>52

egyenletrendszerhez (és két tarsdhoz) jutunk. FEnnek a természetes
megoldéasai a = b — 2, ¢ = b+ 15, alakaak, ahol b € N, b > 2. Tehat
a=0,b=2ésc= 17 esetén elérjiik a kivant allapotot. Lathato, hogy
ezek a talalkozasok lehetségesek is, tehat ebben az esetben elérhetd,
hogy csak egyszinli kaméleonok éljenek a szigeten. U

Megjegyzés. Ez a feladat azért hasznos, mert ravilagit arra, hogy
a modellezési feladatok soran megjelenhetnek egyenletrendszerek,
ugyanakkor az is vildgos, hogy a rendszer megoldasanak a tulaj-
donsédgai fontosak lehetnek a modellezett helyzet szempontjabél. Az
el6bbi két feladat gyakorlatilag az Osszes jellemz6 esetet (egyértelmiien
megoldhaté rendszerek, Osszeférhetetlen rendszerek és hatarozatlan
rendszerek) megjeleniti (fogjuk latni, hogy az Gsszeférhetetlen rend-
szerek megjelennek akkor is, ha az ismeretlenek R-ben vannak).

3. Feladat. Harom viztisztité allomés harom forrasbol kapja a vizet:
a K kutbdl, a T tébdl és az F folyébdl. Jelolje Ay, Ay és Az a hdrom
allomast. Szamitsuk ki a harom &llomas altal kapott vizmennyiséget,
ha z,y, illetve z a harom (K, T, F') vizforras altal szolgédltatott men-
nyiség, és a forrasok altal szolgaltatott vizmennyiség eloszlasa a
kovetkezo:

1 1 1
o K: 3 az Ai-nek, 3 az As-nek, 3 az As-nak;

1 1 1

o T 3 az Aj-nek, 1 az Ar-nek, 1 az Asz-nak;
1 1

e F: 0 az Ai-nek, 3 az Ag-nek, 3 az Asz-nak.

Vizsgaljuk a forditott problémat is: mennyi viz fogy a kutbdl, a tobdl,
illetve a folyébol, ha ismerjiik a tisztité allomasok hq, ho, hy hozamét?
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. 1 1
MEGOLDAS. Az els6 alloméas hozama h; = T3 + Y5 +2z-0. A
1
masodik alloméas hozama hy = ZL‘g + vy + 25 és a harmadik allomas
1 1 1
hozama hz = arg + vy + 25 A forditott probléma megoldasa az
(] + L +0 = h
gt Ty Tie =
1 1 1
38 - - —z =
(38) AT ho
1 N 1 N o b
[ 37T T T

egyenletrendszer tanulmanyozasat jelenti. Vilagos, hogy hy # hg
esetén nincs megoldas, hy = hs esetén viszont végtelen sok megoldas
létezik. A rendszer megoldasai x = 3 (h1 — %y) , 2 =2 (hg — hy + iy) ,
y € R alakban reprezentalhatok, de ez nem minden y € R esetén
adja az eredeti feladat egy megoldasat, mert a vizfogyasztas nem lehet
negativ. gy szitkségesek azy > 0,y < 2hy ésy > 4(hy — hs) feltételek,
tehat csak y > max{0,4(h; — ho)} és y < 2h; esetén létezik megold4s.
0 < hy < hy esetén tehat y € [0,2hq], és 2hy > hy > hy esetén
y € [4(hy — ha),2h1]. Ugyanakkor 2hy < h; esetén nincs megolddsa az
eredeti problémanak. Lathatd, hogy az utolsé esetben a rendszernek
ugyan végtelen sok megoldasa van, de az eredeti valés probléméanak
nincs megoldésa. 0

4. Feladat. (munkaer6é modell) Egy téarsadalomban egy munkaképes
egyén egy adott ¢ idopillanatban a kovetkez6 harom allapot valame-
lyikében lehet:

e 5, a sajat szakteriiletén dolgozik;
e s, mas szaktertiileten dolgozik;
e s3 nem dolgozik.

Jeloljik p;j-vel azon egyének részaranyat, akik a [t,t + At]
iddintervallum alatt az s; allapotbdl az s; allapotba keriilnek és z,,, yn,
illetve z,-nel a harom &allapotban levd egyének szamat a t + nAt
idopillanatban.
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a) Hatdrozzuk meg az x,, yn, z, szdmokat az xq, Yo, 2o és a
(ij)i j—13 szémok fliggvényében.

b) Vizsgdljuk meg, mit jelent az egyensilyi allapot! Vizsgédljuk
meg, mit jelent az, hogy a harom kategoria létszaméanak az
egymashoz viszonyitott ardanya nem valtozik!

¢) Hogyan tanulményozhaté a rendszer hosszu tavi viselkedése?

MEGOLDAS. A t+ (n+ 1)At iddpillanatban az s; dllapotban levék
az Si, So ¢és sz allapotbdl szarmaznak, méghozza py;x, az s1-bol,
Po2iTy az S9-bll és ps;x, az s3-bol. Ez alapjan a kovetkezod rekurzios
Osszefiiggéseket irhatjuk fel:

Tpt1l = P11Zn + P21Yn + P312n
Yn+l = DP12%p 1+ P22Yn + P322y
Znt1 = P13Tn + P23Yn + P332n

Lathato tehat, hogy az a) alpont a rekurzié megoldasat (az altaldnos
tag meghatarozasat) jelenti, az egyensilyi allapot meghatarozasa egy
egyenletrendszer megoldasat és a hosszi tava viselkedés az elébbi
rekurzidval adott sorozatok vizsgdlatat (korldtossdg, monotonitds,
hatérérték szamitas, periodikussag stb.). U

2. Matrixok

2.1. A matrix fogalma. A mindennapi életben taldlkozunk
olyan mennyiségekkel, amelyek nem fejezheték ki egyetlen szam
segitségével.  Néha sziikségiink van egy szamsorozatra vagy egy
szamtablazatra ezek kifejezéséhez. Példaul a csaladi koltségvetés
elkészitése egyszertibb, ha az értékeket egy tdablazatba foglaljuk:

Hoénap | Kozkoltség | Elelem | Ruhazat | Egyéb
November 250 700 500 850
December 400 1000 800 1100

Hasonléan, ha az A, B, C és D varosok kozti tavolsagokat sze-

retnénk megvizsgalni, figyelembe véve, hogy barmely két véaros kozt
lehet kozlekedni kozuton is és vasiuton is, akkor a legkényelmesebb a
kovetkez6 téblazatot hasznalni (a vasiti tdvolsdgok az 4tlo alatt, a
koziti tavolsdgok az atlé f616tt vannak):
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Al B | C]|D
0 | 120|200 | 155
100 0 | 80 | 110
1901 90 | 0 | 160
150 | 100 | 150 | O

A fentieket, ha tudjuk melyik mennyiség, mit jelent, az alabbi alakban
is frhatjuk egyszertisitett tablazatokként:

250 700 500 850
400 1000 800 1100 )’

R @Rvel-

illetve
0 120 200 155
100 0 80 110
190 90 0 160
150 100 150 O

Az ilyen tipusu tablazatokkal gyakran taldlkozhatunk. A matema-
tikdban ezeket matrixoknak nevezziik.

10.1. Ertelmezés. m x n-es matrixnak neveziink egy m sorbodl és n
oszlopbdl allé

ai ai2 P Q1np

a91 a92 N QAon,
A=

Am1 Am2 - . . Amn

tablazatot. Az a;; szamokat (1 < i < m, 1 < j < n) az A matrix
elemeinek nevezziik.

Megjegyzések. 1. A matrixok jelolésére az
A = (ay);

J

irasmodot hasznal, ami azt jelenti, hogy a matrix i-edik soranak j-edik

1,m
Tn

oszlopdban az a;; elem all.
2. M0 (X)-szel jeloljiik azon m x n-es matrixok halmazat, ame-
lyeknek minden eleme az X halmazbdl valé. Példaul a valds elemii, m
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sort és n oszlopot tartalmazé matrixok halmazat M,, ,(R)-el jeloljiik.
m = n esetén az M, (X) jelolést hasznéljuk.

3. Ha m = n, akkor a matrixot négyzetes matrixnak nevezziik. A
komplex elemil, n x n-es métrixok halmazit M,,(C)-vel jeldljik.

4. Ham = 1, akkor a métrix egyetlen sorbdl all. Az ilyen métrixot
sormatrixnak nevezziik. Az egész elemi, n oszlopbdl allé sorméatrixok
halmazat példaul M ,,(Z)-vel jeloljiik.

5. Ha n = 1, akkor a matrix egyetlen oszlopbdl &ll, és oszlopmét-
rixnak nevezzik. A racionalis elemi, m sorbdl all6 oszlopmatrixok
halmazat példaul M,, ;(Q)-val jeldljiik.

6. A sormatrixok, illetve oszlopmatrixok tulajdonképpen X, il-
letve X™-beli vektorok.

7. Egy M,,,(X)-beli métrix felfoghat6 egy f : {1,2,...,m} x
{1,2,...,n} — X fiiggvényként is.

Természetesen a matrixfogalom akkor lesz igazdn hasznos
szamunkra, ha ezekkel a tablazatokkal nemcsak leirni tudunk bi-
zonyos mennyiségeket konnyen atlathaté formaban (hiszen ez mér
onmagaban is segitség), hanem ezek kozt bizonyos Osszefiiggéseket
tudunk teremteni, amelyek hozzasegitenek egyébként nehezen kezel-
het6 problémak gyors és konnyi megoldasahoz. Ezért a kovetkezékben
vizsgaljunk néhény olyan problémat, amely matrixok segitségével
kezelheto és keressiink olyan eszkozoket, amelyek a probléméak minél
konnyebb és atlathatobb vizsgalatat, illetve megoldasat lehetové
teszik.

2.2. Matrix szorzasa szammal. Héziasszonyok gyakran szem-
besiilnek az aldbbihoz hasonlé problémakkal. Két torta (siitemény)
elkészitéséhez a kovetkezo nyersanyagokra van sziikséglink: az elsohoz
sziikséges cukor, liszt, tojas, eper, vaj; a masodikhoz pedig cukor,
liszt, tojas, csokolddé, vaj. Azt, hogy melyik kellékbol mennyire van
sziikség, a kovetkezo tablazatban foglaltuk Ossze:

cukor | liszt | tojas | eper | csokoladé | vaj
S11150g {120 g | 8db. | 300 g 0 100 g
Sy 1 120g | 80 g | 6 db. 0 200 g 150 g

A tablazatot a kovetkezo matrixként is felfoghatjuk:
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150 120 8 300 O 100
( 120 80 6 0 200 150 >
Ha csak fél adagot akarunk siitni, mindkét siiteménybol, akkor min-
den kellékbdl a fentiek felét kell beletenni, ha viszont valami nagy
csaladi esemény alkalmébol egyszerre harom adaggal is készitenénk
mindkettébol, akkor minden kellék haromszorosara lesz sziikségiink.
Ha az ehhez sziikséges mennyiségeket tjabb tablazatokba foglaljuk, a
fél adaghoz sziikséges mennyiségek tablazata:

- | cukor | liszt | tojas | eper | csokoladé | vaj
S| g [60g|4db.|150g 0 50 g
Sy | 60g |40 g |3 db. 0 100g g

illetve a harom adaghoz sziikséges mennyiségek tablazata:

- | cukor | liszt | tojas | eper | csokoladé | vaj
S1 1450 g | 360 g | 24 db. | 900 g 0 300 g
Sy | 360 g | 240 g | 18 db. 0 600g |450 g
Az elobbi tablazatokhoz rendelt matrixok a kévetkezok:

75 60 4 150 0 50
< 60 40 3 0 100 75 ) ’

illetve

360 240 18 0 600 450
A két utols6 matrixot ugy kapjuk a hozzavaldék eredeti matrixabdl,

<450 360 24 900 O 300)

hogy az els6 esetben minden elemét 0, 5-tel, a mésodik esetben minden
elemét 3-mal szorozzuk.

A tovabbiakban, ha egy matrix minden elemét ugyanazzal a
szammal szorozzuk, azt mondjuk, hogy a matrixot szorozzuk az adott
szammal. Ezdaltal tulajdonképpen egy miiveletet értelmeztiink: egy
matrixnak valés (komplex stb.) szdmmal val6 szorzasat.

10.2. Ertelmezés. Ha A = (aij)i=tim € Mn(C) és a € C, akkor
j=in

az U = (o - ajj);—1;, matrixot az A métrix a-val valé szorzatdnak
j=1n

nevezziik és o - A-val jeloljik.
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Példdk

(1)4(—4 3209 0 )Z(—16 12 8 36 0 )
6 2 —8 0 —5 24 8 =32 0 —20

-0 3 42 -0 1,5 2v2

2 -8 05 |=| —i -4 0,25
7 4+2 1 3,5 24+i 0,5

N | —

(2)

3. Matrixok Osszeadasa

Ha zsufolt, vendégekkel teli hetiink lesz és kétszer is siitni
szeretnénk, egyszer két, masodszor pedig harom adagot, de a
hozzavaldkat egyszerre szeretnénk megvasarolni, nyilvan minden ala-
panyaghdl otszor annyit kell venniink, mint az egy adaghoz sziikséges
tablazatban talalhaté értékek. Ezt kétféleképpen is kiszamithatjuk:
ugy, hogy az X = 2A matrix megfelelé elemeit 6sszeadjuk az Y = 3A
matrix elemeivel, vagy ugy, hogy az A matrix megfeleld elemeit Gttel
szorozzuk.

X+Y =2A+3A

~( 300 240 16 600 0 200
-\ 1240 160 12 0 400 300

450 360 24 900 0 300
360 240 18 0 600 450

(750 600 40 1500 0 500

~\ 600 400 30 O 1000 750

=bA
A tovabbiakban, ha két ugyanolyan tipusi (méretil) matrix megfeleld
elemeit Osszeadjuk egymassal, azt mondjuk, hogy a két matrixot

osszeadtuk. Ezzel az ugyanolyan tipusi matrixok halmazaban egy
ujabb miiveletet értelmeztiink: a matrixok Osszeadasat.

10.3. Ertelmezés. Ha A, B € Mpun(C), A = (aij)iim €8 B =

j=

3

—

v

3
3

(bij)i=tm> akkor A+ B = (¢;;);—1m, ahol

j=

—_
™

>T J=Ln

Cij = Q45 + bi’j, Vi = 1,')717 VJ = L_n
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Példak 1 i
2 =5 5 0 3 -5

ol 30 [+ i 2 [=] -3+i 2
-l -1 V2 0 —1+v2
7 8 -9 000 7 8 -9

@5 3 0,3) | Tlooo] |3 v3 0@

Megjegyzés. Az adott kontextusban egyszertien belathaté a
matrixok osszeadasanak osszes tulajdonsaga.

4. Matrixok szorzasa

Amikor a tortdhoz sziikséges termékeket bevasaroljuk, az ar szem-
pontjabol nem mindegy, hogy hol tessziik ezt meg. Két kiilonb6zo
boltban az arak a kovetkezok:

e az A boltban 1 kg cukor 3 lej, 1 kg liszt 2,5 lej, 1 tojas 0,3
lej, 1 kg eper 7 lej, 1 kg csokoladé 20 lej, 1 vaj 4,5 lej;
e a B boltban 1 kg cukor 2,8 lej, 1 kg liszt 3 lej, 1 tojas 0,4 lej,
1 kg eper 6 lej, 1 kg csokoladé 25 lej, 1 vaj 4,2 lej.
A fenti adatokat a kovetkezd tablazatban foglalhatjuk Ossze:

Cukor | Liszt | Tojas | Eper | Csokoladé | Vaj

Az A boltban

az ar 3 2,5 0,3 7 20 4,5
(lej/kg vagy db)
A B boltban
az ar 2.8 | 3 | 04| 6 25 4,2

(lej/kg vagy db)
Ahhoz, hogy eldonthessiik, hogy melyik boltban érdemesebb vasérolni,
kiszamitjuk az els6 torta, illetve a masodik torta hozzavaléinak arat
az A, illetve B boltban.
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e Az elsé torta alapanyagainak dra az A boltban:
p1=0,15-340,12-2,54+8-0,3+0,3-74+0,5-4,5=7,5.
e Az elsé torta alapanyagainak ara a B boltban:
p12=0,15-2,840,12-3+8-0,4+0,3-6+4+0,5-4,2=8,03.
e A masodik torta alapanyagainak ara az A boltban:
po1 =0,12-3+0,08-2,54+6-0,3+0,2-20+0,75-4,5=9,75.
e A masodik torta alapanyagainak dra az B boltban:
P2 =0,12-2,84+0,08-3+6-0,4+0,2-25+0,75-4,2 =11,126.
Lathatd, hogy mindkét torta olesébb lesz, ha az A boltban vasarolunk.

A kellékek A matrixa és az arak B matrixa: 3 2.8
2,5 3

A:(O,15 0,12 8 0,3 0 0,5 ) B 0,3 0,4
0,12 0,08 6 0 0,2 0,75 )’ 7 6

20 25

4,5 4,2

Megfigyelhetjiik, hogy a pii-et ugy kapjuk, hogy az A matrix elso
soranak elemeit megszorozzuk a B maétrix elsd oszlopanak megfeleld
elemeivel (a sor elsé elemét az oszlop elsé elemével stb.) és ezeket
Osszegezziik. A pia-t hasonléan képezziik, az elsé sor elemeit a méasodik
oszlop elemeivel szorozzuk, majd a szorzatokat osszeadjuk. FEzeket a
miiveleteket nyilvan csak akkor tudjuk ilyen médon elvégezni, ha az
A oszlopainak szdma megegyezik a B sorainak szamaval. A kapott p

értékeket egy tjabb matrixszal irhatjuk le: P = ( in ?2 > Ez a
21 P22

matrix az A és B matrixok szorzata.

10.4. Ertelmezés. Az A = (@ij)imtim € Mmn(C) és B = (byj);—15 €
j=ln j=Lp
M, ,(C) matrixok szorzata az A - B = (cij);—t7m € Mm,p(C) matrix,
=1p

ahol

n
CijZZ@ikbkj, 1<i<m,1<j5<p.
k=1
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Példak:
(203) (G 2) (2055 285G

(22 —49
“ 11 -25 )0

10 -2 -2 1
31 —4 1 —4 | =
10 0 3 0
1-(=2)+0-1+(=2)-3 1-1+0-(=4)+(-2)-0
= 3-(-2)+1-14+(-4)-3 3-1+1-(—4)+(— 4) 0| =
1-(=2)+0-14+0-3 1-1+0-(—4)+0
-8 1
=| —-17 -1
-2 1

Ebben a kontextusban megvizsgalhatjuk a matrixok szorzasanak tulaj-
donsagait. Mi csak a szorzasnak az Osszeadasra vonatkozé disztribu-
tivitasara és az asszociativitasra tériink Kki.

4.1. A disztributivitas vizsgalata. Ha egy, illetve harom adag
tortara valé alapanyagot szeretnénk megvasarolni barmelyik boltbdl,
ez ugyanannyiba keriil, ha egyszerre vasaroljuk meg 6ket, mint ha
rendre vennénk meg a hozzavalokat, elébb az egy adagra, utana a
harom adagra valot ugyanazokbdl a boltokbdl. Ha A-val, illetve C-vel
jeloljiik az alapanyagok matrixat, B-vel az arakét, akkor:

3 2,8
2.5 3
0,6 0,48 32 1,2 0 2 0,3 0,4

A B: ) ) ) . b b —
(4+C) (0,48 0,32 24 0 0,8 3) 76
20 25
45 4,2

_ 30 32,12
~\ 38,94 44,504 )
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3 2,8
2.5 3
0,15 0,12 8 0,3 0 0,5 0,3 0,4
AB+CB_<0,12 0,086 6 0 0,2 0,75) 7 6 |
20 25
4,5 4,2
3 2,8
2,5 3
0,45 0,36 24 0,9 0 1,5 0,3 0,4 |
<0,36 0,24 6 0 0,6 2,25) 76 |
20 25
4,5 4,2

(75 803 22,5 24,00 \

N ( 9,735 11,126 ) * ( 29,205 33,378 ) B

(30 32,12

n ( 38,94 44,504 ) '
A tulajdonsag tetszéleges A, C' € M,, ,,(C), B € M,, ,(C) métrixokra
fenndll, azaz (A + C)B = AB + CB. Ezt formalisan is igazolhatjuk.
Val6ban, ha (A+ C)B = D = (di),_1, akkor

k=

n

dik = Z(GU + Cl]

J=1

Ugyanakkor, ha AB=F és CB = F, akkor

aw ik + Cijbjk).

I M: Q\s

n n
€ik = E az’jbjk és  fu= E Cijbjky
j=1 Jj=1
tehat

ik + fix = Z a;jbjr + Z Cijbjx = Z (a;ibji + cijbjk) = dig.
j=1 j=1

Hasonl6an igazolhat6, hogy A(C' + B) = AC + AB, ha A € M,, ,,(C)
és B,C € M,,,(C), tehat a métrixok szorzdsa disztributiv a métrixok
osszeadasara nézve.
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4.2. Az asszociativitas vizsgalata. Ha az elmult hénapban
egy-egy adag tortat siitottiink az egyik boltbol vasarolt alapa-
nyagokbol, illetve a masik bolthdl vasarolt alapanyagokbdl is, en-
nek koltségeit kétféleképpen szamithatjuk ki. Ha A-val jeloljik a

hozzavalok matrixat, B-vel az arak maétrixat és C-vel az ( 1 >

matrixot, a tortatipus szerinti 0sszkoltségek matrixat kiszamithatjuk
a kovetkezd mddokon:

P11 D2 1 P11+ P12 15,53 )
AB O — . = — ,
(45) ( P21 P22 ) < 1 ) ( D21 + D22 ) ( 20, 861

ahol az AB matrix els6 soraban levo elemek az elsé, illetve a masodik
torta alapanyagainak arat tartalmazza.
0,15 0,12 8 0,3 0 0,5
A(BC) = ( 0,12 0,08 6 0 0,2 0,75 )

[/ 3 2,8 ]
2,5 3
0,3 0,4 1\ |
NIIE
20 25
4,5 4,2
5,8
5,5
/0,15 0,12 8 0,3 0 0,5 0,7 | [ 15,53
_(0,12 0,08 6 0 0,2 0,75) 13 _(20,861>
45
8,7

Itt a BC métrix elemei a megfelelo hozzavaldk egységarat tartal-
mazzdk a két boltban Osszesen, igy az A(BC) szorzat szintén az
0sszkoltség matrixat adja. Beldthato, hogy a tulajdonsag tetszoleges
Ae M, ,(C), BeM,,(C), CeM,,C)matrixok esetén is igaz:

(AB)C = A(BC).
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FORMALIS BIZONYITAS. Ha A € M,,,(C), B € M, ,(C), C €

M, ,(C), akkor a D = AB € M,, ,(C) matrix elemei d;;, = Zailblk.
=1

Ekkor (AB)C = DC = E € M,,,(C), ahol

p p n
= Z dixcr; = Z (Z azkblk> = Z Z QitbigCr;j-
k=1 =

k=1 k=1 =1

p
Ugyanakkor BC' = F € M, 4(C), ahol f; =Y " bycy;. Igy A(BC) =
k=1

AF =G € M,,,4(C), ahol

n

n p
Gij = Z ailflj = Z (077] Z blkckj Z Z ailblkckj.

=1 I=1 =1 k=1
Az (AB)C = A(BC) egyenloseg igazolasahoz, mar csak azt kell
belatnunk, hogy

szij = ZZQIU, \V/.Tij c C,

i=1 j=1 j=1 i=1

vagyis hogy egy sz” Osszegben az 0Osszegezési sorrend
i=1 j=1
felcserélheto.

10.5. Lemma. Ha z;; € C, i =1,m és j = 1,n, akkor

n m
> =33
i=1 j=1 j=1 i=1
B1zoNYITAs. Legyen X = (24);_tm- A wa az i-edik sor-
Jj= 1 7j=1

ban szereplo elemek Osszege, igy a E E x;; Osszeg az X matrix
i=1 j=1
sorosszegeinek Osszege, ami nem mas, mint a matrix osszes elemének
m

Osszege. Hasonldéan a inj a j-edik oszlopban szereplé elemek
i=1
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n m
Osszege és a E g x;; Osszeg az X métrix oszloposszegeinek Osszege,
j=1 i=1
ami szintén a matrix osszes elemének Osszege. Tehat a két Osszeg
egymassal egyenlo. O

Ez alapjan lathato, hogy a matrixok szorzasa asszociativ. O

Megjegyzés. A kontextus arra alkalmas, hogy az asszociativitasrol
intuitiven meggyo6zodhessiink, lassuk, hogy ez nemcsak egy absztrakt
tulajdonsag, hanem egy egyszerii gondolati atcsoportositas leirasa.

Térjink vissza az 1. feladat megoldasdhoz. Maétrixos jelolést
hasznélva, a megoldandé egyenletrendszer

0 2 1 a 3am
102 -1 b]=1 3n
110 c 2p
alakba frhat6. A megoldasok matrixos alakja
a 1 -2 1 4 am
b | = R 2 -1 1 | 3n
c 1 2 =2 2p

A 3. feladatban lattuk, hogy a jelenség egyik iranyu leirasa
eredményezte a rendszert, a forditott folyamat leirdsa a megoldas
felirasat.  Ugyanezt tiikrozi, az elobbi két, matrixokkal felirt,
egyenloség is. Ha tehat egy matrixszal vald szorzas egy allapotbdl egy
masikba valo eljutast irja le, akkor az elobbi eset mutatja, hogy néha
a forditott transzformaciot is le lehet irni egy méatrix segitségével. fgy
az a sejtésiink fogalmazodik meg, hogy a két matrix szorzata az iden-
tikus transzformécié matrixat adja meg. Ezt érdemes ellendrizni, és
matrixokkal is felirni az identikus transzforméciohoz tartozé métrixot:

0 21 1 -2 1 4 1 00
102 |- -- 2 -1 1 =1010 ],
1 10 g 1 2 =2 0 01

1 ( -2 1 4 0 21 1 00

= 2 -1 1 102 ]=(012P0

g 1 2 =2 110 0 01
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Az elébbi egyenlGségek jobb oldaldn megjelen6 méatrixot identikus
matrixnak vagy egységmatrixnak nevezziik és I3-mal jeloljiik. Ennek
a matrixnak az a tulajdonsdga, hogy A-I3 = I3-A = A, VA € M3(C).
Altaldban, ha tekintjiik az n x n-es négyzetes métrixok M, (C) hal-
mazat és keresiink ebben a halmazban egy olyan I,, matrixot, amelyre
A-I,=1,-A= A VA e M,C, akkor az

1 00 ... 0
0 1.0 .. 0
0 00 ... 1
L. ) 1 ,ha 1=
métrixot kapjuk, ahol d;; —{ 0  ha itj
1 00 0
1 0 ... 0
10.6. Ertelmezés. Az I, = 0 01 .. 0] = (dij)ijetn €
0 00 .. 1

M, (C) matrixot egységméatrixnak nevezziik.

Az elobb azt is lattuk, hogy léteznek olyan matrixok, amelyek
szorzata a szorzotényezok sorrendjétol fiiggetleniil az egységmatrixot
eredményezi. Ezeket a matrixokat egymas inverzének nevezziik.

10.7. Ertelmezés. Az A € M,(C) métrixot invertalhaténak
nevezzik, ha létezik olyan A" € M,,(C) métrix, amelyre

AA' = AA=1,.
Az A’ métrixot az A matrix inverzének nevezziik és A~ !-nel jeldljiik.

Vizsgéaljuk meg, hogy a méatrix inverze, ha létezik, egyértelmiien
meghatdrozott-e. Ennek érdekében tekintsiink egy A invertélhaté
matrixot. Lehet-e ennek két egyméstol kiillonbozo A’ és A” inverze?

Mivel A" és A” inverzei az A-nak: AA" = AA = I, és AA" =
A"A = I,. Akkor A" = A"[,, = A"(AA") = (A"A)A = [LA =
A’. Tehat, ha A" és A” inverzei az A métrixnak, akkor egymassal
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egyenléek.  Ezért, ha A invertalhatd, az inverze egyértelmiien

meghatarozott.

Tn
A 4. feladat soran lattuk, hogy ha u, = | v, | , akkor a rekurzi6
Zn
Unt1 = P U,
alakba irhaté. Emiatt
Up=A Uy 1 =A - (A-upo)=...=A-A-... A-uy,

——

n

ahol A = P!'. Ez motivélja a matrixok hatvdnyozdsinak vizsgalatat.

10.8. Ertelmezés. Ha A € M, (C), értelmezhetjitk az A matrix
hatvanyait induktiv médon:
AV =T, A'=Aés ATt = A" A, ¥n > 1 esetén.

Megjegyzés. Mivel a maétrixokkal végzett miiveletek, a szorzés
delkeznek, mint a valds szamokkal végzett miveletek, ha két matrix
szorzasi sorrendje felcserélheto, akkor igazak a komplex szamok esetén
fenndll6 roviditett szamitasi képletek.

10.9. Tétel. Ha A, B € M,,(C) és AB = BA, akkor
o A" — BF¥ = (A— B)(A* 1+ AF2B + ...+ AB*2 4 BF1);
.A2k+1+B2k+1 _ (A—l—B)(A%—A%_lB—l—... _AB2k—1+B2k>;
o (A+B)F = AP L CLAM B4 CP AR 2 B2 . +CF P AB* 1+ B,
barmely k € N, k > 1 esetén.

A 4. PROBLEMA RESZLETESEBB VIZSGALATA. Feltételezziik,
hogy a P matrix elemei

0,7 0,2 0,1

P=1 01 06 0,3

0,1 0,1 0,8
és meghatarozzuk az egyensilyi allapotot, illetve megvizsgédljuk a
rendszer hosszu tavu viselkedését. Sejthetd, hogy ha 7, i, 7 az egyének
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szaéma az egyensulyi allapotban, akkor lim z, =7, lim y, =7y és
n—oo

n—oo
lim z, =Z. A tovabbiakban ezt is igazoljuk.
n—o0
T x x
Ha | 7 | egy egyensilyi allapot, akkor | 7 | = P'| ¥ |,
z Z z

tehét
= 0,77+0,1y +0,1%
0,2z 40,6y + 0,1z .
= 0,12+0,35+0,8%
Ugyanakkor T + 73 + Z = N, ahol N a populacié Osszlétszama. A
rendszer megoldasai: * = 0,25N, y = 0,25N és z = 0,5N. Ez azt
mutatja, hogy az adott d&tmeneti matrix (P) mellett egyenstlyi allapot
csakis akkor jon létre, ha a populacié negyede sajat szakteriiletén,
negyede mas szakteriileten dolgozik és fele munkanélkiili.

A feltételek alapjan:

n Q@ gl
|

Tnt1 = P112Tn + D21Yn + P312n
Yn+1 = DP12%Tn + D22Yn + P322n VN € N,
Znt1 = DP13Tn + P23Yn + D332n

amely matrixegyenloség alakjaban:

Tn+1 T P11 P12 P13
Yn+1 =P Yn , ahol P = P21 P22 P23 )
Zn+1 Zn P31 P32 P33

P! pedig a P métrix transzponaltja, amit ugy kapunk a P mdtrixbdl,
hogy a sorait felcseréljiik az oszlopaival. Ebbol az egyenl6ségbol

Tn Tn—1 9 Tp—2 Zo
Yn = P Yn—1 = (Pt) Yn—2 = e = (Pt)n Yo )
Zn Zn—1 Zn—2 <0

barmely n > 1. A P! métrix hatvényait szdmolva, egymds uténi
négyzetre emelésekkel azt kapjuk, hogy

0,25 0,25 0,25
(PHY*? =1 0,25 0,25 0,25
0,5 0,5 0,5
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Ez az egyensulyi éllapotra felirt feltételek alapjan azt mutatja,
hogy ettél az indextdl kezdve az (2,)n>1, (Un)n>1, (2n)n>1 Sorozatok
allandok. O

Megjegyzés. Erdemes szamitégépes szimuldcié — segitségével
kikisérletezni, hogy mas P matrix esetén a rendszer milyen jel-
legzetes viselkedési mintat mutat hosszi tavon. Ennek érdekében
olyan M = P! matrixokat kell generdlni, amelyekben az elemek
nem negativak és oszloponként az Gsszegiik 1 (az ilyen métrixokat
sztochasztikus matrixoknak nevezzilk). Azt tapasztalhatjuk, hogy
tetszoleges uy esetén az ilyen matrixokra az w, = M"™ - uy sorozat
konvergdl egy vektorhoz, ami épp az egyensilyi allapotot irja le
(vagyis az u = M - u egyenlet megolddsa).

5. Feladat. (biomatematikai modell) Tekintsiink két allatfajt, melyek
egyedei kolcsonosen vadésszak egymast (példdul a hiénak és oroszlanok
az afrikai Szaharaban). Ha x,, és y, jeloli a két faj egyedeinek szamét
n év utan, akkor modellezziik a kovetkezo két jelenséget:

a) Az 1j egyedek sziiletése és mds egyedek eltlinése a faj
Osszlétszamanak p szazalékos valtozasahoz vezet, p lehet negativ is,
ha az elhaldlozasi arany nagyobb a sziiletési aranyndl. Vizsgaljuk azt
a helyzetet, amikor ez az ardny 10% a hiéndk esetében és —10% az
oroszlanok esetében.

b) Mindkét faj a sajat létszdmaval egyenesen aranyos szamu
egyedet 6l meg a méasik fajbol. Legyen ez az ardny 15% az oroszldnok
altal megolt hiéndk esetében és 20% a hiéndk dltal megolt oroszlanok
esetében.

MEGOLDAS. A faj egyedszdmdnak alakuldsdt a kovetkezd
rekurziéval irhatjuk le:

Tpy1 = 1,1z, — 0,15y,
Yn+t1 = 0,9y, — 0,2z,
Ezek az egyenloségek matrix egyenloség alakjaban:

<xn+1)_< 1,1 —0,15)($n)_A(xn)
Ynt1 _072 079 Yn Yn ‘
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Innen (x") = A(x"_l) = AQ(x"_2> = ... = A"(xo),
Yn Yn—1 Yn—2 Yo

tehat az egyedek szaménak valtozésa a két fajban az f(n) = A"
1,1 —-0,15
fliggvénytdl fii hol A = ’ ’
uggvenytol rugg, aho ( 0.2 0.9 )
Legyen xyp = 100 a hiéndk kezdeti szama és yo = 200 az

oroszlanoké. Ahhoz, hogy az egyedek szamanak véltozasat vizsgaljuk,
ki kell szamolnunk az A™ matrixot. Mivel Tr A = 2, det A = 0, 96, a
karakterisztikus egyenlet 72 — 27 4+ 0,96 = 0, melynek gyokei 1 = 0, 8

és ro = 13, tehat A" = ( an bn > és

a, = 11(0,8)" +ry(1,2)"
bn = 7“3(0,8)” +7’4(1,2)n
cn = 15(0,8)™ +16(1,2)"
d, = 17(0,8)" +rg(1,2)"
Ha a kezdeti feltételekbol kiszamitjuk az ry, 79, ... , rg allanddkat,

akkor azt kapjuk, hogy
(0,8)™ +3(1,2)" 3[(0,8)" — (1,2)"]

n__ 4 8
A= 0r212r 80,8 (1,2)7
2 4
Tehat
0,8)" +3(1,2)"  3[(0,8)" — (1,2)"
oo Q02 08— (2],
8
1 1
= g(O, 8)" (2o + 3yo) + §<1’ 2)"(2z9 — yo) = 100(0, 8)",
0,8)" — (1,2)" 3(0,8)™ + (1,2)"
LU L 0 L
1 1

Lathaté, hogy mindkét faj kihal6félben van, mert szamuk mértani
haladvanyban csokken. U

Ha azt szeretnénk megvizsgélni, hogy tiz évvel ezel6tt mi volt az
egyedek szama az egyes allatfajtdkban tudva, hogy jelenleg a hiénak
szama xo = 100 és az oroszlanok szama gy, = 200, akkor a kovetkezd
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modon jarhatunk el. El6bb azt vizsgaljuk meg, mi volt az egyedszam
egy évvel ezelott. Ha x_1, y_i-gyel jeloljiik az akkor €16 hiénak illetve
oroszlanok szamat, az

1, lz_ — O, 15y,1 = 100
0,9y_1 — 0,20, = 200

egyenletrendszert kapjuk, melyben az ismeretlenek az x_; és y_;.
Matrixegyenlet forméajaban:

100 \ 1,1 —0,15 T_q .
200 )\ —0,2 0,9 y_1 )’
100 \ T_q
(oo )=2(50)

ahol A az dtmeneti matrix. Ha az A olyan métrix, amelynek 1étezik
az A~! inverz métrixa, akkor a fenti egyenléséget beszorozzuk balrél

A~lel és azt kapjuk, hogy A~* < ;88 ) = ( ‘z:i )

Ha még egy évvel visszamegyiink, azt kapjuk, hogy
( v ) =A ( v-2 ) , ahonnan
Y-1 Y—2
I_Q —1 x_l —1 —1 100 -2 100
e O N € DR ¢
Hasonléan

)= ()= () == ()

Megjegyzés. Konnyen belathato, hogy
(A™H™ = (A™)~! VA € M,(C)

invertalhaté matrix és Vm € IN esetén. Valéban, az értelmezés szerint
Am(A™) 7 = (A™)"tA™ = [,,. Ugyanakkor

(A)mA™ = A1 A ATTAL A=,

N~
m m
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mert a szorzas asszociativitasa miatt a szorzasokat elvégezhetjik a
kozepérdl kiindulva is. Hasonléan A™(A~1)™ = [,, és az inverz mdtrix
egyértelmiisége alapjan (A~1)™ = (A™)~1.

10.10. Ertelmezés. Ha A € M, (C) invertdlhaté matrix,
értelmezziik az A matrix negativ hatvanyait:

AT = (A7D" = (A", Vi e N*.

5. Egyenletrendszerek

Vizsgéaljuk most meg, hogy adott A matrix mellett lehetséges-e
egy strukturalisan stabil egyensuly, azaz olyan allapot, amelyben a
hiéndk és az oroszlanok szaméanak A aranya allandd, nem valtozik
egyik évrol a masikra. A strukturalis stabilitas feltétele adott A € R

esetén az u,.1 = Au, egyenldség teljesiilése, ahol u, = ( " ) és
Yn

Upt1 = ( znﬂ ) Ha u = ( ; ) egy strukturdlisan stabil allapotot
n+1
jelol6é vektor, akkor a A\u = Au matrixegyenlethez jutunk. Tehdt a

strukturalis stabilitas csak olyan A € R esetén lehetséges, amelyre
létezik olyan u, amelyre fenndall a A\u = Au egyenloség. Ezeket a A
értékeket az A matrix sajatértékeinek, az u vektorokat pedig az A
matrix sajatvektorainak nevezzik. A Au = Au matrixegyenloséget

felirva (A — AI,,)u = O, alakban az

{(an—)\)x + a2y = 0
ao1T + (CLQQ—)\)y = 0

linearis, homogén egyenletrendszert kapjuk. Ugyanezekhez a fo-
galmakhoz vezet, ha a munkaerépiac modellel kapcsolatosan vagy
ha geometriai transzformécidkkal kapcsolatban tesziink fel hasonld
kérdéseket. Mindezen kérdések a sajatértékek, sajatvektorok fo-
galmahoz vezetnek, illetve bizonyos homogén vagy nem homogén
linedris egyenletrendszerek megoldasat teszik sziikségessé.

Megjegyzés. Lathatd, hogy a legtermészetesebb probléma, amivel
érdemes kezdeni a linedris algebrat, a linedris rendszerek vizsgalata.
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5.1. Linearis egyenletrendszerek megoldasanak vizsga-
lata. A munkaero, illetve biomatematikai modellben lattuk, hogy a
munkaeropiac stabilitasanak feltételét a

—0,37+0,15+0,1Z = 0
—0,37+ 0,15 + 0,17 0
—0,37+0,17+0,1Z = 0

egyenletrendszer megolddsa adta, a hiénak és az oroszlanok struk-

turalisan stabil szamat pedig a

(1,1— Nz —0,15y = 0
—0,2x4+(0,9—-XN)y = 0

egyenletrendszer megoldasa, a megfelelo \ értékek meghatérozéasa
utan. Sok mas gyakorlati feladat vezet linedris egyenletrendsze-
rekhez. Ezért sziikséglink van olyan moédszerre, amely alkalmas ezek
megoldasara, az ismeretlenek és egyenletek szamatol fiiggetlentl.

10.11. Ertelmezés. Linedris egyenletrendszernek neveziink egy olyan
egyenletrendszert, amely a2, +asx2+...+a,x, = b alakl egyenleteket
tartalmaz, ahol z;, i = 1,n az ismeretlenek és a; € C, valamint b € C
rogzitett szamok.

Tekintsiik az

a1171 + a1y + ... + a1, = by
a921T1 + 929 + ...+ AonTy = bg
Am1T1 + QmoXo + ... + Gy, = by,

rendszert, rendeljiik hozza az

a2 ... Qi b
A= a1 G2 ... Qg by
ami Gm2 - Qmp Om

bovitett matrixot, és vizsgdljuk meg, hogy az egyenletrendszer
megoldasa kozben melyek azok a miiveletek, amelyeket végezhetiink
ugy, hogy az eredeti rendszerrel ekvivalens rendszert kapjunk (két
rendszer ekvivalens, ha azonos a megoldashalmazuk).
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(1) Az egyenletrendszer barmely egyenletét szorozhatjuk vagy
oszthatjuk egy 0-t6l kiillonboz6 szammal.

(2) Barmely két egyenletet felcserélhetiink egymédssal.

(3) Az egyik egyenletet megszorozhatjuk egy szammal és hozza-
adhatjuk egy masikhoz.

Az egyenletrendszer megoldédsa kozben a rendszert mindig egy vele ek-
vivalens rendszerré alakitjuk gy, hogy a végén a rendszer megoldasa
konnyen leolvashaté legyen. Minden 1épést a bdvitett méatrixon
is elvégziink, és a kapott matrixokat az eredetivel ekvivalenseknek
nevezziik.

10.12. Ertelmezés. Ha adott egy métrix, elemi sortranszformécion
azokat a transzformdcidkat értjilkk, amelyek az eredeti matrixhoz
rendelheté linedris egyenletrendszerrel ekvivalens egyenletrendszerhez
tartozo matrixsza alakitjak az eredeti matrixot.

Az elemi sortranszformaciok a kovetkezdk:

a) egy matrix valamely sordt szorozzuk vagy osztjuk egy 0-tél
kiilonb6z6 szammal,

b) egy métrix két sorat felcseréljiik;

¢) egy matrix egyik sordnak A-szorosat hozzdadjuk egy maésik
sorhoz.

A tovabbiakban két matrixot ekvivalensnek neveziink, ha az egyik
megkaphaté a masikbol elemi sortranszformaciok segitségével. Ezt
A ~ B szimbdélummal jeloljiik.

Megjegyzés. Ha B megkaphaté A-bdl elemi transzformacidk
segitségével, akkor A is megkaphaté B-bdl elemi transzformacidk
segitségével, mivel ezek a transzformaciék megfordithatdak.

1. Vizsgaljuk meg, hogy mit jelentenek a

3r — 2y + 2z = 2
r + 2y — 2z =1
r — 6y + 32z =0

egyenletrendszer esetén a bévitett matrixra alkalmazott elemi sor-
transzformaciok. A kovetkezékben parhuzamosan kezeljik ezeket a
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valtoztatasokat az egyenletrendszer és a hozza tartozo bovitett matrix

esetén:
3r — 2y + 2z = 2 3 =2 1 |2
r + 2y — z =1 1 2 =111
x — 6y + 3z 0 1 -6 3 1|0
Az els6 sort osztjuk 3-mal.
2 1 2 2 112
U R S R
r + 2y — z =1 1 2 —-1|1
r — b6y + 3z = 0 1 -6 3|0

Az els sor elemeit kivonjuk a masodik sor megfelels elemeibdl (S —
S1 — S3) és a harmadik sor megfelel6 elemeib6l (S5 — 51 — S3).

, 2, ] 2/, 2 12
r - = -z = = e
37 3 3 3 3|3
8 4 1, 8 41
— J— —Z — — — N —
37 3 3 3 3|3

16 8 2 |, 16 8| 2

— —_— _Z —_— [ — [ — R [

\ 3/ T 3 3 3 3| 3

A masodik sort osztjuk g—dal.

, 20,1, _ 2/, 2 1|2
v 37 3° 7 3 3 3|3
1 1 11
I, = = 1 -] =
) Y 2° s |0 2| 8

6,08 _ 2|, 16 8| 2

\ 3V T 3° T 73 3 3| 3

2
A maésodik egyenletet g—dal, majd g—dal szorozzuk és hozzaadjuk az

els6hoz, illetve a harmadikhoz (%Sg + 51 — S, 13—652 + 53 — S3).

3 1002

T = = 3

4 1)1

r 1 01 —=1|Z=

! 22_8 0002§
0 =0
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Mivel az utolsé egyenlet barmely z-re igaz, ezért z = A\, x = 1 és
Yy = 3 + 5/\. Tehat a rendszernek végtelen sok megoldasa van, és az
Osszes megoldas egy paraméter fiiggvényében irhato fel.

rxr -y — z = 2
2. Oldjuk meg az r 4+ 2y — 3z = 4 egyenletrendszert
3r + 3y — 7z =0
ugy, hogy mar csak a matrixon végzett sortranszformaciokat irjuk le.

1 -1 —-1]2 1 -1 -1 2
SQ — S1 — 52
1 2 —3|4 " 0 3 -2/ 2
3 3 —7l0 | 93528 | o 6 _a|_6
1 -1 —-1| 2 1 -1 -1 2
Ss:3
0 3 -2 2 ’ o 1 2| 2
~ 3| 3
0 6 —4|-6 | 97222851 4 ¢ | _1

Lathato, hogy nincs sziikség tovabbi atalakitdsokra, mert az utolséd
sornak a

0z + 0y 4+ 0z = —10
egyenlet felel meg. Mivel ez nem lehetséges, az eredeti egyenletrend-

szer Osszeférhetetlen.
3. Oldjuk meg az

r -y — z = 2
r + y — 22 = 4
2z + z 1

egyenletrendszert 1gy,
matrixsza.

hogy a matrixat atalakitjuk az egység-

B1zONYITAS. Sortranszformdciok segitségével dolgozunk:

1 -1 —1]2 1 -1 -1 2
SQ — 81 — Sz

11 -2 N 2 1| 2

2 0 1|1 | 532528 | o o 3 |_3
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1 -1 —-1] 2 1 -1 -1 2
So 2 1
0 2 —-1| 2 N 0 1 —5|1

1 0 —§ 3 1 0 O 9

2 1 8

S5 4 1 S2+553HS2 3

S1+ 82 = S §

00 1 | 3| SEgSs eS|,y |5

4 4
" 9 3, 5
amely egyenletek formajaban az z = -, y = 3 ¢ z = —
egyenloségeket jelenti. Ez viszont épp a megoldés. O

Az el6bbi példaban lathattuk, hogy az egyenletrendszeriink ab-
ban a pillanatban van megoldva, amikor az eredeti matrix helyén
az egységmatrixot sikeriilt létrehozni, természetesen amikor ez
lehetséges. Mit jelent a matrixmiveletek szintjén ennek az allapotnak
a létrehozasa, amennyiben az lehetséges? Hogy jobban lathaté legyen,
az elozé egyenletrendszerben tekintsiink tetszoéleges szabadtagokat:

r -y — z = b
r + y — 2z = by
2x + Z = bg

Matrix muveletként felirva az egyenletrenszert az AX = B egyenletet
jelenti, ahol A-val jeloljik az egyenletrendszer matrixat:

1 -1 -1 T by
A=1 1 2|, x=(y | ¢sB=| b
2 0 1 2 by

Az egyenletrendszer megoldasa tulajdonképpen az AX = B matrix-
egyenlet megoldasat jelenti. Rendre elvégezziik a sziikséges sortransz-
formacidkat:

1 -1 -1|b 1 -1 -1 b1

Sy — 51— Ss
1 1 =2]bs 0 2 —=1]| ba—bs

~

2 0 1 |bg | 53725125 | o 9 3 |2
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1 -1 -1 by 1 -1 -1 b1
S2:2 1 by — b
0 2 —=1|b—-0b _z 2" U
2 1 ~ 0 1 5 5
0 2 3 [b—2m | FTRTS A 0 0 g | by gn
3 b1 + b2
1 -1 -1 1 2 o2
b 0 =3 2
0 1 _l b2 — b1 S3:4 0 1 _1 by — by
2 2 ~ 2 2
0 0 4 | —by — by +bs S1+ 52 = 5 00 1 —by —ba+ b3
4
1 0 —§ M 1 0 O lb1-|-1b2-|-§b3
2 2 1 8 8 8
| by —b 52+ 55 = 52 5 3 1
2 — U1
_= 1 _2 2 -
0 1 3 2 SN 0 0 8b1+8b2+8b3
—b1 — b + b3 S1+ =S5 = S1 l 1 1
0 0 1 — 2 0 0 1 —4b1—4b2—|—4b3
Egyenlet formajaban visszairva:
( 1 1 3
r = b+ b+ b3
8 8 8
5 3 1
4 Yy = —gbl + gbg + gbg
1 1 1
t o= —Zby— by + b
4 4 4

\

Ebben a felirdsban a by,b9, b3 egyiitthatéi az A matrix inverz
matrixanak elemei, és az el6bbi gondolatmenet azt mutatja, hogy ha a

T, T, ..., T, transzforméciéval az A-bdl az I,,-hez jutunk, ugyanezekkel
a transzformdcidkkal az I,,-bél az A~! mdtrixhoz jutunk. Ezt taldn
egyszeriibb beldtni, ha észrevessziik, hogy minden sortranszformacio

egy invertalhaté méatrixszal valé szorzést jelent. Igy, ha Ey, E», ..., E,-

val jeloljik azokat a matrixokat, amelyeket ahhoz a ¢ darab transz-
formacidhoz rendeliink, amellyel az A-bdl az I,-t kapjuk, akkor

felirhatjuk, hogy

E,E, ;-

és innen

A'=EE, -....E,=E,E, ,-...- E

o BA=1T,

.
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Tehat valéban, ha az By — Ey — ... — E, transzformécidkkal A-bdl
I-t kapunk, akkor ugyanezekkel a transzformdcidkkal I,-bél A=1-t
kapunk.

6. Didaktikai megjegyzések

e Az eddigiekben csak korvonalaztuk a tananyag felépitésének
egy lehetséges maédjat. A konkrét kivitelezés soran arra kell odafi-
gyelni, hogy a tulajdonsagokat és a fogalmak bevezetését valamilyen
tevékenységekre épitsiik. A tevékenységek lehetnek kozos, iranyitott
kérdésfeltevésen alapulé megbeszélések is, de sokkal hatékonyabb, ha
kiscsoportokban parhuzamosan tobb probbléma vizsgalatat tiizziik ki,
és utdna a csoportok egymas kozti informaciécseréje altal alakul ki
a teljes kép. FEz kiilonosen alkalmas a miiveletek tulajdonsdgainak
vizsgalata soran.

e Erdemes a tulajdonsidgokat minél tagoltabba tenni. Példaul a
rendszerek megolddsara és az inverz matrix kiszamitdsara vonatkozé
algoritmus megtaldlasa sordn a kovetkezo tevékenységeket ajanljuk:

e cgy konkrét feladat segitségével tisztazni az inverz matrix fo-
galmat;

e egy vagy két foglalkozas a rendszer megoldédsara sortranszfor-
macidk segitségével;

e cgy foglalkozas, amelyben a sortranszformaciokat és a
hozzajuk tartozé métrixokat azonositjuk;

e a tapasztalatok Osszegzése és az algoritmus kiprobalasa;

e begyakorlas.

e A matrixok hatvanyozasara érdemes kiilon 4 vagy 5 foglalkozast
forditani. Egy bevezeto foglalkozast, amelyben a modellezési feladatok
segitségével eljutunk a tényleges feladatig. Egy kisérletezésre szant
foglalkozast, egy foglalkozast a 2 x 2-es métrixok hatvanyozasara és a
végén tovabbi 2 foglalkozast mas méreti matrixok hatvanyozasara.

e A determinansok bevezetését, illetve a Cramer szabdly alkal-
mazasat érdemes csak a fogalmak és alapalgoritmusok kitisztazasa
utan elkezdeni. A jelenlegi tananyagban a szamolasi részletek és a
fogalmak bevezetése annyira 6sszemosddik, hogy sok didk szamara az
egész fejezet problematikaja nem valik vilagossa.



XI. FEJEZET
KALANDOZAS A VALOSZINUSEG
VILAGABAN

Ebben a fejezetben a valészinliség fogalmanak kivancsisagvezérelt
elemekkel valé bevezetésével foglalkozunk. Ezt 10.-es korosztaly
szamara 6 oraban ajanljuk. A valdszinliségszamitas tanitdsa soran
a kovetkezo készségek fejlesztését célozzuk meg: mindennapi szi-
tuaciok értelemzése, ahol a véletlennek vagy bizonytalansagnak sze-
repe van, a valdszinliségi allitasok értékelése, a megszokott logikatol
eltérd, valészinliségi gondolkodas kialakitasa, kombinatorikus gondol-
kodés és szamlalasi technikak.

1. Csaltal mar dolgozatiras kozben?

Kényelmetlen helyzetbe hoztam a tanulét ezzel a kérdéssel.
Becsiiletesen akar valaszolni, és inkabb nem akar semmit sem mon-
dani, kiilonosen, hogy a véalasznak kovetkezményei lehetnek. Nos, van
egy javaslatom: Itt van nalam egy dobodkocka. Miért ne hagyatkozna
a véletlenre a valaszadas kozben? Igazsag vagy sorsszertiség? Hadd
dontson a kocka a vélasza felol, valaszat a kovetkezo szabélyok alapjan
adja:

(i) Ha l-et vagy 2-t dob, vélaszoljon igennel, fiiggetleniil attdl,
hogy mi az igazsag.

(ii) Ha 3-at vagy 4-et dob, vélaszoljon nemmel, az igazsigtol
fliggetleniil.

(iii) Ha 5-6t vagy 6-ot dob, vélaszoljon az igazsdgnak megfelelGen.

A dobas eredményét csak a tanulé latja. Senki sem fogja tudni,
hogy valéban igazat mondott-e, vagy -kényszerliségbol- hazudott. Sok
tanulét megkérdezve, a valaszok alapjan megtudhatjuk-e, hogy a
megkérdezett tanulék hanyad része csalt mar dolgozatiras kozben?

A vélaszaddshoz ismerkedjiink meg a valdszintiség alapveto
szabalyaival.

207
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2. A valdsziniiség fogalmanak bevezetése

Egy szabalyos kockat feldobtunk 1000-szer és megfigyeltiik, hogy
paros szamot dobtunk-e. A kisérlet eredményét a kovetkezd tabla-
zatba foglaltuk:

Dobdsok ||y 05 | 900 | 300 | 400 | 500 | 600 | 700 | s00 | 900 | 1000
Szama
Péarosok
| a4 | 94 | 139 | 191 | 241 | 289 | 340 | 399 |450 | 507
Szama
Relativ 1 14 1047 | 0,463 | 0,478 | 0.482 | 0.482 | 0,486 | 0,499 | 0.5 | 0,507
gyakorisag

Ha elég nagy a dobésok szama, akkor a paros szam megjelenésének
relativ gyakorisdga egy éalland6 koriil mozog, ez az alland6 a paros
szam dobasdanak valészinlisége, amely jelen esetben %

Megjegyzés. Erdemes tobb, ehhez hasonlo jelenséget vizsgalni, akar
szamitégépen generalt véletlenszdmok’ segitségével is. A szimu-
laciékon alapulé megkozelités lehetové teszi a relativ gyakorisidg
kiszamitasat abban az esetben is, amikor a lehetoségek szama végtelen.
[gy megvizsgalhatéak bonyolultabb kérdések is, példdul miért vannak
a ,darts” tablan a korok ott, ahol vannak, vagy egy tetszoleges céllovo
tablan a felosztas valéban linearis értékelést hoz-e 1étre stb.

Ezzel egy valdszintiségi kisérletet hajtottunk végre, azonos
koriilmények kozott megismételtiik ugyanazt a kisérletet. Egy kisérlet
lehetséges kimenetelét eseménynek nevezziik.

Egy vizsgalt eseménynek a valdszinliségét a gyakorisagi tablazatok
alapjan értelmezhetjiik a kovetkezé modon:

11.1. Ertelmezés. Ha n kisérletbdl az A esemény k-szor kovetkezik
be, akkor a % hanyados az A esemény relativ gyakorisdga. Az a
P(A) szdm, amely koriil egy esemény relativ gyakorisdga ingadozik,
az esemény valoszintisége.

Ez az értelmezés arra jo, hogy valamilyen kozelitést kapjunk egy
esemény valoszintiségére, de arra, hogy pontos értéket szamoljunk,
TA szémitégépek nem valédi véletlenszdmokat generdlnak, mert valamilyen algo-

ritmus alapjan hozzdk létre a szdamokat, de erre a célra megfelelnek a generalt
szamok.
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nem alkalmas. Az igaz ugyan, hogy egyre tobb kisérlettel egyre jobb
kozelitést kapunk, de pontos értéket sosem. Honnan tudjuk ugyanis,
hogy az els6 tablazatban 0,5 koriil és nem 0,50001 koriil ingadoz-
nak a gyakorisdgok. Ezt csak nagyon nagy szamu kisérlet elvégzése
esetén tudnank eldonteni és akkor sem teljes bizonyossdggal. Emiatt
sziikséges a valosziniiség egy mas értelmezése is.

Hasonlo jatékot jatszhatunk egy gyufasdobozzal. A doboz egyes
lapjaira irjunk szamokat 1-t6l 6-ig tugy, hogy a két legkisebb lapra
keriiljon az 1 és a 2, a kozepes méretiire a 3 és a 4, a legnagyobb lapokra
pedig az 5 és a 6. Az asztal szélére helyezve alulrél 50-szer poccintjiik a
skatulyat ugy, hogy repiiljon, és jegyezziik fel, hogy melyik oldalan all
meg (ezek a lehetséges eseményeket). A kisérletet teli gyufasdobozzal
végezzik, az iires tul nagyot repiil.

11.1. ABRA. A gyufdsdoboz péccintése

Megjegyzés. Ezt érdemes kiscsoportos foglalkozas forméjaban
kivitelezni és ennek megfeleléen tobb tablazatot késziteni. Ha a
gyufdsdobozok nagyjabdl azonosak (pl. teljesen 1j, azonos tipusi
dobozok), akkor az Osszesitett eredményekbél is szémolhatunk relativ
gyakorisagot.

Egy lehetséges eredmény:

Legnagyobb lap | Ko6zépso lap | Legkisebb lap
44 5 1
Aszerint, hogy mit figyeliink, tobbfajta tdblazatot is készithetiink.
Elofordulhat, hogy az oldallapokat kiilon kiilon-kovetjik. Ebben az
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esetben a tédblazatunk a kovetkezd alaki (mi mindvégig 50 dobésra
készitjik a tablazatot, de ahhoz, hogy a relativ gyakorisag stabilitasat
észleljiik, sokkal tobbre van sziikség)

Fels6 lap szama || 1 2|3 |4 |5|6
Gyakorisag

Ha csak azt kovetjiik, hogy a kicsi, a kozepes vagy a nagy lapjara
esik, akkor a tablazatunk

Fels6 lap || Legnagyobb | Kozépso | Legkisebb
Gyakorisag

Természetesen elofordulhat, hogy mast vizsgalunk, példdaul azt,
hogy a 4-es oldala lesz feliil vagy sem. Ebben az esetben a tablazatunk:

Fels6 lap || 4-es lap | Mas lap
Gyakorisag

Lathatd, hogy a kisérlet ugyanaz (feldobjuk a dobozt), de ehhez
kiilonb6z6 eseményrendszereket rendelhetiink. Az elsé esetben az
események: 1-es lapra esik, 2-es lapra esik, és igy tovabb, a masodik
esetben az események: legkisebb lapra esik, kozépsO méretii lapra
esik, legnagyobb lapra esik és a harmadik esetben az események: 4-
es lapra esik, nem a 4-es lapra esik. Természetesen az is lathato,
hogy ha az elsé tablazatot készitettiik el, akkor ez alapjan a masik
ketto utolag is elkészithetd, mig ha csak a méasodik vagy harmadik
tablazatot készitettiik el, akkor a tobbi nem készitheto el utdlag. Ez
azt mutatja, hogy az elso tablazatban kovetett eseményekbol el6 lehet
allitani a tobbit. Példaul az, hogy a legnagyobb lapok valamelyike lesz
fent, két egyszeriibb eseményre bonthatd: az 5-0s és a 6-os lap megje-
lenésére. Ugyanakkor ezek az egyszeriibb események nem bonthatéak
fel semmilyen mas ezeknél is egyszeriibb eseményekre. Lathaté tehat,
hogy a legegyszertibb, felbonthatatlan események kiilonds fontossaggal
birnak, az ilyeneket elemi eseményeknek nevezziik, a tobbit Osszetett
eseménynek. fgy latszik, hogy arra van sziikséglink, hogy az Osszetett
eseményeket felbontsuk egyszertibbekre és a felbontas alapjan tudjuk
kiszamolni a valészinliségiiket a felbontasukban szereplo egyszeriibb
események valdsziniisége alapjan.
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11.2. Ertelmezés. Az elemi események olyan kimenetelek, ame-
lyek tovabb mér nem bonthaték. Az Osszetett események elemi
eseményekre bonthatok.

A gyufasdobozos feladat esetén a 2. tablazatba foglalt események
az elemi események és az Osszes tObbi Osszetett esemény. Hasonld
modon egy szabdalyos dobdkocka esetén az elemi események: A;,—az
i-vel jelolt lap van feliil, ahol 1 < ¢ < 6. Az elkészitett tablazatok
esetén a vizsgalt eseményrendszereknek van egy kozos sajatossdga:
minden lehetséges kimenetelt szamoltunk és pontosan egy eseményhez
szamoltuk. Az ilyen eseményrendszereket teljes eseményrendszereknek
nevezzik.

11.3. Ertelmezés. Ha a kisérlet minden lehetséges kimenetele esetén
az események kozil pontosan egy valosul meg, azt mondjuk, hogy ezek
az események teljes eseményrendszert alkotnak.

Ha a teljes eseményrendszer minden eseménye azonos
valészintiséggel kovetkezik be, akkor a rendszert klasszikus
valészintliségi mezonek nevezziik. A gyufdsdoboz esetén
mindharom  elkészitett  tablazatunkhoz  tartozik egy  tel-
jes eseményrendszer, de az egyik esetben sem klasszikus.
Ugyanakkor a dobdkocka esetén az {{1},{2},{3},{4},{5},{6}},
{{1,2},{3,4},{5,6}} és {{4},{1,2,3,5,6}} halmazok egy-egy teljes
eseményrendszert tartalmaznak és ezek kozil klasszikusnak tekintheto
az elso ketto. Ez gyakorlatilag azt az implicit feltételezést tartalmazza,
hogy a kocka tokéletes, minden lap azonos valdszintiséggel jelenik meg.
Ha egy teljes eseményrendszer klasszikus és n eseménybol &ll, akkor

. 1
az elemi események valoszinlisége —, igy ha egy A esemény pontosan
n

k darab elemi esemény egyesitésére bonthatd, akkor a valdszintisége

—. Ez gyakorlatilag a klasszikus valdszintiség Laplace-féle modellje,

amit Laplace a kovetkezdképpen fogalmazott meg: ,Ha egy esemény
valészintiségét akarjuk meghatarozni, akkor meg kell keresniink az
Osszes olyan esetet, amelyek azt az eseményt eredményezik. Ezek a
kedvezo esetek. A valdsziniiséget a kedvezd esetek és az Osszes eset
szamanak hanyadosa adja meg.” Vagyis mai megfogalmazasban:
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11.4. Ertelmezés. Egy klasszikus valdszintiségi mezoben minden A

eseményre
kedvezo esetek szama

P(A) =

Osszes eset szama

Ha a kisérlet az, hogy az 6tos lotté sorsolasan (ahol az 1,2,...,90
szamok koziil hiznak 6t6t) kihizzak az elsé nyerd szamot, akkor az

e A : Egy és harminc kozotti szdmot hiznak (1 < .S < 30, ahol S
a kihtzott szam)

e B : Harminc és hatvan kozotti szamot huznak (30 < S <60 )

e (' : Hatvan és kilencven kozotti szamot hiznak (60 < S <90 )
események nem alkotnak teljes eseményteret, hisz a 30 és a 60 kihtizasa
esetén két esemény is bekovetkezik. Ha az F; esemény minden 1 <
1 < 90 esetén azt jelenti, hogy az ¢ szamu golyot hiuzzak, akkor az

E, Es, ..., Ey egy klasszikus valdszintiségi mezot alkot és ebben
31 30
P(B)=P =—, PA)=_—.

Vizsgaljuk meg, mi annak a valészintiisége, hogy két érmét feldobva,
mindkettovel fejet dobunk? frjuk fel az Osszes lehetséges kimenetelt,
majd két érmét 20-szor feldobva jegyezziik fel az eredményeket. Jelolje
példaul a lehetséges kimenetelt: FF, FI, I1. A kisérlet elvégzése elott
tippeljink. A hdrom esemény teljes eseményteret alkot, de nem
klasszikus valdszintiségi mez0, hisz nem azonos valoszintiséggel fordul-
nak el6 az egyes kimenetelek (ez mér 20 dobdasnal is szokott érzédni).
Emiatt jo olyan elemi eseményeket értelmezni, amelyek klasszikus
valdszintiségi mezot alkotnak.  Tegyiik fel, hogy két kiilonb6zo
érmét haszndlunk (egy 50 banis és egy 10 banis). fgy a lehetséges
kimenetelek:

10-es | 50-es
F F |FF
F I FI
I F IF
I I II

Ebben az esetben azonos valdszintiségli a négy esemény és teljes
eseményteret alkotnak, tehat alkalmazhato a Laplace-képlet. Igy an-
nak a valdsziniisége, hogy két fejet dobunk %1, annak az A eseménynek
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a valdszintisége, hogy két iras vagy két fej jelenik meg az elobbi
kisérletben

Ugyanakkor annak a B eseménynek a valdszinilisége, hogy két
kiilonboz6 oldal jelenik meg az elébbi kisérletben
2 1
P(B) = i1°73
Lathatjuk, hogy ezt a kisérletet vizsgalva két eset kovetkezhet be:
megjelenhet két fej vagy két iras, ez az A esemény, vagy két kiilonb6zo
oldal (egy fej és egy iras) jelenik meg, ez a B esemény. Ugyanakkor az
A és B nem kovetkezhet be egyszerre, tehat egymaést kizarjak. Ilyenkor
azt mondjuk, a két esemény egymas komplementere. Az A esemény
komplementer eseményét A-sal jeloljiik. Belathatjuk, hogy két komp-
lementer esemény valdszintiségének osszege mindig 1.
Mi annak a valdszintisége, hogy fej vagy iras jelenik meg az elobbi
kisérletben? Jelolje ezt az eseményt C. Ez a biztos esemény, hisz
csak fej vagy irds lehet a pénzfeldobas kimenetele, igy

Ennél nagyobb valészinliség nem lehet, hiszen az események
bekovetkezésének relativ gyakorisaga nem lehet 1-nél nagyobb. A biz-
tos esemény valdszintisége 1.

Mi annak a valdsziniisége, hogy harom fej jelenik meg a két
dobéasbdl?  Ez egy lehetetlen esemény, hisz a kisérlet egyetlen
kimenetele sem kedvezd szdméra. A lehetetlen eseményt (-tel jeloljiik.
Ennek valészintisége 0. Altaldban egy kisérletnél egy biztos esemény
komplementere mindig egy lehetetlen esemény lesz.

Lattuk, hogy az események gyakorlatilag az eseménytér
részhalmazai, tehat a eseményekkel ugyanazokat a miiveleteket
végezhetjik, mint halmazokkal.

11.5. Ertelmezés. Tetsz6leges A és B esemény egyesitése (Gsszege)
az az esemény, amely pontosan akkor kovetkezik be, amikor legalabb
az egyik bekovetkezik.
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11.6. Ertelmezés. TetszOleges A és B esemény metszete (szorzata)
az az esemény, amely pontosan akkor kovetkezik be, amikor A is és B
is bekovetkezik.

11.7. Ertelmezés. Az A és B események kizarjak egymdst, ha
egyszerre nem kovetkezhetnek be, azaz AN B = ().

Legyen A az az esemény, hogy a dobdkockaval legfeljebb 3-ast
dobunk, B pedig az, hogy a dobdkockaval legaldbb 5-0st dobunk. Az a
C esemény, amely pontosan akkor kovetkezik be, amikor bekovetkezik
az A vagy bekovetkezik a B, az A és B egyesitése, amit A U B-vel
jeloliink.

(39) AUB = {1,2,3}U{5,6} ={1,2,3,5,6}.

Ez alapjan P(A) = 2, P(B) = % és P(AU B) = 2. Lithato, hogy
amennyiben A és B nem kévetkezhet be egyszerre, akkor P(AU B) =
P(A) + P(B).

Legyen D az az esemény, hogy a dobdkockaval péaros szamot
dobunk és E pedig az, hogy a dobdkockaval 3-mal oszthato szamot
dobunk. Ebben az esetben P(D) = 3 = 3, P(E) = 2 = 1.
Ugyanakkor a D U E eseménynek kedvez6 dobasok a 2, 3,4, 6, vagyis
P(DUE) = = 2. A DU E-nek kedvezd esetek megszdmléldsa soran
lattuk, hogy amely mindkét eseménynek kedvez, azt csak egyszer kell
szdmolni. Igy 4ltaldban

P(DUE) = P(D) + P(E) — P(DN E).

Ez a halmazok szdmossdgéara vonatkozé |D U E| = |D|+ |E|—|DN E|
szitaformula megfeleloje. A logikai szita alapjan kaphatunk képletet
véges sok esemény egyesitésének valdszintiségére is.

Megoldott feladat

Egy talban harom kiilonb6z6 gytimolcs van: alma, korte, szilva.
Jelentse A azt az eseményt, hogy az alma kukacos, B azt, hogy a
korte kukacos, C' azt, hogy a szilva kukacos. frjuk fel az A, B, C
eseményekkel és a miiveletekkel a kovetkezé eseményeket:

a) mind a hdrom gyiimoéles kukacos,

b) egyik gyiiméles sem kukacos,

c) legalabb az egyik gyiimoéles kukacos,
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d) pontosan egy gytiméles kukacos,
e) van olyan gyiimoles, amelyik nem kukacos.

A FELADAT JAVASOLT MEGOLDASA. a) Mind a hdrom gytimélcs
akkor lehet egyszerre kukacos, ha mind a hdrom esemény egyszerre
kovetkezik be: ANBNC.

b) Egyik gytiméles sem kukacos akkor, ha mind a hdrom esemény
komplementere egyszerre bekovetkezik: AN BN C.

c) Legalabb egy gytimolcs kukacos tigy lehetséges, ha vagy az alma
kukacos, vagy a korte kukacos, vagy a szilva kukacos: AU BU C.

d) Pontosan egy gylimolcs akkor kukacos, ha az alma kukacos és
a masik ketté nem, vagy a korte kukacos és a masik ketté nem, vagy
a szilva kukacos és a masik ketté nem: (ANBNC)U(ANBNC)U
(AnBNCO).

e) Van olyan gyiiméles, amelyik nem kukacos ugy lehetséges, ha
vagy az alma, vagy a korte, vagy a szilva nem kukacos: AUBUC. O

3. A feltételes valdsziniliség fogalma

Prébaljunk a bevezetében szerepld probléméahoz hasonlé modellt
szerkeszteni. Tegytik fel, hogy van két dobozunk. Az elsé doboz 3
piros és 2 fekete, a masodik doboz 1 piros és 4 fekete golyot tar-
talmaz. A kisérlet abbdl &ll, hogy feldobunk egy kockat és a dobas
eredményének fliggvényében huzunk egy golyét a dobozbdl. Ha a
dobas eredménye oszthatdo 3-mal, akkor az els6 dobozbdl hizunk,
kiilonben a masikbol. Mennyi a valészinlisége annak, hogy piros golydt
hizunk? Jeloljikk FEj-gyel azt az eseményt, amely pontosan akkor
kovetkezik be, amikor a dobds eredménye 3-mal oszthato, és Es-vel
a komplementer eseményt (a kockadobdsra vonatkozdéan). Vildgos,
hogy P(E)) = 3 ¢és P(E») = %. Ha a dobds megtortént, akkor az
eredmény fliggvényében mas és mas eseményeket kell vizsgalni. A
mellékelt grafokban ezeket a lehet6ségeket abrazoltuk. Az elso graftban
a valasztasok és azok valdsziniisége jelenik meg. Ez alapjan nem alkal-
mazhatjuk a klasszikus valészinliség értelmezését, mert a grafban az
utvonalak nem azonos valdszintiségiiek. Emiatt atalakitjuk a grafot
ugy, hogy azonos valdszintiségii elemi események jelenjenek meg. fgy
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1/5

11.2. ABRA. Ekvivalens abrazolasok

a masodik grafot kaptuk. Ez alapjan a piros golyé kihizasanak a
valészintisége P(A) = 2 = 3, mert 15 lehetséges eset és 5 kedvezd
eset van. Lathato, hogy ezt a kovetkezdképpen szamoljuk:

3., 1 13 21

"1 35735

Vagyis az eredeti grafban minden piros pontnak megfelel6 ttvonal
mentén Osszeszorozzuk a valdszintiségeket és ezeket Osszeadjuk.

P(A)

Mindezt fogalmazzuk meg altalanosan is. Ha a piros golyé
kihuzasa az A esemény, akkor a dobozok Osszetétele alapjan nem
maganak az A-nak a valoszinliségét ismerjiik, hanem csak azt tudjuk,
hogy mennyi a valdszintisége annak, hogy piros golyét huzunk, ha az
E, bekovetkezett (ez a 3/5) vagy ha az E, kovetkezett be (ez 1/5).
Ezeket a valdszinliségeket feltételes valdszintiiségnek nevezziik.
Ezek azt mutatjak, hogy mennyi az A valészintisége, ha tudjuk, hogy
az F, illetve az Fy bekovetkezett. Az A eseménynek az X eseményre
vonatkozo feltételes valoszintiségét P(A|X)-szel jeloljik.

Ezzel a jeloléssel a feladatban P(A|E,) = 2 és P(A|E,) = 1. A
mésodik graf alapjan lathatd, hogy a P(A|E;) gyakorlatilag az A-nak
is és az Fi-nek is kedvezo esetek szama és az Ei-nek kedvezd esetek
szama hanyadosaként all el6 (mert ha E; bekovetkezett, akkor csak a
neki kedvezd eseteket kell tovabb vizsgéljuk). Ez felirhat6 az A N E}
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és az Fy valoszintiségének hanyadosaként:

3 2 PANE)
PAE)=-=8="~_"2

5 = P(EL)

A tovabbiakban ezt értelmezésnek tekintjiik.

11.8. Ertelmezés. Ha A és X két esemény, akkor
P(ANE)
P(Ey)
A bevezetett jelolések alapjan lathatjuk, hogy a megoldott fela-

P(A|X) =

datban az A esemény valdszintiségét a
P(A) = P(A|E1)P(Ey) + P(A|Ey) P(E3)

Osszefliggés alapjan szamoltuk ki. Hasonldé Gsszefiiggést irhatunk fel
akkor is, ha az eredeti grafban az els6 elagazasnal tobb lehetoségiink
van. Fontos, hogy az itt megjelené Fi, Es, ..., F, események teljes
eseményrendszert alkossanak (azért, hogy a fa dgai kozt ne legyenek
atfodések). Igy tehdt érvényes a kovetkezd tétel (a teljes valdszintiség
tétele):

11.9. Tétel. Ha Ey, Es, ..., E, eqy teljes eseményrendszer és A egy
tetszoleges esemény, akkor

P(A) = P(A|E,)P(Ey) + P(A|E3)P(FE3) + ...+ P(A|E,)P(E,).
Megoldott feladat

A mellékelt abran egy tutvesztot latunk

feliilnézetben. Petike beszaladt, és mindig

ugy valaszt iranyt, hogy tavolodjon a

bejarattél. Novére és sziilei a harom kija-

Bejarat

"
)
4

A

ratnal varjak.

a) Hanyféleképpen (hény kiilonbo6z6 titvo-
nalon) juthat ki Petike az utveszt6bol?

b) Mennyi a valdszintisége, hogy Peti az A

jelt kijaratnal varakozé édesanyja kezei kozé
szalad?

JAVASOLT MEGOLDAS. a) Az ttvesztd eldgazdsi pontjaihoz
odairtuk, hogy hanyféleképpen lehet eljutni az egyes eldgazasokhoz.
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A grafrdl leolvashatd, hogy az A pontba 6, B-be és C-be 3-3 tton
juthat, igy az utvesztobol Osszesen 12-féleképpen lehet kiszabadulni.

b) Az egyes utak valésziniisége nem egyenlé. A grafon szinessel
azokat a valdszinliségeket tiintetjiikk fel, melyekkel az egyes utakat
valasztja. A piros vonal azokat az éleket mutatja, melyeket % valé-
szintiséggel valaszt, a zold élek azokat, melyeket % valészintiséggel, a
fekete élek pedig azok, melyeket 1 valdszintiséggel valaszt az egyes
csomoépontokban.

Az A pontba hat uton juthat el. Ezek valdszintisége rendre:

e balra-balra-balra-jobbra: % . % : % 1= 1—18;
e balra-balra-le: % . % . % = %;

e balra-balra-jobbra-balra:
1

e balra-le-balra: 5 % -1 =

e balra-jobbra-balra-balra: = - % . % -1 %;
e jobbra-balra-balra-balra: = - % . % -1 %.

A fenti utakat egyszerre nem jarhatjuk be, tehat a rajtuk vald
athaladas valészintisége osszeadddik. Az A kijaratba érkezés valdszi-

niisége:
1 1 1 1 13
PA)=3-—+4+-+—+-=—=0,54.
(4) 18+6+12+8 24 0,5
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4. Véletlen altal kikényszeritett valaszok elemzése

Térjink vissza a bevezetoben feltett kérdéshez. Tegyiik fel, hogy
300 tanulot kérdeztiink meg a javasolt modszerrel, és koziilitk 109-en
valaszoltak igennel a dolgozatiras kozben elkovetett csaldssal kapcso-
latos kérdésre. Hany olyan didk van koztiik, aki mar legalabb egyszer
csalt dolgozatiras kozben?

Abrézoljuk egy grafban a feladatban leirt szabalyokat, és jeloljiik
p-vel azoknak az ardnyat (az egész populdciéban), akik mér legalabb
egyszer csaltak (ez a valdszintiség egy lehetséges kozelitése).

300

Jelolje A azt az eseményt, amikor a kérdezett igennel valaszol. A
keresett p valoszintiség a masodik 1épcsében jelenik meg, az igen valasz
feltételes valdszintiségeként az 5-6s vagy 6-os dobést eredményezo

helyzetekben. A kapott igen valaszok relativ gyakorisaga, vagyis a
109
300°
egyenesen a graf) alapjin

egy becslés az A valosziniiségére. A teljes valészintiség tétele (vagy

ahonnan
p=3-P(A)—1.
Ez alapjan p becsiilt értéke 0, 09.

Megjegyzés. A kovetkezd gondolatmenet ugyanezt a logikat
hasznalja, csak nem a valdszintiségekkel operal, hanem egyenesen a
gyakorisagokkal: 300 diak koziil koriilbeliil 100 fog igennel valaszolni,
mivel a kocka ezt irja el6 neki, és koriilbeliil 100 masik fog nemmel
valaszolni ugyanebbdl az okbdl. Ezek a valaszok teljesen érdektelenek
a felmérés szamara. Az a koriilbeliil 9 szavazé lesz csak érdekes, akik



220 JAVASOLT FELADATOK

nem tartoznak egyik dobodkocka altal vélaszaikban megkotott cso-
porthoz sem. Ha ez a 9 ember a szabalyoknak megfelelén jatszott,
és nem hazudtak onmagukkal kapcsolatban, ez azt jelenti, hogy a
valéban igaz valaszt add csoportban 100-bol 9-en csaltak mar dol-
gozatiras kozben. A csaldsok p ardnya koriilbeliil 9%-ra becsiilhetd.

Lathatd, hogy ha kivélasztunk egy didakot az igennel valaszolok

koziil, akkor annak a valészinlisége, hogy & valéban csalt méar le-

galdbb egyszer, az 18;9. Ez latszik a grafon is, de kiszamolhaté a

kovetkezoképpen is:

9 .1
300

Ez biztositja azt, hogy az igennel vélaszolok koziil ne lehessen

kivalasztani azokat, akik valoban csaltak, vagyis maga a kérdezési

modszer biztositja az anonimitast. Altalaban két hibaforrds lehet: Az

egyik a minta megvalasztasaval kapcsolatos, ezt a hibaforrdst nem
valtoztatja meg a valasztott kérdezési médszer. A masik hibaforras
a hamis (nem Oszinte) valaszok. A kozvetlen interjukban szdmol-
nunk kell magasabb szamu hamis valasszal. fgy a névtelenség hianya
miatt egy kozvetlen interjiban a csalék p aranya alabecsiilt lehet.
Természetesen ez a felmérés nem tudja kikiiszobolni hamis valaszok
adéasat, de az anonimitasnak koszonhetoen varhato, hogy az eredmény
kevéshé lesz befolyasolt vagy torz, mint egy kozvetlen interjiban.

5. Javasolt feladatok

1. Két kockaval dobunk egy alkalommal. Add meg a lehetséges
kimenetelekhez a komplementer eseményt!

a) Mindkét kockédval egyest dobunk.

b) Legaldbb az egyik kockéval egyest dobunk.

c¢) A dobott szamok 6sszege 10.

d) A dobott szamok 6sszege legaldbb 10.

f) A dobott szdmok Osszege legfeljebb 11.

2. Zaras elott egy cukraszddban mér csak haromféle rétes maradt:
meggyes, turds, almas. Bemegy egy vevo, aki négy szelet rétest sze-
retne vasarolni. Az eladéra bizza, hogy milyen rétest ad neki.
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a) Milyen kimenetelek lehetségesek?

b) Mely események lehetségesek az aldbbiak koziil, melyik biztos
és melyik lehetetlen?

A : Mindegyik fajtabol kapott.

B : Valamelyik fajtabdl legaldabb két szeletet kapott.

C' : Mindegyik rétes, amit kapott, kiilonbozoféle.

D : Két szelet meggyes rétest kapott.

3. Dobjunk fel egy szabdlyos (hatlapi) dobdkockat. Vizsgaljuk
annak az eseménynek a valdszintiségét, hogy

a) A: 5-tel oszthaté szamot dobunk;

b) B: péaros szamot dobunk;

c) C: l-et vagy 3-at dobunk.

Vizsgéljuk meg, hogy ez a harom esemény teljes eseményteret alkot-e!

4. Egy dobdkockaval dobunk. A kisérlet lehetséges kimeneteleit
harom eseményre bontottuk fel, amely koziil ketto a kovetkezo:

Al: Négyest vagy hatost dobunk.

A2: Primszamot dobunk.

a) Add meg a harmadik eseményt tgy, hogy a hirom esemény
egylitt teljes eseményteret alkosson!

b) Melyik eseménynek mekkora a valésziniisége?

5. Dobjunk fel egy sarga, egy piros és egy zold dobdkockat egymas-
tol fliggetleniil. Mennyi a valdszintisége annak, hogy a dobott szamok
mindegyike primszam lesz?

6. Minek van nagyobb esélye? Annak, hogy egy szabdlyos kockat
haromszor feldobva a dobasok 6sszege 11, vagy annak, hogy az Gsszeg
12. De Méré lovag igy érvelt:

11-et kapunk, ha a dob&saink:

6,4,1; 6,3,2; 5,5,1; 5,4,2; 5,3,3; 4,4,3;
12-6t, ha a harom dobasunk
6,5,1; 6,4,2; 6,3,3; 5,5,2; 5,4,3; 4,4,4.

Tehat mindkét lehetoség ugyanolyan eséllyel kovetkezik be. Mi a hiba
de Méré lovag érvelésében?
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7. Ha egy kockédval négyszer dobunk, akkor elényos arra fogadni,
hogy a négy dobasbdl lesz legalabb egy hatos. Ha két kockaval huszon-
négyszer dobunk akkor hatranyos arra fogadni, hogy lesz legalabb egy
dupla hatos, holott % = %. Magyarazzuk meg a jelenséget! (A fogadés
elonyos, illetve hatranyos aszerint, hogy a nyerés esélye meghaladja-e
az 3-ct.)

8. Egy osztalybdl véletlenszertien kivalasztunk egy tanulot. A
jelentse azt az eseményt, hogy a kivalasztott tanulé fia, B azt, hogy
a kivélasztott tanulé franciat tanul, C' azt, hogy a kivalasztott tanuld
matematika versenyt nyert. Tudjuk, hogy az osztélylétszam 30, ebbol
20 fia. 10 tanul6 tanul franciat, koztik 3 fia van: Péter, Balazs és
Miklés. Matematika versenyt egyediil Pali nyert az osztalybdl.

a) Ird le a kovetkezd eseményeket: AN (BUC);, ANBNC.

b) Add meg ezeknek az eseményeknek a valdszintiségét!

9. Migrénes (er6s fejfdjdsos) betegek szamdara készitett fajda-
lomcsillapité gyogyszer kiprébalasakor 200 beteg kozil 100 beteg-
nek hatéanyag nélkiili tablettdt (placebd) adtak, masik szdznak vi-
szont az 1j, hatéanyaggal rendelkez6 tablettat gy, hogy a betegek
ne tudjak, melyik fajta tablettabdl kaptak. A betegek beszamoltak
a tabletta hatasarol. Ennek alapjan a kovetkezd téblazat késziilt:
enyhiilt a fajdalom | nem enyhiilt a fajdalom

gyogyszert kapott 79 21
placebdt kapott 38 62
a) Az elvégzett kisérletek alapjan mi a valészintisége annak, hogy

az 1j gyoégyszer hat?

b) Az orvos megvizsgalt egy olyan beteget, akinek nem hatott a
bevett tabletta. Mi a valészinlisége annak, hogy ez a beteg placebdt
kapott?

10. Egy fiut akkor engednek el focizni, ha harom egymas utani
sakkparti koziil legalabb kett6 egymas utanit megnyer. Partnerei Apa
és Papa, mégpedig vagy Apa-Papa-Apa vagy Papa-Apa-Papa sorrend-
ben. Apa jobban jatszik, mint Papa. Melyik sorrend kedvezébb a fiu
szamara?’



XII. FEJEZET
A HAPPY CUBE PUZZLE ELEMZESE

1. Mi is a Happy Cube?

A Happy Cube egy Belgiumbdl szarmazé puzzle csaldd, melyet
1986-ban alkotott meg Dirk Laureyssens. Ez egy habszivacsbdl késziilt
2 illetve 3 dimenzids kirako. A teljes Happy Cube csaldd négy készletet
tartalmaz és mindegyik készlethez hat kiilonb6z6 modell tartozik. A
modellek egyenként hat-hat puzzle elembdl allnak 0ssze, amelyek ere-
detileg egy téglalap alaki keretbe vannak dgyazva (14sd a 12.1.4brét).
és kirakhaté beldliik egy kocka is (14sd a 12.2.4brét).

"

12.1. ABRA. Egy Happy Cube modell

12.2. ABRA. Egy Happy Cube kocka 6sszerakésa

223
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A Happy Cube kocka kereskedelmi forgalomban is kaphato, a gyar-
t6 cég hivatalos honlapjan® keresztiil is rendelhetd, de viligszerte renge-
teg viszontelad¢ is forgalmazza.

A teljes csaldd névszerint, nehézségi sorrendben a kovetkezo:

e Little Genius (%) :

Nature Fruits Animals FEmotions Transports  Symbols
(%) (%x) (% % *) (5 *k) (kkkxx) (kK Kk ok xx)

e Happy Cube (k%) :

Milano New York Tokyo Amsterdam Paris Brussels
(*) (%) (% * *) (% * *x) (kxxkx) (%K k% Hk)

e Profi Cube (k%) :

Confusius Da Vinci Marco Polo Rubens Watt Newton
(%) (5) (% % *) (kkHk)  (kkxkk) (% kK Kk*k)

e Marble Cube (kk k%) :

MartinL. Omar Marie Buckminster Mahatma Albert
King Khayyam Curie Fuller Gandhi FEinstein
(%) (%) (% * *) (% * *%) (kxxkx)  (kx***%)

How flexible is your brain?

12.3. ABRA. A teljes Happy Cube csalad

Sy . happycube.com


www.happycube.com
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A négy készlet kiillonboz6 nehézségi szintli és az ezeken beliili hat
modell szintén nehézségi sorrend szerint van osztdlyozva. A nehézségi
szinteket a csillagok novekvo szama jelzi. Ugyanakkor a gyartd cég a
kiilonbo6zo készleteket kiilonbozo életkortol kezdédoen ajénlja. fgy a
Little Genius készletet 3—7 éves gyerekeknek, a Happy Cube készletet
5 éves kortol, a Profi Cube készletet 7 éves kortél és a Marble Cube
készletet 9 éves kortdl ajanlja.

A jatékosok harom kiilonbozo tipusu feladatot teljesithetnek:

e a hat puzzle-elem visszahelyezése a téglalap alaku keretbe, ezt
nevezziik 2 dimenzids misszionak;

12.4. ABRA. 2 dimenzids misszi

e a hat puzzle-elembdl egy kocka kirakasa, ez a 3 dimenzids
misszio;

12.5. ABRA. 3 dimenzids misszid
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e t0obb, esetleg azonos kocka elemeinek kombinaldsédval bonyo-
lultabb test kirakésa, ezt nevezziik oo dimenziés missziénak®.

12.6. ABRA. oo dimenzids misszio

2. Rokon jatékok

A Happy Cube vilagszerte ismertté valt, sok orszagban teljes egé-
szében atvették, vagy hasonld puzzleket terveztek. fgy példaul a Hol-
landok ugyanezt a jatékot Wirrel Warrel-nek nevezték, a Spanyoloknal
pedig Cococrasch néven valt ismertté.

12.7. ABRA. A holland Wirrel Warrel és a spanyol Cococrash

Lathaté, hogy ezek hasonléak a belga Happy Cube kockakhoz, csak
a neviiket valtoztattak meg, azonkiviil a kockdk jellege nem valtozott.

9Ez, a gyarté cég altal hasznalt, megnevezés matematikai szempontbdl nem igazan
pontos, hisz a kirakott testek mind harom dimenzidsak.
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Ugyanakkor az Amerikai Egyesiilt Allamokban egy hasonld jatékot
Snafooznak hivnak. A kiilonbség csupan az, hogy a teljes Snafooz
csalad hat kockat tartalmaz és ezen kockdk lapjai 6 x 6-osak, el-
lentétben a Happy Cube kockdival, melyben a lapok 5 x 5-6sek.

12.8. ABRA. Az amerikai Snafooz

A Japanoknal Rubber néven forgalmaznak egy hasonlé jatékot, am
ott a kocka lapjai 4 x 4-es elemekbdl allnak.

12.9. ABRA. A japan Rubber

3. Foglalkozasok és sejtések

A Happy Cube kockakat el6szor 2004-ben hasznaltuk oktatdsi cé-
lokra. 10 — 11 éves gyerekekkel jatszottunk a kockakkal és a kirakas
utdn a gyerekek a kovetkezo feladatokat kaptédk:

e Probéljak megfogalmazni a kirakasnal hasznalt stratégiaju-
kat, vagy egyszertien csak irjak le a kirakas kozben tamadt
oOtleteiket.

e Taldljanak valamilyen abrazolast a lépéseik leirasara.
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Késébb szerveztiink hasonlé tevékenységeket kozépiskolds didkok-
nak és egyetemi hallgatéknak is. Mindvégig a Profi Cube és a Mar-
ble Cube készletet hasznaltuk. Meglepetésiinkre, a legfiatalabb dia-
kok is ugyanazokat a stratégidkat irtak koriil, mint a sokkal idésebb
(egyben tapasztaltabb és képzettebb) kollégaik. A didkok nagy része
egyértelmiien a backtrackinget és a greedy algoritmust irta koriil és a
1épések abrazolasara valamilyen grafot szerkesztett.

A foglalkozasok soran azonban felmertilt egy sejtés. Ugy tiint,
hogy a gyartd dltal megadott nehézségi sorrend nem helyes. A legtébb
didknak tobb fejtorést okozott a konnyebb (Profi) készlet 3-4 kockéja,
mint a nehezebb (Marble) készlet legtobb kockdja. Emiatt kezdtiik
vizsgalni a kockéak klasszifikaciéjanak kérdését.

Annak érdekében tehdat, hogy meghatirozzuk a helyes sorrendet
és sejtésiinket bebizonyitsuk, elméleti elemzéseket hajtottunk végre a
kockakon, valamint didkok segitségével gyakorlati méréseket is végez-
tiink. Az elméleti elemzés soran minden kockahoz valamilyen grafot
rendeltiink (a puzzle-darabok segitségével) és a grafok tulajdonsigai
alapjan bonyolultsdgi mutatékat értelmeztiink. A grafok szerkezetét
gyakorlatilag a megoldas soran a sokak altal hasznalt moho algorit-
mus tikrozi. Az elméleti elemzések egy részét szamitogépes prog-
ramok segitségével végeztiik. A gyakorlati mérések abbdl alltak, hogy
kozel 120 egyetemi hallgatdval kirakattuk mind a 12 kockat és mértiik
minden kocka kirakasi idejét, majd a kapott mérési eredményeket
statisztikailag elemeztitk. A legvégén az elméleti megfontolasokra
alapozott rangsorok és a gyakorlati megfigyelések alapjan szerkesztett
rangsorok kozotti Osszefliggéseket vizsgaltuk és néhany kovetkeztetést
fogalmaztunk meg.

Foglalkozasaink egy része a DQME II'° (Developing Quality in
Mathematics Education II) nevii Comenius program keretén beliil
zajlott, mig a tényleges elemzést a PRIMAS " (Promoting Inquiry
in Mathematics and Science Education Across Europe) nevii FP7-es
program szamara hajtottuk végre. Az elemzés eredményei a Nieuw
Archief voor Wiskunde folyéiratban jelentek meg.

Onttp: //www.dqme2. eu/
Hhttp:/ /www.primas-project.eu


http://www.dqme2.eu/
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4. Happy Cube kiraké programok

A gyartd cég készitett egy Happy Solver nevii programot, amely
megtalalhato és ingyen letolthetd a jaték hivatalos honlapjarol. A
program segitségével a Happy Cube csalad barmely kockajanak megol-
dasat megtekinthetjik, sot az érdeklodd megalkothat a program segitsé-
gével egy bonyolultabb alakzatot, kivalaszthatja, hogy az melyik kész-
let elemeibdl alljon Ossze, és ezt majd a program megprobalja Ossze-
rakni. Természetesen ez csak akkor sikeriilhet, ha a kivalasztott puzzle-
elemekbol kirakhato ez az alakzat.

12.10. ABRA. A Happy Solver segitségével készitett alakzatok

A programnak két igen nagy hatranya van: az egyik, hogy nem in-
teraktiv (nem lehet rakosgatni a kockdkat a program segitségével, nem
lehet 1j kockékat definidlni stb.) és az ekvivalens megolddsokat nem
ismeri fel. Igy ugyanarra a kockdra tobb megoldast is tall, holott ezek
a megoldasok egymadssal ekvivalensek (pl. forgatdssal egymasbavihe-
t6k vagy az egyiket megkaphatjuk a masikbdl a kocka kiforditasaval).
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2005-ben egy egyetemi projekt keretén beliil Sipos Istvan és Mdté
Istvdn készitettek sajat interaktiv kockaraké programot'?. Ez a pro-
gram az érdeklédok szamara igen sok lehetoséget kindl fel. A leg-
fontosabbak, hogy a kockakat sajat maguk rakhatjak ki a jatékosok,
kivélaszthatjdk, hogy milyen méretii kockakat szeretnének rakni (3 x
3 X 3-as, 4 X 4 x 4-es, 5 X 5 x 5-0s vagy 6 X 6 x 6-0s) és a program tud
1j kockakat generalni. Az elemeket és az épiilé kockat is lehet minden
iranyba forgatni, annak érdekében, hogy az jol lathato legyen. Mind-
ezek altal fejleszthet6 a jatékos térlatasa is. A jatékos kivalaszthatja
a Profi vagy a Marble készlet kockainak valamelyikét a jatékhoz, vagy
a program generalhat ezektdl teljesen kiilonboz6 tipusokat. A pro-
gram azt is méri, hogy mennyi id6 sziikséges a jatékosnak az adott
kocka kirakasahoz. Ezeket az idoket le is mentheti a jatékos, felallitva
ezaltal egy ranglistat a legjobb eredményekkel. Ugyanakkor a program
lehet6vé teszi, hogy az adott kocka megoldasat is megtekinthessiik.
Ezt a megoldést 1épésenként mutatja meg a program. A 12.11. adbran
a programfeliiletet lathatjuk jaték kozben.

BT =l0lx
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12.11. ABRA. A program jaték kozben

12E7 megtalalhaté a CD mellékleten
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Lathatd, hogy a jobb fels6 sarokban az eltelt id6t mutatja. Kozé-
pen van a kigenerdlt kocka hat lapja, balra mellette rakhatd Ossze
maga a kocka, e felett valaszthato ki, hogy melyik oldalra szeretnénk
beilleszteni a kovetkezd lapot. Kozépen fent ki lehet még valasztani
azt is, hogy milyen szinii legyen a kocka: piros, kék vagy zold. Ezalatt
van a ,Generdl” és a ,Betesz” gomb, a neveik azt is elaruljak, hogy
mire is hasznédlhatéak. Ha a jatékos feladta és nem tudja kirakni a
kockat, a jobb alsé sarokban a ,Megoldas” gomb megnyomasaval a
program megmutatja a kocka Osszerakasanak 1épéseit.

Ez a program tanulds szempontjabol is, ugyanakkor szérakozas
szempontjabdl is hasznalhato.

2006-ban szintén egy egyetemi projekt keretében Sipos Tamés irt
egy 4D-s kocka kirakasara hasznalhaté programot is. Ez azonban jaték
céljara nehezen hasznalhato mivel a legtobb didknak a négydimenzios
térlatasa nem miikodoképes.

5. A kockak elméleti elemzése

A kovetkezékben megvizsgaljuk, hogy a kockdk darabjait hogyan
reprezentalhatjuk és a reprezentacié alapjan milyen kirakasi algorit-
must tudunk hozzarendelni, illetve, hogy a kirakds bonyolultsagat mi-
lyen médon mérhetjiik.

5.1. A kockak reprezentaldsa. Mindenik kockat hat lapbdl
(puzzle-elembdl) rakhatjuk ki. A kénnyebb matematikai elemzés érde-
kében egy ilyen lapnak megfeleltetiink egy 5 x 5-0s métrixot. Ezt a
matrixot ugy kapjuk meg, hogy 1-eseket tesziink a matrixban oda,
ahol a puzzle lapja ki van toltve és 0-t oda ahol, a puzzle-lapban sz-
abad hely van (vagyis nincs kitoltve).

Ezt a szerkesztést mutatja be a 12.12. abra. Annak érdekében,
hogy az illeszkedéseket egyszeriibben vizsgalhassuk, a puzzle-darabok
kiilonbozo helyzetének is megfeleltetiink egy-egy matrixot. fgy min-
den kocka minden lapjanak megfeleltethetiink nyolc darab matrixot.
Ebbdl négy a lapnak a forgatasaibdl keletkezik, a masik négy pedig
ezeknek a forgatdsoknak a szimmetrikusaibdl (azaz ezen lapok maésik
oldalabdl). Tehat egy teljes kocka hat lapjahoz 6 - 8, azaz 48 méatrixot
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12.12. ABRA. Egy lapnak métrixszal val6 dbrazoldsa

rendeliink. Jeloljiik ezeket a matrixokat My, My, Ms, . .., Myg-cal. Ter-
mészetesen ezek kozott azonos matrixok is megjelenhetnek a szim-
metrikus lapok miatt, de ez nem jelent nagyobb problémat, mivel a
tovabbiakban ezeket az eseteket is targyalni fogjuk.

Az igy kapott matrixok kozott definidlhatunk egy ~ relaciét. Azt
mondjuk, hogy A ~ B, ha az A és B matrixok ugyanazon kocka
kiilonbo6z6 oldalaihoz tartoznak és ezek a lapok a felso éleiknél Gssze-
illeszthet6ek (anélkiil, hogy forgatndnk &ket). Ez az illeszkedés a
kovetkezo feltételekkel irhato le:

ay + by = 1,1 € {2,3,4};
a1 + b1 <1ésha ayy + by =0, akkor min{agy, by} = 0;
a5 + bis < 1 és ha a5 + b5 = 0, akkor min{ass, bos} = 0,

ahol a;; az A matrix i-edik sordnak és j-edik oszlopanak az eleme,
hasonléan b;; a B métrix i-edik sordnak és j-edik oszlopanak az eleme.

fgy a kocka Osszerakdsa gyakorlatilag 12 darab ~ szerint megfelel6
par meghatarozasat jelenti.

A ~ relacié segitségével generalhatunk egy F illeszkedési matrixot,
amely egy 48 x 48-as matrix. Ezt az F' matrixot ugy kapjuk meg,
hogy az (i, j)-edik pozicidéba 1-est tesziink ha M; ~ M;, vagyis a két
elem a fels6 éleiknél Gsszeilleszthetd, ellenkezd esetben pedig az (i, j)-
edik pozicioba 0-t tesziink. fgy, ha a j-edik oszlopban 1év6 elemeket
osszeadjuk, megkapjuk, hogy az M; altal kédolt laphoz hany mésik lap
illeszkedik annak egy rogzitett poziciéjaban. Mivel mindegyik puzzle-
elemnek megvan a helye a kockaban, a kocka Osszerakasat barmelyik
elemtdl elkezdhetjiik.
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Vélasszuk kiindul6 elemnek azt az M; matrixszal megadott lapot,

ahol a Z fi; szdm a legkisebb lesz. fgy probaljuk lecsokkenteni a

probalkozasu lehetoségek szamat. Természetesen az lenne a legked-
vezObb eset szamunkra, ha ez a minimalis szam 1 lenne, vagyis taldl-
nank egy olyan darabot, amelynek valamelyik oldaldhoz pontosan egy
masik darab illeszthet6. Ennyire kedvez6 eset altaldban nincs, csak
a Profi Cube készlet Watt kockajanal talalunk ilyen biztos kiinduld
poziciot. Ez lényegesen megkonnyiti a kocka kirakasanak elkezdését
(természetesen, ha el6bb elemezziik a darabokat). Minden kocka eseté-
ben meghatarozhatunk egy olyan darabot, amelynek valamelyik olda-
lahoz minimalis szamu tovabbi darab illeszthets. Ezt a tovabbiakban
kialakul6 konfiguraciokra is alkalmazzuk, tehat egy adott konfiguraciét
(amit néhany puzzle-elembél raktunk ki) olyan él mentén prébalunk
folytatni, amelynél az illeszkedési lehetdségek szama minimalis. Ez
gyakorlatilag azt jelenti, hogy a moho algoritmust alkalmazzuk, min-
den 1épésben valamilyen kritérium szerint a legjobbat igyeksziink lépni.
Ez természetesen nem garantalja, hogy igy kell a legkevesebbet 1épni,
de ennél jobb algoritmust csak akkor kaphatunk, ha vagy elore latjuk a
kialakithato térbeli konfiguraciokat vagy sokkal tobb esetet elemziink.

Jeloljik ci-gyel az F' matrix oszloposszegei kozil a legkisebbet,
vagyis

48

(40) o= min, 2 fij-
Ez a ¢ legyen az elsé Osszetettségi mutatonk a kockak elemzésében. A
kovetkez6 tablazatban megadjuk ezt a mutatot az altalunk tanulmé-
nyozott két készlet kockaira vonatkozdan:

Profi ¢y || Marble | ¢;
Confusius | 8 King 2
Da Vinci | 8 || Khayyam | 8
Marco Polo | 7 Curie 3
Rubens 6 Fuller 2
Watt 1 Gandhi | 2
Newton 2 || Einstein | 3
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Megfigyelhetjiik, hogy jo néhany kockanak van szimmetrikus ele-
me. fgy a c; szamok nem jellemzik tokéletesen a helyzetet, mert nem
veszik figyelembe a puzzle-darabok szimmetriajat. Amikor egy ilyen
szimmetrikus lap illeszkedését vizsgaltuk, minden helyzetet kiilon eset-
nek szamoltunk, pedig gyakorlatilag a kockarakénak ez nem jelent
eltéro lehetdséget. FEzért ki kell kiiszobolni azt, hogy ezeket kiilon
eseteknek szamoljuk.

A 12.27. és a 12.28. abran minden kockanak fel vannak sorolva
és meg vannak szamozva az elemei. A kovetkez6 tablazatban ezeket
az abrakat fekhasznélva, soroljuk fel minden kockanak a szimmetrikus
lapjait (a ,-” jel azt jelenti, hogy a megfelel6 kockdnak nincs egyetlen
szimmetrikus eleme sem):

Profi Szimmetrikus elem || Marble | Szimmetrikus elem
Confusius 3,4,5,6 King 3
Da Vinci 2,3,4,5 Khayyam 4,6
Marco Polo 1,3,4,6 Curie -
Rubens 1,4,6 Fuller 6
Watt - Gandhi -
Newton - Einstein -

Minden M, matrix esetén megszamoljuk, hogy az Mj-val kédolt
laphoz rendelt nyolc méatrix koziil hany olyan van, amely a lap szim-
metridja miatt azonos My-val. Az igy kapott szamot si-val jeloljik
és az F illeszkedési matrixban az M; soraban és oszlopaban az 1-esek
helyett i—t tesziink. Jeloljik F'S-sel az igy kapott matrixot.

Lassuk ezt egy konkrét esetben is. A Confusius-kockanak, amint
azt a fenti tablazatban is lathattuk, 4 szimmetrikus eleme van. Ezek
a a 12.13. abran lathatdak.

S

12.13. ABRA. A Confusius-kocka osszes szimmetrikus eleme
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A 12.13. abréan az elsé elemnek van egy fliggbleges szimmetri-
atengelye és emiatt a tengely szerinti szimmetrikusa ugyanazt a mat-
rixszot szarmaztatja, mint az eredeti pozicid, tehat ennél a matrixnal
s = 2 és igy i = % A masodik és a harmadik elem az egyik atléra
szimmetrikus, tehat s, = 2 és i = 3. A negyediknek két szimmetria

tengelye van, igy s = 4 és i = 7.

12.14. ABRA. A Marco Polo-kocka egyik szimmetrikus eleme

A Marco Polo-kocka 12.14. abran lathaté darabjanak szintén két
azonos pozicidja van, mivel a puzzle-darab csak egy kozéppontos szim-
metriaval rendelkezik. fgy Sp =2 és i = %

A 12.15. abra az Omar Khayyam-kocka egyik darabjat abrazolja.
Lathatjuk, hogy ez centralszimmetrikus és tengelyesen is szimmetri-
kus tobb tengelyre nézve. Ezt a darabot tetszélegesen forgathatjuk,

1

mindig ugyanazt a matrixot szarmaztatja, tehat itt s = 8 és é =5

12.15. ABRA. Az Omar Khayyam-kocka egyik szim-
metrikus eleme

Az elobbi meggondoldsok alapjan értelmezhetjiik a cs; bonyolult-
sagi mutatét, amely gyakorlatilag azt mutatja meg, hogy az elsé két
darab Osszeillesztése sordan legalabb hany esetiink van. Ez azért fontos,
mert el6fordulhat, hogy az 0sszerakas soran teljesen vissza kell bontani
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a kockat és valamilyen mas kezddlépéssel kell indulni.

(41) cs;= min Y fs;;

A kovetkezd tablazat a cs; mutatdkat tartalmazza:

Profi cs; || Marble | cs;
Confusius | 4 King 2
Da Vinci 4 || Khayyam | 3
Marco Polo | 4 Curie 3
Rubens 5 Fuller 2
Watt 1 Gandhi 2
Newton 2 Einstein | 3

6. Egy kocka kirakasanak 1épései

Azért, hogy szemléletesebb és érthetobb legyen az elemzés, vizsgal-
juk meg a kockak felépitését a mar fent emlitett Profi Cube készlet
Watt kockajan keresztiil. A mellékelt abran lathaté a Watt-kocka 6
darabja:

12.16. ABRA. A Watt-kocka darabjai

Azt mar meghatdroztuk, hogy a kirakas soran van egy biztos ki-
indulé pont, vagyis egy olyan lap, amelyhez csak egyetlen masik lap
illeszkedik. A 12.16. abra szerint felsorolt puzzle-darabok kozil, a
Watt-kocka 1. és 2. darabja illeszthet6 6ssze ily modon. Ezt lathatjuk
a 12.17. dbréan.

Miutan osszeillesztettiik ezt a két darabot, meg kell vizsgalnunk,
hogy a lehetséges négy poziciéra kiiliin-kiilon hany elemet illeszthe-
tiink. A 12.18. abréan lathatjuk, hogy jobb oldalra két kiillonboz6 elem
illesztheto, éspedig a 12.16. abra szerint a 4. vagy 5. elem, bal oldalra
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12.17. ABRA. A Watt kocka elsé két darabjanak osszeillesztése

pedig harom lehetdség van az illeszkedésre, méghozza a 6. elemet lehet
harom kiilonb6z6 poziciéban beilleszteni.

12.18. ABRA. A Watt-kocka 3. darabjdnak kiilonbozd
beillesztési lehetoségei

Mi azt az oldalt fogjuk valasztani a tovabblépéshez, amelyikhez
a legkevesebb darabot lehet illeszteni, ezutan pedig igyanigy ezekhez
is sorra megnézzik, hogy hany elem illeszthets. A tovabblépéshez
mindig azt a poziciot valasztjuk, ahol a legkevesebb szamu lehetdség
van az illeszkedésre. fgy lassan minden kedvezo lehetdséget szam-
bavéve felépithetjiik a kockankat. FEzzel a moddszerrel mindig csak
a meglévé konfigurdciét kell vizsgaljuk (tehat nem kell fejben elére
latnunk olyan alakzatokat, amelyek még nincsenk kirakva) és minden
lépésben olyan tovabblépési lehetoséget valasztunk, amely visszalépés
esetén a lehetd legkevesebb tovabbi alternativat adja.
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7. A kockakhoz tartozé grafok

Az Osszerakés lehetséges lépéseit abrazolhatjuk egy fa struktiraban
(grafban). A kiindulé darabot azonositjuk a gyokérrel és minden
tovabblépési lehetoséget egy-egy aggal. fgy megkapjuk a kocka ki-
rakasahoz tartozé grafot. A Watt-kockahoz tartozo grafot a 12.19.
abran lathatjuk.

12.19. ABRA. A Watt-kocka megoldasanak strukturdja

A Watt-kocka esetében ez a struktira egy két levelt fat fog jelen-
teni, ahol a csomoépontok szamozasa megegyezik a megfelelo elemek
szamozasaval a 12.16. abra alapjan. Ez a graf megmutatja nekiink,
hogy a Watt-kockat hogyan rakhatjuk 6ssze két probalkozasbol. Ezek
a lehetoségek pedig a kovetkezok: 1 —2—5vagy 1 —2—4—-3—-5—6.
Lathatjuk, hogy a felsoroltak koziil az utobbi lesz a kocka kirakasanak
a megoldasa.

Ha az osszerakast egy masik darabbdl kiindulva kezdjiik el, lehet,
hogy egy tobb leveli fat fogunk kapni a lehetoségek abrazolasa soran
és ez tobb probélkozast fog eredményezni. fgy természetesen idében
is sokkal tobbet jelenthet, hacsak egy kis szerencsével el nem talaljuk
(vagy elére nem latjuk) a helyes megoldédst. Mindenképpen az el6bbi
graf azt mutatja, hogy egy kis elemzéssel és egy kézenfekvo stratégidval
a Watt-kocka gyorsan kirakhato.

A pozicidk kivalasztdasara a Greedy algoritmust hasznaljuk, és ha
valahol elakadtunk a kirakas soran, akkor visszaléptiink egy korabbi
allapotba, tehat a kapott graf gvakorlatilag egyfajta moho backtrack-
ing lehetasepent tukrozi.

Az otletek ropzitésének céljabdl lassuk lépésenként a Watt-kocka
grafjanak szerkesztését. Eloszor is keresnunk kell epy olyan puzzle-
darabot (és azon egy oldalt), amelyhez a lehetd legkevesebb mis elem
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illeszkedhet. Ez a darab a kocka 1. darabja (lasd a 12.20. &brat),
tehdat a fa gyokerébe az 1-es kertil.

12.20. ABRA. Gyodkér

A 12.20. abran lathaté pozicionak megfeleléen a jobb oldalhoz csak
egyetlen mésik elem illeszthetd és ez az elem a 2. elem (a 12.16. abra
szerint a 2. elem bal oldala taldl oda). Ezt az illeszkedést mutatja a
12.21. abra.

12.21. ABRA. Elsé szint

fgy tehat a Watt-kocka grafjanak els6 szintjén a 2. elem lesz.
Most meg kell nézn”unk, hogy a mar osszeillesztett két darabhoz
hova tudunk legkevesebb szamu elemet illeszteni. A 12.21. &bra
els6 képén lathato alakzat tetejére beilleszthetjiik a 6. elemet harom
kiilonb6z6 pozicioban. Ezt kovetéen megnézziik, hogy a masik oldalra,
vagyis a masodik képen lathato alakzat tetejére hany elem illesztheto.
Végigprobalva az Osszes elemet, kidertil, hogy csak a 4. és 5. elem
illeszkedik. Tehat ebben az irdnyban csak két tovabblépési lehetoség
van. Az alakzat masik két tovabbfejlesztési pontja esetén is van leg-
alabb két illeszkedési lehetoség, ezért a tovabblépéshez azt a poziciot
vélasztjuk, ahovd a 4. és az 5. darab illeszthetd. Igy a graf mésodik
szintjére ezt a két elemet fogjuk betenni.
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Innen tehat a graf két agra fog szétvalni, egy jobboldali és egy
baloldali agra. Mindkét oldalt kiiliin-kiilon megvizsgaljuk, hogy las-
suk, melyik vezet el a megoldéshoz. Kezdjiik el vizsgalni el6szor a jobb
oldalt, ami azt jelenti, hogy illessziik be az 5. elemet a méar meglévd
alakzatba. fgy a 12.22. dbran lathaté alakzathoz jutunk.

12.22. ABRA. Misodik szint jobb oldala

Ahhoz, hogy tovabb haladjunk, meg kell nézniink, hogy a meglévo
alakzatnak melyik oldaldhoz illeszkedik a legkevesebb elem. Eszreve-
hetjiik azonban, hogy a fenti dbra elsé képén lathaté alakzat tetejére
egyetlen elem sem illeszthet6 be. Tehdat ez az ag egy zsakutcahoz
vezetett, igy ezen nem haladhatunk tovabb. A kirakds soran ez azt
jelenti, hogy vissza kell 1épniink, ezért a kovetkez6 1épésben vissza kell
térniink az el0z6 szintre, vagyis meg kell vizsgalnunk, hogy mi torténik,
hogyha a bal oldalon indulunk el és az 5. elem helyett a 4.-et illesztjiik
be. A 4. elemet beillesztése a 12.23. abran lathaté alakzathoz vezet.

12.23. ABRA. Masodik szint bal oldala

Ebben az esetben is az a cél, hogy megtalaljuk azt az oldalt, ame-
lyikhez minimalis szamu elem illeszkedhet. Harom helyre illeszthetiink
be elemeket. Prébalkozassal megéllapithatjuk, hogy az egyik helyre
beillik a 6. elem harom kiilonboz6é pozicidban, egy masik helyre az
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5. elem talal két kiilonb6zo pozicidoban és a 12.23. abra els6 képén
lathato alakzat tetejére csak egyetlen elem illesztheto be, éspedig a
3. elem. Tehat egyértelmi, hogy ezt az utolsé lehetoséget valasztjuk
és gy beillesztjiikk a 3. elemet. Fzaltal a graf harmadik szintjére is
bekeriil a 3. elem. A 12.24. dbran lathatjuk, hogy ezzel az illesztéssel
milyen alakzathoz jutunk.

12.24. ABRA. Harmadik szint bal oldal

Mostmar csak két hely maradt ahova illeszteniink kell. Probaljuk
meg beilleszteni a 12.24. 4bra szerinti harmadik képen lathato szem-
kozti helyre a maradék két elemet. Hamar észrevehetjiik, hogy az
5. elem nem talal, de a 6. pontosan odaillik, tehat a 6. elemet is
egyértelmiien beilleszthejiik. Ezzel egyidoben a graf negyedik szintjére
is befrhatjuk a 6-ost. Az eddigi kirakas eredménye a 12.25. &bran
lathato.

Az utolso tiresen maradt helyre az 5. elem pontosan betalal, tehat
a graf otodik szintjére beirhatjuk az 5-0st, és igy a grafban megje-
lenitettiik a kirakas soran felmeriilo lehetdségeket. A 12.26. abran
tehat megtekinthetjiik az utolsé elem beillesztésével kapott alakzatot,
vagyis magat a kockéat.

Végigkovetve a Watt-kocka gréafja szerinti 0sszes kirakasi lehetosé-
get a levelekig (jelen esetben ez kettd), megéllapithatjuk, hogy ez a
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12.25. ABRA. Negyedik szint

12.26. ABRA. A Watt-kocka

kocka viszonylag konnyen kirakhatd, hiszen az elsé szinten torténd
1épés kivételével mindenik egyértelmi. Azt is megfigyelhetjiik, hogy
csak az egyik ag vezetett el a megoldashoz, a masik zsdkutcahoz
vezetett, vagyis a Watt-kockanak csak egy megoldasa l1étezik.
Hasonl6 gréaf szerkesztheté mindenik kockdhoz, ha a fentebb leirt
eljaras lépései szerint haladunk a kockarakasban. A 12.27. és 12.28.
abrakon megtekinthetjiik az altalunk tanulmanyozott kockdk grafjat.
Egyértelmi, hogy ezek a fak mindig 6t szintesek lesznek, mivel egy
kockanak hat lapja van, ahol a fa gyokere a kiindulé elem és a maradék
ot lap felel meg a szinteknek. Ezekben a fakban az elsé javitott
Osszetettségi mutatd az elso szinten levo cstcsok szamanak felel meg.
Hasonléképpen mondhatjuk, hogy a k-adik javitott osszetettségi mu-
tatdo a csp a k-adik szinten levl csucsok szdamat adja meg, ahol
1 <k < 5. A cs; az 6todik szinten levé csicsok szamat adja meg.
A legtobb esetben ez egyben a nemekvivalens megoldasok szamat je-
lenti. Az altalunk tanulmanyozott kockédk esetén a Confusius- és az
Omar Khayyam-kocka kivételével a css értéke 1. A Confusius-kocka
esetén csy = 2, viszont a szimmetrikus elemek miatt a két kirakas
ekvivalens. Az Omar Khayyam-kockanal viszont cs; = 3, ennek a
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12.27. ABRA. A Profi-készlet kockdihoz tartozé grafok

kockanak harom kiilonb6z6 megoldasa van. Ezeket a megoldasokat a
12.35. abran lathatjuk.
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12.28. ABRA. A Marble-készlet kockéihoz tartozé grafok
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A gréfok segitségével a sikertelen probalkozasok szamat is meg
tudjuk hatarozni. Hiszen minden olyan ag, amellyel nem jutottunk el
az 5-0dik szintig, nem eredményezett megoldast sem, tehat a graf min-
den ilyen aga sikertelennek bizonyult a probalkozasainkban. Jeloljiik
csak roviden sp-vel ezen sikertelen prébalkozdsok szamét. gy példaul
a Watt-kocka esetében sp = 1, amint azt a 12.19. abréan is lathatjuk.
Ezt a szamot a tobbi kocka esetében is konnyen meghatarozhatjuk a
grafok alapjan. A kovetkez6 tablazatban ezt foglaltuk ossze:

Profi sp || Marble | sp
Confusius | 13 King
Da Vinci | 14 || Khayyam

Marco Polo | 11 Curie
Rubens 12 Fuller
Watt 1 Gandhi

Newton 2 Einstein

W[ =] Ol 0| W

8. Az elméleti elemzések altal kapott rangsorok

Azért, hogy még Osszetettebb képet alkossunk a kockakrdl, vizsgal-
junk még meg harom dolgot minden kocka esetében, a kovetkezok
szerint:

(1) Annak valdsziniiségét, hogy tokéletes kockat rakjunk Ossze,
backtracking 1épések nélkiil, azaz, annak valdszintiségét, hogy
egyszeri nekifutamodasbdl kirakjuk a kockat.

(2) A kocka dsszerakésihoz sziikséges dtlagos 1épések szamat back-
tracking lépésekkel.

(3) Az utolsé szinten levé levelek szaménak és az Gsszes levelek
szamanak az aranyét (ez fejezi ki a megoldds megjelenésének
feltételes valdszintiségét arra vonatkozdan, hogy eljutunk egy
olyan konfiguraciéhoz, amelyet nem lehet tovabb folytatni).

Kiszdamolva mindegyik kockara kiilon-kiilon ezeket a mutatokat,
harom kiilénboz6 rangsort kapunk. Ezeket a rangsorokat foglalja 6ssze
a kovetkezo tablazat:
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| [[1]2]3[4]5]6 7|8 ]9]10]11]12]

re |85 6 |79 |12]10[11 (1] 3 | 4 | 2

rg |6 8125 7 |11 9 [10|1]| 3 |4 | 2

ro ||8]15] 6 | 712|119 [10[(1] 3 | 4 | 2
Az 1,2,...,6 a Profi készlet kockait jeloli a csillagok szama szerint
novekvo sorrendben, mig a 7,8, ..., 12 a Marble készlet kockéit szintén

a csillagok szama szerint novekvo sorrendben. A kockakat rangsoroltuk
a csg, 1 < k <5 mutaték alapjan. Pontosabban a

5
CS1, €81+ CSoy ...y >, CSk
k=1

Osszegek novekvo sorrendje alapjan. Hasonléan az sp mutatd szerint
is. Igy Osszesen az 77,7, r9 rangsorokkal egyititt 9 lehetséges elméleti
sorrendet értelmezhetiink.

9. A kockak vizsgalata a kirakasukra szervezett
tevékenységek altal

Azért, hogy ne csak elméleti szinten vizsgaljuk meg a kockakat,
hanem lassuk azt gyakorlatban is, kockakirakd tevékenységeket szer-
veztiink. A cél az elméletileg kialakitott nehézségi sorrendek és a
konkrét kirakésok idejei alapjan meghatarozott sorrendek kozti kap-
csolat vizsgdlata volt. Kivancsiak voltunk mennyire fedik egymast,
vagy éppen milyen mértékii az eltérés. Osszesen tobb, mint 120 didkkal
végeztiink kockakirakd tevékenységet és igy sikeriilt 120 mérési ered-
ményt Osszegyujteni. A kockakiraké osszejovetelekre tobb alkalommal
kertilt sor. Egyszerre dlatldban kb. 10-15 didk vett részt, néha vegye-
sen kozépiskolasok és egyetemi hallgatok.

Minden didknak ki kellett raknia a 12 kockat, és kozben mértiik,
hogy kiilon-kiilon mennyi id6 sziikséges az egyes kockak kirakésahoz.
Az idoméréses kirakasok elott még mindenki kirakhatott 2 kockat,
amelyek nem a vizsgdlt készéletekbdl voltak. Ez azért kellett, hogy
mindenki megismerkedjen a kockak jellegével, azzal, hogy hogyan is
épiilhet fel a hat lapbdl egy kocka, és a legfontossabb, hogy kialakitson
mindenki maganak valamilyen stratégiat, amelyet a tobbi kocka ki-
rakasanal felhasznalhat. Ezt a bevezetést nevezhetjiik akar a kockaki-
raké tevékenység egy képzési szakaszanak is. Ezutan pedig egyenként
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12.29. ABRA. A kocka kiraké tevékenység

kaptdk a didkok az altalunk tanulményozott készletek kockait. Ezeket
a kockakat véletlenszerii sorrendben adtuk oda a didkoknak. Termé-
szetesen nem mindenki talalt maganak egybol valamilyen hatasos méd-
szert vagy kiinduldsi pontot, egyeseknek konnyebben ment, mésoknak
tobb ido kellett egy-egy kocka kirakasahoz. De a siker mindenkinek
nagy oromot okozott. Nem csak azok oriiltek akiknek mar sikeriilt

12.30. ABRA. A siker mindenkit boldogga tett



248 GYAKORLATI RANGSOROK

kirakni a kockat, a tobbiek sem hagytdk magukat, még ha nekik
nehezebben is jott Ossze. Hiszen ¢k is tudtak, hogy abbdl a hat
puzzle-elembdl mindenképp egy kockanak kell osszeallnia. Tehdat vég-

12.31. ABRA. Ebb6l elébb-utébb kocka lesz...

eredményben mind a 120 didktdl szarmazott 12 mérési adatunk. Az
els6 60 mérési eredmény matematikus és matematika-informatikus
egyetemi hallgatéoktol, valamint kozépiskolds didkoktol szarmazik, az
utolsé 60 mérési eredmény pedig informatikus és mérnoki-informatikus
hallgatéktol. FEzeket a mérési adatokat dolgoztuk fel és elemeztiik.
Legeldszor homogenitasvizsgalatot végeztiink el a 120 mérési eredmé-
nyen. Ebbol kideriilt, hogy a teljes adatsor nem homogén. Ezt koveto-
en elkészitettiink az elsé 60 mérési eredmény alapjan egy dendro-
gramot, azutan pedig az utols6 60 alapjan is. Ezt a két dendrogramot
lathatjuk a 12.32. dbran. A homogenitasvizsgalatot elvégezve az els6
60 mérési eredményre azt kaptuk, hogy ez mar egy viszonylag homogén
minta. fgy nem érdemes az egész adatsorral dolgozni, de az elsé 60
adat mar megfelel. Ezutan elvégeztiink néhany szamoldst a homogén
mintank alapjan. A kovetkezo rangsorokhoz jutottunk:

(1) Az &tlagos kirakasi id6k szerinti rangsor: a;.

(2) Az atlagos kirakési id6k szerinti rangsor, ha a kiugré adatokat
(a legkisebb 10%-ot és a legnagyobb 10%-ot) nem vessziik
figyelembe: b;.

(3) A medidn id6 alapjan kapott rangsor: c¢;.

(4) Hierarchikus klaszterezés alapjan kapott rangsor: d;.

Ezeket a rangsorokat a kovetkezo tablazatban foglaltuk ossze:
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12.32. ABRA. Az cls§ 60 és az utolsé 60 mérési
eredménybol kapott dendrogramok

1] 23]4]5]6[7[8]9]10]11]12]
al[8712]7111]10] 1 |6 513[9]2
b ll8l12[7[11]l6[10l4a]1][5]9]3]2
cll8l12]7]11] 56 ol10]1]3]4]2
d7l12lsls5 1161410 9]3]2

Lathatjuk, hogy az elsé két rangsor nem egyezik meg teljesen.
Az eltérést a nagyon kiugré mérési adatok okozzak. Voltak diakok
akik egy-egy kockandl nagyon sokat idéztek (ez jelenthet akér egy
6ranal is tobbet) és ezek okozzdk a nagy eltéréseket. Eszrevehetjiik,
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hogy a Watt-kocka az atlagideje alapjan elég hatra keriilt a rangsor-
ban, annak ellenére, hogy a grafja készitésekor megallapithattuk, hogy
az egy konnyi kocka. Valdszintileg a didkok tobbsége nem jott ra a
kezdGpoziciora és emiatt sokkal tobb lehetoséget kellett kiprobalnia,
ami természetesen idében is hosszabb.

A klaszterezést a Matlab segitségével végeztiik el, a 12.33. abra
mutatja a kapott eredményt.

Hierarchical clustering Hierarchical clustering
seuclidean distance, average method cityblock distance, average method
9 1,61x 10*
8,5 1,5
8 1,4
7,5 1,3
7 1,2
6.5 1,1
6 1
55 0,9
’ 0,8
8 12117 5 6 4 9 1 310 2 7128 511 6 1 4109 3 2

12.33. ABRA. Klaszterezés a mérési eredmények alapjan

Végil a megfigyeléseken alapuld a;, b;, ¢;, d; rangsorok alapjan a
kovetkezd gyakorlati rangsort allithatjuk fel:
I. készlet: 8,12,7,11,5,6; I1. készlet: 1,4,10,9,3,2.

10. Az elméleti és gyakorlati megfigyelések Osszehasonlitasa

A gyakorlati rangsorok szérasanak tobb, mint 50%-a magyardzhato
egyetlen elméleti rangsorral, és adltaldban 2-3 elméleti rangsor a gyakor-
lati rangsorok variancidjanak 75 — 80%-at magyardzza. Elvégezve a
faktoranalizist a kovetkezdket allapitottuk meg:

e Az atlagok szerinti rangsor a legjobban a grafoknal a levelek
szama alapjan szerkesztett rangsorral korreldl.

o A kiugré értékek elhagydsa utan az atlagok szerinti rangsor
a legjobban az els6 két Osszetettségi mutatd Osszege alapjan
szerkesztett rangsorral korrelal.

e A median id6 kiszamitdsa altal kapott rangsor a legjobban az
els6 Osszetettségi mutato altal kapott rangsorral korreldl.
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o A klaszterezés segitségével kapott rangsor a legjobban a ki-
rakdsokhoz sziikséges dtlagos 1épésszam (backtracking) éltal
kapott rangsorral korrelal.

10.1. Végs6 megjegyzések. A Happy Cube puzzle-ek elméleti
és gyakorlati elemzése utan levonhatunk néhény kovetkeztetést:

e Megfigyelhettiik, hogy a didkok a kockak kirakésa sordn back-
tracking vagy greedy lépéseket hasznaltak, esetleg voltak akik
semilyen el6re kigondolt médszert nem alkalmaztak, csak vé-
letlen bolyongashoz hasonlo 1épéseket probaltak végrehajtani.

e Bizonyosan kijelenthetjiik, hogy a gyartd cég altal felallitott
nehézségi sorrend teljesen hibds. Az is egyértelmi, hogy nem
a Marble Cube készlet a legnehezebb. Ugyanakkor a gyarto
cég a kockak kirakasi bonyolultsagat figyelmen kiviil hagyta,
amikor azokat besorolta a Profi vagy Marble készlet valame-
lyikébe.

e Mindent 0sszevetve, mi a kovetkez6 nehézségi sorrendet ajanl-
juk:

I. készlet: Omar Khayyam, Mahatma Gandhi, Albert Ein-
stein, Watt, Newton, Martin Luther King;

I1. készlet: Marie Curie, Buckminster Fuller, Confusius,
Marco Polo, Da Vinci, Rubens.

A kockdak vizsgalata gyakorlatilag tobb éven keresztiil tartott és a
vizsgalat soran egy Osszehangolt csapatmunkara volt sziikség. fgy a
kockakkirako tevékenységek nagy részét Bartos Kocsis Andrea iranyi-
totta és 6 készitette el a jelen fejezet els6 verzidjat is, a szamitdogépes
elemzést Andras Szilard és Sipos Kinga végezte, a jatékprogramokat
Sipos Istvan, Sipos Tamés és Maté Istvan irtdk. Koszonettel tartozunk
tovabba dr. Soés Annéanak és Szilagyi Juditnak, valamint a kirakasi
tevékenységeken részt vevd tobb, mint 120 didknak (illetve egyetemi
hallgaténak).
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11. A kockak megoldasai

Profi Cube Profi Cube Profi Cube
Confusius Da Vinci Marco Polo
* ok sk

j_JLJ
q_]

Profi Cube Profi Cube Profi Cube
Rubens Watt Newton
- p—.

sk

2IE

12.34. ABRA. A Profi Cube készlet megoldéasai
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Marble Cube Marble Cube Marble Cube

Martin L. King Omar Khayyam (1) Omar Khayyam (2)
* ok o

Marble Cube Marble Cube Marble Cube
Omar Khayyam (3) Marie Curie Buckminster Fuller
*x

U
*
5

Marble Cube Marble Cube

Mahatma Gandhi Albert Einstein
[r— [r—

12.35. ABRA. A Marble Cube készlet megoldasai
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