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Hans Freudenthal

Kinder und Mathematik




Was ist Mathematik?

Kinder und Mathematik — was ist das eigentlich fiir ein ,,und’”? Wie in ,,Adam
und Eva”, wie in ,,Max und Moritz”? Oder wie in ,Leben und Tod”, ,,Schuld
und Siihne”? Sagen wir einmal, es ist das von ,,und so weiter”.

Die Mathematik ist dlter als die Schrift — historisch ist das heute wohl sicher.
Nicht dlter als die Sprache, aber vermutlich auch nicht viel jiinger. Mit dem Kind
ist es wie mit der Menschheit bestellt. Wann fingt die Mathematik an? Wenn ein
Kind ein Dreieck von einem Quadrat, zwei von drei, drei von vier unterscheiden
kann? Oder: wenn, wihrend die Mutter geradeaus geht, das Kind um eine Busch-
anlage herumlduft, um am Ende die Mutter zu iiberraschen? Es hidngt davon ab,
wie bewufdt es geschieht.

Er war gerade drei Jahre alt. Ich spazierte mit ihm ,,zwischen den Schienen”
eines Industriegleises. Ich sah ihm an, daf} er etwas entdeckt hatte. ,,Schau, Opa,
wie ich es mache: einen Schuh drauf und einen Schuh drin!” In der Tat, so lief
er, abwechselnd auf und zwischen den Schwellen. Ich erzdhlte es zu Hause.
,,und bist du ihm nachgefolgt?”, fragte meine Frau. Ich schimte mich, daf mir
das nicht eingefallen war — er tat mir doch etwas vor. Unnétigerweise, wie ich
einige Monate spidter merkte — wieder zwischen den Schienen — als er mir zeigte:
,,und nun mache ich es wie die Gro3en”— von Schwelle zu Schwelle.

So hatte ich es — unbewufit — vermutlich auch getan, von Schwelle zu Schwelle.
Er konnte es noch nicht isomorph abbilden, und so tat er es homomorph, bis ihm
Monate spiter auch jenes gelang. Nicht, dald er es tat, sondern, daf} er wufdte,
was er tat, war Mathematik. Es wird ndmlich nicht erst dann Mathematik, wenn
man die Worte Abbildung, isomorph und homomorph kennt, geschweige denn die
Begriffsdefinition.

Erfahrungen bewufSt machen

Rhythmus und Wiederholungsstruktur ist die erste Mathematik, die sich bewuft
erleben ldft, beim Springen und Seilspringen, beim Abzdhlen und Zihlen zum
Versteckspiel. Wiederholung ist das primitivste Mittel, Unbegrenztes zu erfahren,
zu erzeugen. So geht es, wenn das Kind erst einige Zahlworter beherrscht: 1, 2,
3,8,2,3,8,2,3,8 ... Und dann mit einem Male hat es den Trick heraus, wie
man immer neue Zahlworter bildet. Noch nicht ganz fehlerfrei: nach hundert
kommt einundhundert usw. Aber das liegt eher an Unvollkommenheiten unserer
Sprache.

Eine Fiinfjihrige, die das Zihlen bis 100 (vielleicht noch weiter) gut beherrscht,
schreibt ... 18, 19, 110, 111 ..., und obwohl sie auf den Fehler aufmerksam ge-
macht wird, wiederum 28, 29, 210, 211, ...  Aussprechen und Schreiben der
Zahlen sind noch getrennte Systeme. Aber bald hat sie es heraus: diesen Trick,
unbeschrinkt neue Zahlen in Wort und Schrift zu bilden. Nirgendwo in der Mut-
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tersprache sind Kinder so frith so weit in der Beherrschung eines unbeschriankten
Wortschatzes und eines, je weiter man kommt, desto regelmifiigeren sprachlichen
Algorithmus. Ist das Mathematik?

Es hdngt davon ab, wie bewufdt es erlebt wird. Und die Aufgabe des Unterrichts
ist es, dieses bewufite Erleben anzuregen, zu férdern, es so weit zu bringen, dafy
das Kind bewufdtes Erleben anstrebt.

Abstrahieren oder Konkretisieren?

Eine Geschichte aus der Vorschule: Die Kinder haben Fische im Aquarium. Der
Glasbehilter mufy ab und zu gereinigt werden. Sie schauen zu, wie die Hortnerin
es macht. Sie fingt die Fische in einem Schopfnetz und setzt sie in ein anderes
Gefdf’. ,,Nun kénnen wir sie mal zdhlen”, sagt Annette. Sie hat es schon eher ver-
sucht, aber es gelang nicht. ,Friulein, sie schwimmen so durcheinander , sagte
sie. Einer nach dem anderen werden die Fische aus dem Aquarium geschopft.
Drei hat Annette schon gezdhlt, aber nun schépft die Hortnerin drei zugleich.
,Fraulein, nun kann ich nicht mehr zdhlen.” Sie antwortet: ,,Vielleicht kannst
du die Fische zeichnen und, wenn du sie gezeichnet hast, auf dem Papier zdhlen.”
,,Ja, das ist ein guter Gedanke.” Annette holt Papier und Stift. ,,Warten Sie mal!”
Sie zeichnet die ersten drei und die zweiten drei, und dann kann sie leicht Schritt
halten. Kein Fisch wird iiberschlagen. Wenn der Behilter leer ist, zdhlt sie die
Fische. Stolz ruft sie aus: ,Nun weif8 ich es. Es sind fiinfzehn.” Ein paar Tage
spiter sind zwei tot. ,,Schade, nun stimmt es nicht mehr.” Sie weif nicht mehr,
wie viele nun im Aquarium sind. ,,Nimm doch mal deine Zeichnung”, rit die
Hortnerin ihr. Sie streicht die toten aus und nun weif} sie es wieder.

Ist das Mathematik? Ich habe es vielmehr als Beispiel erzdhlt, wie man Kinder zur
Mathematik fiihrt. Mathematik ist Abstraktion — sagt man. Ja, die Mathematik,
die im Buche steht. Aber Mathematik treiben ist ebenso oft konkretisieren, und
Mathematik lernen ist es iiberwiegend. 1936 auf dem Schiff zum Osloer Kongrefy
stellte ich Polya eine wahrscheinlichkeitstheoretische Aufgabe. Er zeichnete etwas
auf einen Zeitungsrand, dachte nach und gab die Antwort. Es hat auf mich Ein-
druck gemacht, wie der grofe Mathematiker es nicht verschméhte, eine abstrakte
Aufgabe bildlich zu konkretisieren.

Rechnen im konkreten Kontext

Kiirzlich war ich in einer Sonderklasse — Kinder verschiedenen Alters, die wohl
schriftliches Rechnen beherrschten, manche leider dabei nicht das Einmaleins.
An der Tafel stand eine Aufgabe: ,,Eine Treppe ist weniger als 20 und mehr als
15 Stufen hoch, und man kann mit zwei Stufen zugleich hinunterkommen, aber
auch mit drei Stufen zugleich. Wie viele Stufen hat die Treppe?” Da das ,,weniger”
bei 20 und das ,,mehr” bei 15 stand, schrieben alle Schiiler erst 15 — 20 auf, und
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da das nicht ging, dnderten die meisten es in 20 — 15 und einige in 20 + 15.Ich
sagte einem Midchen: ,,Zeichne mal eine Treppe.” Sie tat es, ganz schematisch,
numerierte die Stufen, und im Nu hatte sie die Losung. Als ich den Riicken ge-
wandt hatte und der Lehrer kam, sah sie ihn und sagte: ,,Und nun rechne ich es
noch aus” und schrieb 20-15=5.

Eine andere Aufgabe an der Tafel war eine komplizierte Abzahlungsgeschichte:
ein Fernsehgerit, eine Anzahlung und 12 Raten, und wieviel es bei Barzahlung
kostet, und was man dann spart. Was mufl man da nicht alles addieren, subtrahie-
ren, multiplizieren! Mit einem Midchen (13 Jahre) stieg ich hinunter bis zur Fra-
ge ,,wenn du mit einem Zwanzigmarkschein bezahlst und fiinf Mark herausbe-
kommst, wieviel hast du dann wirklich bezahlt?”.

Eine dumme Frage, die sie nicht beantworten konnte. Wie sollte sie es auch?
Ich hidtte es mit Geld aus meiner Tasche vormachen sollen. Es gab in dieser Klasse
kein Material. Nur Aufgaben an der Wandtafel. Die Kinder hatten Mathematik ver-
mutlich niemals in einem ihnen angemessenen konkreten Kontext erlebt.

Grofde Mengen zdhlen — ein Kontext, in dem Kinder unermefilich viel lernen kén-
nen. Zwei Klassen des zweiten Schuljahrs: die eine hat Mathematik schon ein
Jahr lang im Kontext betrieben, die andere nicht. Man gibt ihnen in Gruppen von
vier je einen Beutel mit hunderten Gegenstinden — den einen Reifindgel, den an-
deren Miinzen, diesen Perlen, jenen Papierklammern usw. In der einen Klasse hat
jede Gruppe blitzschnell ein System erdacht, mit dem geringsten Zeit- und Ar-
beitsaufwand ihre Menge zu zédhlen. In der anderen fingt man es so dumm wie nur
moglich an. Sieh mal, da holt einer aus der Gruppe die Perlen eine nach der an-
deren aus dem Beutel, wihrend ein zweiter zdhlt und die anderen zugucken. Auch
Arbeitsteilung mufd gelernt werden. Es gibt Dreizehnjidhrige, die davon keine
Ahnung haben. Wo lernt man so etwas? Im Kontext.

Der Wert der Geometrie

Darum ist die Geometrie so schon. Die ist ja, im Gegensatz zum Rechnen, von
selber konkret und das bleibt sie, wenn man sie recht versteht. Aber ist sie darum
schon Mathematik?

Ich gehe mit einem Sechsjdhrigen spazieren. ,,Wo ist die Mitte der Niederlande?”’,
fragt er. (Man nennt Utrecht die Mitte, aber das stimmt nicht.) Ich stelle eine Ge-
genfrage: ,,Wo ist deine Mitte?”’. Er zeigt auf seinen Scheitel. Auf so etwas rea-
giere ich immer falsch. Ich hitte vorsichtig forschen sollen, was er damit meinte.
Vielleicht Mitte im Sinne von Achse, und das wire recht verniinftig gewesen.
,Nein”, sagte ich, ,irgendwo in deinem Bauch.” Da schaute ich auf das Pflaster,
ein Fliesenpflaster. (Abb. 1) ,,Wo ist die Mitte dieser Fliese?” Sie habe keine Mit-
te, meinte er erst, und dann zeigte er sie ungefihr. ,,Geht es nicht genauer?”
Er zog mit dem Finger die Strecke durch, die in Abb. 2 gestrichelt ist, und zeigte
auf ihren Mittelpunkt. ,,Geht es mit schrigen Linien nicht noch genauer?” Sofort
zog er mit dem Finger die Diagonalen und zeigte auf ihren Schnittpunkt. Ich hitte
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ihn noch fragen kdnnen: ,,Woher weifst du das?”, aber er hiatte das kaum anders
beantworten konnen als mit einem ,,Ich sehe es”. Wiiiten Sie einen besseren Be-
weis? Das Quadrat ist ja so eine regelmifiige Figur, und es bleibt das, wenn man
die Diagonalen einzeichnet, also muf} ihr Schnittpunkt auch regelmifig liegen.

Ich erklirte ihm, diese schrigen Linien hiefien Diagonalen, und bei einer Bank mit
einer rechteckigen Sitzfliche (nein, es waren drei Rechtecke Holz mit zwei Recht-
ecken Luft dazwischen, und doch war es ein Rechteck) sollte er mir die Diagona-
len zeigen. Er zog aus einer Ecke eine Gerade im Winkel von 45° zu den Seiten.
Ich machte ein bdses Gesicht, und gleich verband er zwei Ecken mit dem Finger.

Der Knabe ist nun zehn Jahre alt. Das Wort Diagonale gehdrt immer noch nicht
zu seinem aktiven Wortschatz, und doch weif8 er genau, was Diagonalen sind, auch
rdumliche.

Die erste Mathematikstunde, von der die Geschichte weif3, ist die Geometriestun-
de, die Sokrates in dem beriihmten Platonischen Dialog dem Sklaven des Menon
erteilte: ein Quadrat verdoppeln. In meinen Aufséitzen und Biichern finden Sie im-
mer wieder eine andere Geschichte, wie ich dem Sokrates nachgeeifert habe. Im-
mer anders und immer besser. Ist es nun endgiiltig? Ich lasse das Quadrat nicht
verdoppeln, sondern halbieren, denn das kann im gegebenen Material geschehen,
und dann hinterdrein ist das Verdoppeln eine Kleinigkeit. Mit 7- bis 8jdhrigen ge-
lingt es schon. Ein Taschentuch, eine Serviette von Stoff oder Papier. Halbiere das,
aber es soll wieder ein Quadrat sein! Nach den iiblichen Fehlern faltet man Pa-
rallelstreifen zum Rande um, aber ist selber kaum iiberzeugt. Und da greift einer
das Taschentuch am Zipfel, faltet ihn z6gernd und dann zielbewuft zur Mitte
hin, und die anderen greifen schnell die anderen Zipfel und machen es ebenso.

Warum ist das die Hilfte? Die Frage zu stellen ist schon Mathematik (dessen, der
sie stellt), und jede Antwort, die zeigt, daf} der Lernende Zusammenhénge sucht,
ist Mathematik.

Ein Kreis — ein jeder weif3, was das ist. Ein Kreis hat einen Mittelpunkt. Aber wie
findet man ihn? Lafl ihn ausschneiden, und jeder findet ihn durch Falten. Aber
warum ist das der Mittelpunkt? Lausche den Antworten! Es ist Mathematik.

Wenn man sechsmal mit dem Halbmesser den Kreisumfang abschreitet, endet
man, wo man anfing. Warum? (Abb. 3) Laf} alle diese gleichseitigen Dreiecke
zeichnen! Der Keim eines wohl vertrauten Fliesenpflasters beantwortet das ,,wa-
rum?’’ Weil die Ebene sich mit kongruenten Dreiecken pflastern 1df3t. Und darum
ist das so? Lassen wir es bei dieser Tatsache, die ja viel handgreiflicher ist als die
Winkelsumme im Dreieck!

Ein Neunjdhriger erzdhlt mir, er habe heute Nachmittag den Schatten gemessen.
»Es war 3 zu 9. | Was war 3 und was 9?” Er ist iiber die Frage ungehalten, denkt
aber doch nach und erkldrt, der Stock sei 3 und der Schatten 9 gewesen (vermut-
lich Dezimeter). Und wenn der Stock 6, 1,2 gewesen wire?

Es wird alles richtig beantwortet. Er hatte eigentlich auch den Winkel wissen
wollen. Zeichnen und dann messen. Aber eigentlich ausrechnen. Ich habe keinen
Winkelmesser und keinen Taschenrechner bei mir. Ich erzdhle etwas von Tafeln.
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Hinterdrein schamte ich mich. Ich hitte ihn das Dreieck zeichnen und ausschnei-
den lassen sollen. Und dann umlegen, bis ein rechter Winkel herauskam. Es geht
recht genau fiinfmal. Und dann um die Arbeit zu krénen, 90 durch 5 dividieren
lassen. So 1a3t man sich die schonsten Gelegenheiten entgehen.

Kinder und Mathematik — ja erwachsende Mathematik und keine erwachsene.

Grundschulmathematik in den Niederlanden

Schon Felix Klein hatte konstatiert, wie weit die Schulmathematik hinter der
mathematischen Forschung zurlickgeblieben war. In den sechziger Jahren, nach
dem Sputnikschock, wurde dieser Riickstand als Richtlinie zur Erneuerung des
Mathematikunterrichts aufgegriffen. International wurde propagiert, was man auf
Englisch New Math und in der Bundesrepublik — unzutreffend — Mengenlehre
nannte. Ein angeblicher hundertjahriger Riickstand sollte in ein paar Jahren ein-
geholt werden, nicht nur vom Gymnasium, sondern auch von Grundschule und
Kleinkindschule.

Die Niederlande waren — meine ich — das einzige Land, das nicht mitmachte.
Die ersten Fortbildungskurse zeigten, dafy die Grundschullehrer nicht imstande
waren, die sogen. Mengenlehre sinnvoll zu verarbeiten. Hinzu kam die Einsicht,
dafy der Mathematikunterricht nicht von oben her — Universitdt und Forschung —
bestimmt sein soll, sondern von der Umwelt, wie sie jeweils vom Schiiler erlebt
wird, der Umwelt des Alltags, aber auch des Spiels und des Marchens. Mathema-
tische Weltkunde — nennen wir es auch. Nicht Abstraktionen und Schemata
hoher Stufe hinuntertransponieren und — widersinnig — konkretisieren, sondern
das Kind selber den Weg zu Begriffen und Schemata finden lassen, ist der Sinn
des Wiskobas-Lehrplans.l)

Ich habe ausdriicklich zwei anspruchslose Beispiele ausgewihlt. Das Thema ‘Griifle
des Riesen’ (2.-3. Klasse) ist Glied einer jahrgangsubergreifenden Kette, ,,Verhilt-
nisse”, die auch schon in der Kleinkindschule anfingt und schlieBlich in der
Bruchrechnung endet, die der heute in der BRD iiblichen dadurch ganz und gar
nicht dhnelt.

(aus: Grundschule 3/1981, S. 100 ff.)

Unterrichtsbeispiel: Die Griife des Riesen

Die Folge besteht aus 6 Stunden:
1. die Hand des Riesen,

2. der Fuf} des Riesen,

3. merkwiirdige Fufspuren,

1) ,,Wiskobas” = Kleinkindschule in den Niederlanden. Der Lehrplan, dem das folgende Un-
terrichtsbeispiel entnommen ist, wurde von dem IOWO, dem niederldndischen Institut zur
Entwicklung des Mathematikunterrichts, in der Schulpraxis erarbeitet.
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4. die Zeitung des Riesen,
5. Fuf3stapfen im Schnee,
6. dem Riesen frieren die Hiande.

Wir geben hier auszugsweise die Stunden wieder.1)

Die Hand des Riesen

Ein Fenster der Klasse war offen. Auf der Tafel steht die Zeichnung einer gro3en
Hand. Es muf} ein Riese im Klassenzimmer gewesen sein.

Die Lehrerin erzdhlt die Geschichte vom Riesen Egbert. Er war fast der einzige
Riese auf der Welt, er fithlt sich einsam. Mit niemand konnte er sprechen. Mit
den Menschen? — dachte er. Sie wiirden sich dngstigen. Er war so hdlich — dach-
te er — mit den grofien Fiiflen ... (Abb. 4)

Ist das nicht eine Riesenhand?” | Ja”, sagt Johann, ,,ich habe noch niemals eine so
grofle Hand gesehen.” — | Ist er wohl gréfBer als ich™, fragt die Lehrerin. ,Ja si-
cher”. Aber warum? Sie wartet eine Weile, um nicht die Vorlauten ans Wort zu
lassen. Peggy darf antworten: ,,Die Hand ist viel grofer als Thre und darum ist
der Riese auch viel grofier.”

Wie grofy ist er? Viel Diskussion ... so grof3 wie die Klasse, wie ein Baum ... Die
Lehrerin meint etwas anderes. Sie bringt die Schiiler auf die Spur.

,,Guckt mal nach meiner Hand und der des Riesen. Vergleicht das mal.” Sie legt
ihre Hand neben die des Riesen, so daf} die unteren Rédnder auf gleicher Hohe
sind.

,,Drei mal so grofie Hinde wie Sie” sagt Hajo. Sie messen, und es ist ungefdhr
viermal.

Noch ein Wink der Lehrerin: | Weifst du nun, wie grofy der Riese ist? ... Kénnte er
zehnmal so grofd wie ich sein?”

,Nein”, sagen einige. Und Marcel: ,,Er wird wohl viermal so grofs wie die Leh-
rerin sein, denn seine Hand ist viermal so grof3.”

,,Konnte der Riese Egbert wohl lings in der Klasse liegen? Wie stellen wir das
fest?”

Allerlei Vorschlige. Man beschlieBt, mit einer Schnur die Lehrerin zu messen.
Dann wird eine viermal so lange Schnur abgeschnitten und auf den Fufiboden
gelegt. Sie pafit etwas schriig in das Klassenzimmer.

Schlieflich schreiben die Kinder dem Riesen einen Brief: | Wir denken, du bist
so lang wie diese Schnur.”

1) Verfasser: Hans ter Heege und Ed de Moor, erstmals verdffentlicht in ,,Grundschule”
3/1981, S 107 ff.
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Der Fuf des Riesen

Am nichsten Tage steht Egberts Antwort an der Tafel.

,,Liebe Kinder!
Ja, ich bin ein Riese. Ich bin so grofs wie eure Schnur. Findet ihr das nicht
schlimm? Habt ihr Angst? Es fillt mir im Menschland nicht leicht.

Egbert.”

,Warum fillt es ihm nicht leicht?” Die Schiiler zdhlen allerlei auf. Die Lehrerin
gibt Anregungen: ,,Wo kann der Riese wohl laufen und wo nicht? Wieviele Brot-
chen if3t er, wenn er Hunger hat?”

Friedrich meint, dafd er mit seinen groflen Fiifien leicht Dinge zerstort. Die Lehre-
rin geht darauf ein: ,,Wie grof ist wohl Egberts Schuh?”

Sie gibt den Schiilern ein Stiick Papier (Tapete), auf dem sie Egberts Schuhab-
druck zeichnen sollen. Wieder ein Wink: , Wéren die Schuhe wohl so grofy wie
meine?”’

So kommt Hajo auf den Gedanken, den Schuh der Lehrerin aufzunehmen. Sie
muf} sich mit einem Fuf} auf das Tapetenpapier stellen. Mit Strichen deuten die
Schiiler viermal die Schuhlidnge an. Ein Problem erhebt sich: Es sind fiinf Striche,
aber der Abstand zwischen erstem und fiinftem ist viermal so grofd wie der Schuh-
abdruck der Lehrerin.

Aber wie sieht der Schuh des Riesen aus? In Gruppen arbeiten sie weiter. Sie be-
nutzten Schuhe und Turnschuhe der Lehrerin. Die meisten iibernehmen nur die
Linge und zeichnen dann aufs Augenmafd weiter.

,,Wie breit ist der Riesenschuh denn?” Mariechens Gruppe hat daran gedacht.
,,Viermal so breit wie der der Lehrerin.”

Die meisten Gruppen miissen ihre Zeichnungen dem anpassen. ,,Welcher Abdruck
ist nun der beste?”” Es wird einer gewéhlt.

Eine neue Frage:  Wieviele von meinen Sohlen passen in Egberts Sohle?” Die
erste Reaktion ist: vier. Aber schon zdgern sie. Sie glauben es selbst nicht. Man
sieht ja, dafy das nicht stimmt.

Marcel sagt ,,zwOlf” und erkldrt es: vier so (in der Lénge), vier so (in der Brei-
te), das sind acht, und dann noch in den Ecken. Zwolf zusammen. Marcel zeigt
an der Tafel, was er meint. Der Lehrerin geféllt es, weil Marcel implizit erklart,
dafl es sich um Flacheninhalt handelt. Er spricht von Ecken und fiillt sie mit je
einem Abdruck, was zu wenig ist. So wird auch aus der Klasse reagiert. Zur Kon-
trolle fiigt man den Schuh der Lehrerin in die Ecken, und es bleibt viel Platz.

Die Lehrerin sagt: ,,... vier Schuhe in einer Reihe.” Sie zeigt auf die Linge.
... Und wieviele Reihen kann ich machen?”” Sie denkt ‘wer sagt: vier mal vier?’.
Es gelingt nicht. Sie 1d3t Reihen von Schuhabdrucken zeichnen.

Nun sehen sie es: zwei Reihen: 4 + 4 = 8. Nochmal zwei Reihen: 8 + 8 = 16.
So ist es: 16.
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Die Lehrerin schaut herum. Viele Gesichter scheinen zu verraten, daf man es ver-
standen hat, aber sie ist dessen nicht sicher. Doch fahrt sie nicht fort. Sie denkt,
es gibt noch genug Moglichkeiten; wer es nicht verstanden hat, findet eine andere
Gelegenheit.

Merkwiirdige Fuf3spuren

Der Bicker hat im Garten merkwiirdige Fufispuren entdeckt. Er ist erschrocken.
Er hat die Zeitung angerufen. Ein Berichterstatter kam. So gerieten ein Photo
und eine Geschichte in die Zeitung (Abb. 7).

Ein Arbeitsbogen:

Wieviele Leute liefen durch den Garten?

Wer weifs mehr zu erzihlen?

Von wem sind die Spuren?

Wer war zuerst im Garten?

Vielleicht der Riese?

Welcher Fu3stapfen fehlt, ein rechter oder linker?
Wo konnte er sein?

Es bildet sich schnell die Meinung, der Riese se1 im Garten gewesen. Die Fuf}-
stapfen des Journalisten sind auf dem ,,Photo” noch zu sehen. Aber — so denken
einige — sind auf dem Photo nicht Abdriicke aus einer Nahaufnahme (grofie
Abdrucke) und einer Fernaufnahme (kleine Abdrucke)?

Eduard: Da sind die des Berichterstatters und da auch. Er zeigt nach links unten
und rechts oben. Sind das dieselben? Man kann sich nicht einigen.

Die Lehrerin greift ein. Sie 143t Jeannette erkldren, warum es nicht dieselben sei-
en. Jeannette sagt, die des Journalisten seien kleiner.

Sehr viele Kinder verstehen es. Sie geben an, daf} es vier Arten von Fufistapfen
sind.

», ... YOn wem konnte der stammen?...
Die Lehrerin zeigt einen mittelgrofien.
Zwei Antworten: ein Riesenkind ... der Bécker.

Die Lehrerin: ,Ja, es ist der Sohn des Riesen. Und wie gro3 wire der wohl?”
Eine schwierige Frage, die auf die erste Stunde zuriickgreift. Aber Marcel weif3
es: ,,Ich denke, doppelt so gro wie ein Mensch. Seht mal, der Schuh.”

ER)

Ja — denken die Kinder — das ist ja wie mit der Hand. Die Lehrerin 14f3t nun die
Fufdabdrucke des Riesen rot und die seines Sohnes griin ausmalen.

,,uUnd die anderen, was wiren die wohl?”

Sie sind kaum grofier als die des Berichterstatters.

,,Der Bécker entdeckte sie, als er zum Hithnerstall lief.”
Ja, das ist klar. ,,Male die mal gelb.”
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Die Spuren sind identifiziert. Die Lehrerin verteilt Karten, jedem Kind vier. Die
Kinder sollen die Namen darauf schreiben: Berichterstatter, Riese Egbert, sein
Sohn, Bicker.

,,Wer war zuerst im Garten, wer dann, wer danach? Legt die Karten aufeinander.
Unten die dessen, der zuerst da war.”
Die Kinder kénnen aus der Geschichte und dem Photo Schliisse ziehen.

Die Stunde wird fortgesetzt mit Diskussionen iiber linke und rechte Schuhe. Auf
der Folie werden sie mit ‘I’ und ‘r’ angegeben.

Ein Spiel: Ein Kind verldfdt das Klassenzimmer, zeichnet auf Papier seinen Fuf3-
umfang, kommt zuriick und fragt: | Ist es mein rechter oder linker Fufy”?

Auf dem ,Photo” scheint ein Abdruck zu fehlen. ,,Wo ist er geblieben?” Die
Schrittlinge des Riesensohns ergibt es: ein rechter Fufabdruck des Sohnes fehlt.

Die Riesenzeitung

Der Riese hat gehort, dafy in der Zeitung liber ihn geschrieben wurde. Kann er die
Zeitung wohl lesen? Er ist neugierig, aber die Zeitung ist doch viel zu klein.

,,»Ja, er kann lesen” sagen die Kinder. ,,Er kann ja auch schreiben.”

,,Wie grofy miiite die Zeitung des Riesen wohl sein?” Die Lehrerin gibt an, daf} sie
eine Seite meint.

,,50 grofy”’, sagt Michiel mit ausgestreckten Armen.

,,Oder grofder?”, fragt die Lehrerin.

,,Ja, vielleicht.”

,,Die Riesenzeitung mufd viermal so grofd wie unsere sein’’, sagt Willemien.

Die Kinder finden es eine gute Idee. Sie schneiden vier Zeitungen zurecht und
legen sie nebeneinander auf den Fufboden (Abb. 8).

Da stimmt etwas nicht. Sie versuchen es, indem sie zweimal zwei Seiten unter-
einander legen (Abb. 9).

Verwirrte Diskussionen. Es wird hoffnungslos. Die Lehrerin greift ein. ,,Egbert ist
viermal so lang wie ich. Also ist die Zeitung ...”

,,Auch vier mal so lang”, sagt Johannes.

Es hilft nicht.

Pl6otzlich kommt Willemien die Erleuchtung: ,,Wir brauchen auch vier Zeitungen

9

SO.

Es ziindet. Schnell filhrt man es aus. Die Uberraschung ist grof?. Da liegt nun eine
Zeitung aus vier mal vier Menschenzeitungen (Abb. 10)

,,Wieviele Menschenzeitungen brauchen wir?”’

,,Sechzehn’, das ist klar, obwohl eines der Kinder im Widerspruch zur anfing-
lichen Verabredung zeigt, wie man es mit acht auseinandergefalteten Zeitungen
schafft.
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Fugstapfen im Schnee

Es hat geschneit. Der Berichterstatter hat Fuf3spuren des Riesen im Schnee ent-
deckt. Fufdstapfen des Bickers und des Riesen hinter dem Hause des Bickers.
Wieder ein Photo in der Zeitung — als Arbeitsbogen (Abb. 11).

Die Lehrerin verteilt die Arbeitsbldtter:
,,Wie viele Schritte brauchte der Riese vom Baum zum Hause des Bickers? Wie-
viele brauchte der Biacker?”

Auf dem Photo sind es drei bzw. filnfzehn. Die Lehrerin erzdhlt: ,,Der Biacker war
auf dem Wege von seinem Haus zu dem des Riesen, um einen Kuchen zu bringen.
Der Riese brauchte 18 Schritte von seinem Hause zu dem des Bickers.”

Sie fragt: , Wieviele Schritte brauchte der Bidcker von seinem Hause zu dem des
Riesen?”

Zwei Hilfsmittel werden zur Losung dieser schwierigen Aufgabe gebraucht.
Erstens eine Tabelle an der Tafel:

Egbert 3 6 9 12 15 18

Bicker 15

Zweitens die Zahlengerade mit zwei Skalen:

Riese 3 6 9 12 15

Bécker 15

Der Bicker braucht immer 15 Schritte, wo der Riese es mit drei schafft. Die An-
zahl der Schritte des Bickers wird so aus der des Riesen aufgebaut. Ahnlich ge-
schieht es mit denen des Riesensohnes:

Riese 3 6 9 12 15

Sohn 6

Die Verhiltnisse werden wieder dem ,,Photo” entnommen.

Nach dieser Rechnerei findet die Lehrerin, da} Abstdnde und Schritte noch an-
dersartig behandelt werden konnen. Sie sagt: ,,Der Bicker brauchte 15 Schritte
von seinem Haus zum Baum. Sieh mal! Wie weit ist der Baum wohl vom Hause?”

Natiirlich raten die Kinder erst, aber wenn die Lehrerin fragt: Konnten es wohl
hundert Meter sein?”’, fangen sie an zu zweifeln.

Annemieke sagt iiberzeugt: ,,Der Bicker schafft in 15 Schritten sicher nicht hun-
dert Meter.”
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,,Wieviel dann?”

,,Messen, Fraulein.”

Die Lehrerin schreitet. ,,Ich mache fiinf Schritte. Wieviel ist das?”

Die Kinder messen mit dem Tafellineal. Es sind ungefihr 2.60 m. Aber da der
Bicker grofer ist als die Lehrerin, werden seine Schritte wohl lidnger sein. Man
verabredet, daB fiinf Schritte des Béckers drei Meter sind. Wieder eine Tabelle an
der Tafel:

Schritte 5 10 15

Meter 3

Es endet natiirlich mit der Frage nach dem Abstand zwischen den Hédusern des
Béckers und des Riesen.

Dem Riesen frieren die Hinde

Es ist Winter, es liegt Schnee. Der Riese Egbert friert. Er sollte eigentlich Faust-
handschuhe fiir seine kalten Hinde haben miissen.
Wie grofs wiren die wohl?

Die Lehrerin ist neugierig, ob die Losung den Kindern gelingt. Bei Schuh und Zei-
tung ist dasselbe Problem schon gestellt worden. Die Zahl 4 schwebt auf der
Zunge, aber inzwischen haben sie auch etwas gelernt.

Die Lehrerin zeichnet eine Hand auf die Tafel. (Abb. 12) Einige Finger erheben
sich. Simona: ,,Vier neben und vier untereinander.”

Es macht doch Schwierigkeiten. SchlieBlich steht eine Zeichnung an der Tafel
(AbbD. 13).

Vier Reihen von vier gibt 16. Die Lehrerin fahrt fort. ,,Meine Mutter strickte ei-
nen Fausthandschuh fiir mich. Es dauerte eine Stunde. Wie lange wird es dauern,
wenn sie fiir den Riesen strickt?” Sie zeigt auf einen Handschuh und sagt ,,eine
Stunde”.

Die Kinder protestieren. 16 Stunden — das geht nicht; dann ist es mitten in der
Nacht.

Die Lehrerin geht darauf ein. ,,Meine Mutter strickt vier Stunden pro Tag. Wie-
viele Tage sind das?”’

Wieder wird die Zahlengerade und die Tabelle herangezogen.

Tage 1 2

Stunden 4 8 16 32
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Die Lehrerin fihrt fort: ,,Zu einem Paar Fausthandschuhe fiir mich braucht meine
Mutter einen Kniuel Wolle.” Sie schreibt an die Tafel:

Kniuel 1

Fausthandschuhe 2 16 32

,,Wieviele meiner Fausthandschuhe passen in den des Riesen? Und zwei Riesen-
handschuhe? Rechnet nun aus, wieviel Knduel Wolle sie braucht!”’

Dieses Thema lidf3t sich beliebig variieren. Zwei Knduel Wolle fiir 10 Mark; wieviel
kosten die 16 fiir die Riesenhandschuhe?

Mit Verdoppelung:

Kniuel 2 4 6 10 16

Mark 10 20 30 50 80

oder mit Addition

Kniuel 2 4 8

Mark 10 20 40

oder mit der Fiinferfolge

Kniuel 2 1 3| . 6 10
Mark 10 5 15 .. 30 50

Addieren und Subtrahieren mit dem Abakus

In der ersten Phase unserer Unterrichtsversuche wurde der Abakus!) verwendet,
um das Zihlen und das Einwechseln konkret zu begleiten; kleine Additionen und
Subtraktionen wurden ausgefiihrt. In der zweiten Phase bleibt das ein mehr spie-
lerischer Unterstrom, widhrend der Oberstrom stirker gefiihrt wird.

1) Verfasser Wiskobas-Team, Kleinkindschule. Man benutzte den Biigelabakus mit 20 Per-
len pro Biigel. Bezugsquelle in der Bundesrepublik Deutschland: Fa. Busyma, Postfach 1260,
7060 Schorndorf — ,,Grof3e Rechenmaschine’ Nr. 6892
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1. Einleitung

Die gewdhlte Methode ld3t sich als gefiihrte progressive Schematisierung charak-
terisieren. Eine Rechenweise wird hier als Resultat eines langen Prozesses be-
trachtet, wie er sich in der Geschichte unter Teilnahme vieler Kulturen vollzogen
hat. Vom Schiiler wird er beschleunigt wiederholt.

Grob gesagt: Das Steinchenlegen wird durch das Perlenschieben am Abakus er-
setzt, und das wieder durch immer mehr schematisiertes Notieren auf dem Pa-
pier.

Die Schiiler entwickeln im Prinzip selbstdndig in ihrem eigenen Tempo und auf ih-
rem eigenen Niveau Rechenweisen, die immer stdrker schematisiert werden. Die
Differenzierung ist also eingebaut. Man kann von Niveaus der Verkiirzung reden;
ein folgendes bedeutet eine kiirzere, also schnellere Methode. Es lif3t sich beim
progressiven Schematisieren sowohl spontane wie gefiihrte Tétigkeit feststellen.
Fiihrt der Lehrer, so kontrolliert er die Tatigkeiten besser. Laf3t er den Schiiler
spontan handeln, so vollziehen sich freie Niveauerh6hungen.

Bei Gruppen von etwa 30 Schiilern st63t man ohne Fiihrung auf Schwierigkeiten.
Nach drei bis vier Monaten konnen die Schiiler schriftlich addieren und subtra-
hieren. Wohl gibt es da Tempo- und Niveau-Unterschiede, aber alle kdnnen es,
wenn auch dieser noch den Abakus und jener noch Stellenwertkarten als Hilfs-
mittel braucht.

Da der Abakus nur dann gut funktioniert, wenn die Aufgabe sich nicht ander-
weitig (aus dem Kopf, auf der Zahlengeraden) 16sen 1dBt, wird in der zweiten
Phase fast nur mit Zahlen zwischen 100 und 1000 gearbeitet. Das Folgende gibt
Erfahrungen in Schulen in Arnheim und Hilversum wieder.

2. Addieren

2.1. Nach den Sommerferien kommen die Schiiler ins 3. Schuljahr. Vorldufig
wird nur das schriftliche Addieren unterrichtet. Mit dem schriftlichen Abziehen
wartet man noch, um die Schiiler beim Einwechseln nicht zu verwirren. Insbe-
sondere die schwicheren miissen davor behiitet werden. Andersartiges Abziehen
findet natiirlich wohl statt.

Die Aufgaben werden angeschrieben. Etwa A
B & £1
/ + 5+ - 3
> o3 $2% 1
3 il 3 =
32 128
=33 —% ==

\L!
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Noch zwei allgemeine Bemerkungen:

2.2. Die Schiiler miissen von Anfang an regelmifdig Ubungsspiele (etwa 10 Minu-
ten) zur Automatisierung der Additionen und Subtraktionen bis 20 treiben. Die-
se Spiele sind notig, um schnell am Abakus und auf der Stellenwertkarte zu
rechnen. In diesen 10 Minuten wird auch das Einmaleins geiibt. Die einzelnen
Perioden des Rechnens mit Abakus und Stellenwertkarte sollen kurz sein (etwa
20 Minuten). Es werden sonst zuviele Fliichtigkeitsfehler gemacht.

2.3. Beim Lernen der schriftlichen Addition kénnen wir grob acht Schritte unter-
scheiden:

Schritt 1

83
44+

nach Addition nach Einwechseln

Die Schiiler rechnen alles am Abakus und schreiben das Ergebnis hinterdrein auf.

Schritt 2

Saskia sagt

— erst habe ich 438 gemacht,

— dann 256 hinzu

— 14 Perlen waren auf dem ersten Biigel,

— 10 habe ich fiir einen Zehner eingetauscht
— fertig: 694

Wieder am Abakus rechnen und das Ergebnis aufschreiben. Das Verbalisieren ist
nun wichtig. Wenn von Schritt 6 an nur mit der Stellenwertkarte gearbeitet wird,
unterstiitzt das Verbalisieren die Vorstellung der Handlung am Abakus.

Die ersten zwei Schritte dauern etwa drei Wochen (2 bis 3 mal 20 Minuten pro
Woche).
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Schritt 3
ST
S bl
gi= { Tg
i
Am Abakus ausrechnen. Verbalisieren.
Anschreiben mit Stellenwertlinien. Es
braucht eine Stunde. Die Schiiler sollen
vom Abakus aus zur nebenstehenden
Schreibweise kommen.
Schritt 4

Lehrer(in) und Schiiler filhren dieselben Handlungen aus. Jeder rechnet eine Auf-
gabe am Abakus. Die Schiiler verbalisieren. Der Lehrer schreibt es an; wenn no-
tig, verlangt er eine klarere Formulierung. Die Schiiler schreiben es mit allen Zwi-
schenschritten von der Tafel ab.

Schritt 5

Es wird am Abakus gerechnet. Die Schiiler schreiben alle Schritte selber auf, ohne
Lehrerhilfe. Hinterdrein wird die Schiilerarbeit vor der Tafel kontrolliert.

Die Schritte 4 bis 5 geschehen in ein bis zwei Perioden. Von nun an machen die
Schiiler tdglich 5 Additionen (20 Minuten). Der Lehrer hilft mit Fehleranalyse.

Schritt 6

Die Schiiler notieren selber gleich auf
7‘5[; der Stellenwertkarte ohne Abakus. Er
i3 ist wohl noch verfiigbar, wird aber
JII:F nicht verwendet.
g
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Schritt 7

Die Aufgabe wird waagerecht aufge-
schrieben.

.fléf- f:’j:‘

Schritt 8

Groflere Zahlen motivieren stark.

23464+5674 =

z]3l4|614

‘5‘57.1. +
A
2l

10|13\
138

2.4. Nach sechs Wochen ist die Addition erledigt. Die Schiiler machen etwa 20
Aufgaben in einer halben Stunde. Fehler sind selten. Verkiirzungen kommen
allmahlich zustande.
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Kommen dann Fehler vor, so fordere man, daf} alle Schritte am Abakus ausge-
fiihrt werden.

Nach den ersten 6-7 Wochen fahren die Schiiler fort mit groflen Zahlen (je 5 bis
10 Aufgaben, 1-2 mal pro Woche).

3. Subtrahieren

Es ist den Schiilern von frither bekannt, wie man Zahlen am Abakus verschieden-
artig darstellt.

Schritt 1

Ausrechnen am Abakus. Nur einmal Einwechseln. Keine Nullen. Rechts anfangen,
bei den Einern.

Schritt 2

Am Abakus ausrechnen. Antwort aufschreiben. Die Handlung verbalisieren.

Schritt 3

Nach zwei Wochen. die Schreibweise wird eingefiihrt. Da miissen Verabredungen
getroffen werden. Verschiedene Méglichkeiten:

a) ra‘yi'a; Jif-’ s‘| b) 3‘3'eJ c)
VAP #4,_’(\_— 7l 1=
T [zl S
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Schritt 4

3 3'/3

HHn

215

3 43

Mit dem Abakus vor der Tafel ausrechnen. Dort wird angeschrieben. Die Schiiler

schreiben mit.

Schritt 5
7lzl7 |
HeA T
3 $ 2 §
2]913 4
£33
7127

Die Schiiler rechnen am Abakus und schreiben es hinterdrein auf die Stellenwert-
karte. Der Lehrer greift nachher zur Kontrolle und Verbalisierung ein.

Schritt 6

Vier Wochen nach Beginn. Die Schiiler machen 5 Aufgaben pro Tag in 20 Minu-

ten. Individuelle Lehrerhilfe durch Fehleranalyse.
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Schritt 7
n—p
- —r
:
+237 ez 4
EF Y 7%

Aufgaben, in denen zweimal eingewechselt wird. Zunédchst wird nur am Abakus
gerechnet.

Schritt 8

i bversiom arnhowm:

6111~
7\ /4
71214
fd1&]—

Schritte 3, 4, S wiederholt, nun aber mit zweimal Eintauschen.

Schritt 9

Sechs Wochen nach Beginn: Aufgaben mit ein und zwei Einwechselungen durch-
einander. Jedesmal 5 Aufgaben. Addieren und Subtrahieren an verschiedenen
Tagen.
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Schritt 10
406
2i7-
—> —
i &6 3 916

Eine neue Kategorie: Nullen im Minuenden. Am Abakus arbeiten und verbali-
sieren.

Schritt 11

Schritte 3, 4, 5 werden mit mehreren Nullen im Minuenden wiederholt.

Schritt 12

Alle Typen durcheinander. Immer Perioden von 20 Minuten.




