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Einleitung

»Mostly school books are very formal oriented and
this is a perfect match for pupils with a preference for
the anaytic thinking style. This also means that those
students have an advantage, because they perhaps
better fit in this formal way of learning and teaching
mathematics than the visual thinkers.”

(Borromeo Ferri 2015, S.163)

Die Bedeutung der Mathematik liegt nicht nur in ihrer Funktion als Sprache fir
Wissenschaften wie Physik und Chemie, sondern auch in ihrer grundlegenden
Struktur einer regelgeleiteten und logischen Disziplin. Doch besonders in der
Sekundarstufe | polarisiert das Fach wie kein zweites (vgl. Henn/ Kaiser 2001).
Schiilerinnen und Schiler lieben es oder sie hassen es, eher selten findet sich
eine neutrale Einstellung zur Mathematik.

Eine mogliche Erklarung kénnte hierbei die Theorie der Denkstile liefern, die
Schilerinnen und Schiilern Praferenzen fir eine bestimmte Art und Weise Din-
ge zu tun zuschreibt. Und auch wenn sich das von Sternberg etablierte Kon-
strukt des Denkstils auf alle Bereiche des Lebens bezieht, zeigt die mathema-
tikdidaktische Forschung, dass dariber hinaus in der Mathematik mathematik-
spezifische Praferenzen existieren, die die Art Inhalte zu verstehen und Prob-
leme zu l6sen pragt (vgl. Burton 1997; Schwank 2003; Borromeo Ferri 2004).

Doch welchen Einfluss kann dies fir die Schule und ihre Akteure haben?

Insbesondere die Forschung von Borromeo Ferri auf dem Gebiet der ma-
thematischen Denkstile und ihre Unterscheidung zwischen analytischem,
integriertem und visuellem Denkstil macht deutlich, welchen Einfluss der
Denkstil auf das Mathematiktreiben von Schiilerinnen und Schilern der

Sekundarstufe hat. So konnte sie nachweisen, dass Schilerinnen und
Xl
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Schiler mit unterschiedlichem Denkstil ihren Fokus bei der Bearbeitung
von Modellierungsaufgaben auf unterschiedliche Phasen des Modellie-

rungsprozesses legen (vgl. Borromeo Ferri 2010).

Fir die Lehrperson bedeutet dies, dass sie ihren Mathematikunterricht
bewusst gestalten miissen, um so alle Schiilerinnen und Schiler gleich-
ermafien zu unterrichten. Borromeo Ferri konnte ebenfalls zeigen, dass
insbesondere der analytische und der visuelle Denkstil der Lehrperson
die Art der Hilfestellung sowie die Art der Gespréachsfiihrung innerhalb

der Losungsdiskussion pragen (vgl. Borromeo Ferri 2012).

Fir den Unterricht bedeutet dies, dass Lehrpersonen fir ihren eigenen
Denkstil sensibilisiert sein miissen, um so auf die unterschiedlichen Be-
diirfnisse von Schiilerinnen und Schiilern mit unterschiedlichem Denkstil
eingehen zu kénnen. Dabei beschrankt sich die Sensibilisierung nicht nur
auf das eigene Lehrerhandeln und den damit verbundenen Verhaltens-
weisen, sondern genauso auf die Auswahl von Aufgaben. Denn die Folge-
rung aus den oben genannten Ergebnissen von Borromeo Ferris Untersu-
chung des Modellierungsprozesses legt nahe, dass auftretende Schwie-
rigkeiten der Schiilerinnen und Schiiler in ihrer Bearbeitung in Abhangig-
keit des Denkstils ebenfalls in unterschiedlichen Phasen des Modellie-

rungsprozesses auftreten.

Doch gerade in Bezug auf Aufgaben im Mathematikunterricht stellt sich die
Frage, wie Schiilerinnen und Schiiler Aufgaben bearbeiten, die in ihrer Bearbei-
tung weniger offen sind als Modellierungsaufgaben, insbesondere solche Auf-

gaben, deren Bearbeitung einen Losungsweg vorgeben. Dabei umfassen Aufga-
Xl
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ben mit vorgegebenem Lésungsweg in diesem Kontext sowohl Aufgaben, die
eine explizite Arbeitsanweisung beinhalten, aber auch solche, deren Problem-
stellung mithilfe einer spezifischen Bearbeitungsweise leichter zu |6sen ist bzw.
diese sogar erfordern. Doch auch wenn verschiedene Studien darauf verwei-
sen, dass es Aufgaben gibt, deren Bearbeitung einen bestimmten Denkstil na-
helegt, so ist bislang nicht untersucht, wie Schilerinnen und Schiiler mit Aufga-
ben umgehen, die eine Bearbeitung erfordern, die nicht ihrer bevorzugten Art
des Denkens entspricht. Die grundlegenden Fragen in dieser Arbeit sind dem-

entsprechend:

- Wie empfinden Schiilerinnen und Schiler Aufgaben, die eine Bearbei-
tung erfordern, die nicht ihrem Denkstil entspricht?

- Welche Losungsstrategien wenden Schiilerinnen und Schiiler an,
wenn sie Aufgaben bearbeiten, die nicht ihrem Denkstil entsprechen?

- Inwiefern sind Unterschiede zwischen Schilerinnen und Schilern mit
analytischem oder visuellem Denkstil in den zuvor genannten Fragen

beobachtbar?

Mit der vorliegenden Arbeit wird ebendiesen Fragen nachgegangen, um auf
diese Weise dafir zu sensibilisieren, inwiefern Schilerinnen und Schiler
Schwierigkeiten mit Aufgaben haben, die nicht ihrem Denkstil entsprechen. Ei-
ne entsprechende Sensibilitat fir die Auswahl und den Einsatz von Aufgaben

scheint dabei essentiell in Anbetracht einer fairen Leistungsmessung.

Xl
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Die Arbeit gliedert sich in drei Teile:

Im theoretischen Teil dieser Arbeit werden in Kapitel 1 zunachst die grundle-
genden Begriffe und das hier vorliegende Verstandnis von Denken, den spezifi-
schen Eigenheiten des mathematischen Denkens sowie des Denkstils dargelegt.
Dabei wird aus kognitionspsychologischer Perspektive der Begriff des Denkens
zunachst grundsatzlich erklart und auf seine Untergliederung in logisches
SchlieRen, Wahrscheinlichkeitsurteile, kreatives Denken und Problemldsen ein-
gegangen. Von der grundsatzlichen Unterteilung des Begriffs ist das mathema-
tische Denken abzugrenzen, das in der Mathematikdidaktik als spezifische Art
des Denkens verstanden wird und Einfluss auf die kognitiven Prozesse hat. Das
Kapitel schlieRt mit der kognitionspsychologischen Perspektive auf den Denk-
stil.

In Kapitel 2 wird ein grundlegender Uberblick iber die unterschiedlichen Mo-
delle zur Beschreibung des mathematischen Denkstils gegeben, wobei die un-
terschiedlichen Modelle grundsatzlich nach ihrem Aufbau differenziert werden.
Auf diese Weise werden trichotome Modelle mit ihrer Unterteilung in drei ver-
schiedene mathematische Denkstile von Gegensatzmodellen, hier ausgefiihrt
an Skemps Modell, und schlieflich Mehrdimensionenmodellen unterschieden.
Die vorliegende Studie stiitzt sich hierbei auf Borromeo Ferris Mehrdimensio-
nenmodell, das mit den Kombinationen seiner beiden Dimensionen schlussend-
lich drei Denkstile hervorbringt.

Der Uberblick iber verschiedene Studien zum Denkstil sowie zum mathemati-
schen Denkstil wird in Kapitel 3 dargestellt, ebenso wie die Gegenliberstellung
der Bearbeitung einer Mathematikaufgabe in den beiden Denkstilen analytisch
und visuell. AbschlieBend wird in Kapitel 3 das Forschungsdesiderat herausge-
stellt, das sich auf das Bearbeitungsverhalten von Schiilern bezieht, die Aufga-

ben mit inhdrentem Denkstil 16sen.
XIV



Dissertation Michaela Camin

Entsprechend wird in Kapitel 4 die Bedeutung von Aufgaben fiir den Mathema-
tikunterricht hervorgehoben sowie verschiedene Analysemodelle auf die Ana-

lyse des inharenten Denkstils hin untersucht.

Im zweiten Teil der Arbeit werden die Methodologie und das Design der Studie
offengelegt.

Dabei werden in Kapitel 5.1. zunachst die Forschungsfragen ausgefiihrt, die fur
das Design der Studie richtungsweisend waren. Die Verortung in der For-
schungstheorie erfolgt anschlieBend in Kapitel 5.2.

Die unterschiedlichen Teile des hier entwickelten Fragebogens werden in den
folgenden Kapiteln genauer dargelegt. Hierbei wird in Kapitel 5.3. zunachst auf
die Erhebung des Denkstils mittels des von Borromeo Ferri entwickelten Tests
zur Erhebung des Denkstils (vgl. Borromeo Ferri 2012) eingegangen, wahrend in
den Abschnitten des Kapitels 5.4. die Aufgaben des Fragebogens analysiert
werden. Die Analyse erfolgt dabei in drei Schritten, zunachst werden die Auf-
gaben auf ihre Bearbeitungsschritte hin analysiert, um so sicherzustellen, dass
die Aufgaben vergleichbar sind zu denen, deren Bearbeitungen den jeweils an-
deren Denkstil nahelegen. AnschlieRend wird herausgearbeitet, warum es sich
bei den Aufgaben um solche handelt, die zur Lésung einen bestimmten Denkstil
nahelegen, und schlussendlich werden die Aufgaben auf ihren Inhaltsbereich
hin untersucht. Kapitel 5.6. bezieht sich auf die begleitenden Fragen, die neben
den Aufgaben einen weiteren Teil des Fragebogens bilden, wahrend die beiden
nachfolgenden Kapitel die Stichprobe und die Durchfiihrung sowie die Auswer-
tungsrichtlinien offenlegt.

Der dritte Teil der vorliegenden Studie bezieht sich auf die Ergebnisse, wobei
diese in Kapitel 6 zunachst ausfiihrlich dargestellt werden. In Abschnitt 6.1.

wird entsprechend der Vergleich zwischen Schiilerinnen und Schiilern mit ana-
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lytischem Denkstil und solchen mit visuellem Denkstil anhand der statistischen
Daten zur Korrektheit der Losungen sowie die des Aufgabenempfindens darge-
legt. Anschlieend verdeutlichen die Ausflihrungen einiger Fallbeispiele die Un-
terschiede der in dieser Studie identifizierten Bearbeitungstypen.

Kapitel 7 enthalt neben der Zusammenfassung der Untersuchungsergebnisse
Ansatze fir die weitere Forschung und verweist weiterhin auf die Bedeutung

dieser Arbeit fur die Schulpraxis.
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1. Grundlegende Begriffsbestimmungen aus kognitionspsychologischer
Perspektive und ihre Bedeutung fiir die Mathematik

,[Mathematical thinking] is mathematical not because it is
thinking about mathematics but because the operations on
which it relies are mathematical operations. Its field of ap-
plication is general.”

(Burton 1984, S. 36)

Mit dem Fokus dieser Arbeit die Aufgabenbearbeitungen von Schiilerinnen und
Schilern® in Bezug auf ihr Denken, genauer ihres Denkstils, hin zu analysieren,
ist zunachst die Frage verbunden, welche Aspekte des Denkens allgemein spezi-
fische Problemldseprozesse beeinflussen. Aus dieser Perspektive ergibt sich
damit die Notwendigkeit, zunachst einige Grundbegriffe der Kognitionspsycho-
logie und ihre Auffassung in der hier vorliegenden Arbeit darzulegen. Dabei
sind hier die Begriffe Lernen, vor allem aber Denken und Problemlésen von
zentraler Bedeutung, beziglich derer in der Literatur eine Vielzahl unterschied-
licher Auffassungen existiert (vgl. Beller/ Bender 2010; Hussy 1984; Eysenck
1993).

Beispielsweise beschreiben Friedrich & Mandl Denken ganz allgemein als ein
Prozess, bei dem vorhandenes Wissen, unter Einbezug neuer Erkenntnisse, in
neue Sinnzusammenhdange gebracht wird. Sie grenzen davon Problemldsen als
dasjenige Denken ab, das sich auf ein konkretes Ziel richtet, fiir welches keine
Handlungsroutinen vorliegen (vgl. Friedrich/ Mandl 1992, S.4ff). Die vorange-
stellten Definitionen von Denken und Problemlésen scheinen zwar zunachst
umfassend die beiden Begriffe zu beschreiben, doch insbesondere in Bezug auf
die Abgrenzung zu dem Begriff Lernen, der ebenfalls als ,,Erwerb und Verdnde-
rung von Wissen und Fertigkeiten” (Friedrich/ Mand| 1992, S.5) aufgefasst wird,
offenbaren sich Uberschneidungen.

Dementsprechend wird sich in den folgenden Abschnitten zunachst um eine
detailliertere kognitionspsychologische Beschreibung des Denkens mit seinen
grundlegenden Teilaspekten bemiiht. Weiterhin soll in den anschliefenden Ab-
schnitten die fur die vorliegende Studie bedeutenden Begriffe des mathemati-

im Folgenden wird zur besseren Lesbarkeit der geschlechtsspezifische Ausdruck ,Schiiler”
stellvertretend fir ,,Schilerinnen und Schiler” verwendet.
1
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schen Denkens ausgefiihrt sowie das grundsatzliche Verstandnis von Denkstilen
aufgebaut werden.

1.1. Denken

Der Gebrauch des Begriffs Denken geht haufig auf ein intuitives Verstandnis
zuriick. Dabei fallt es im Allgemeinen nicht schwer den Begriff richtig zu ver-
wenden und bestimmte kognitive Tatigkeiten dem Denken zuzuschreiben
bzw. jene Tatigkeiten zu identifizieren, die nicht dem klassischen Denkbegriff
zuzuordnen sind. Wird jedoch nach einer Definition von Denken gefragt, so
fallt dies haufig schwer. Deshalb soll an dieser Stelle der Arbeit zunachst der
Versuch unternommen werden, zu klaren, was in der vorliegenden Studie
unter Denken zu verstehen ist. Hierzu wird sich auf eine Vielzahl unterschied-
licher Quellen gestitzt (Funke 2006; Graumann 1971), die das Konstrukt
Denken allgemein aus kognitionspsychologischer Perspektive beschreiben.
Hierzu werden zunéchst einige Definitionen aus der Kognitionspsychologie
angefiihrt, die ihren Anteil an dem hier verstandenen Begriff von Denken
und Problemlésen haben. In Abschnitt 1.1.2. wird dann in Abgrenzung dazu
das mathematische Denken aus mathematikdidaktischer Perspektive darge-
legt, bevor abschlieRend auf das Konstrukt Denkstil und seinen Einfluss ein-
gegangen wird.

1.1.1. Grundlegende Begriffshestimmung

Grundsatzlich lasst sich sagen, dass Denken ein kognitiver Prozess ist, der auf
die mentale Manipulation von Informationen zurilickzufiihren ist. Es handelt
sich folglich um einen subjektiven Prozess, der ,vor allem ein Analysieren
und ein Synthetisieren dessen [ist], was die Analyse ergeben hat; er ist ferner
Abstraktion und Verallgemeinerung, die sich aus Analyse und Synthese ablei-
ten” (Rubenstein 1971, 5.76). Das heilt, ein Denkprozess vollzieht sich durch
das mentale Zerlegen eines Gegenstandes und die Ergriindung seiner Teile
bzw. Elemente sowie ihrer Zusammenhéange innerhalb des Gegenstandes. Es

handelt sich folglich um das Umstrukturieren von mental abgebildeten Ele-
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menten und ihren Beziehungen? (vgl. Rubenstein 1971, 5.77). Und auch bei
Graumann lasst sich das Verstandnis von Denken als Prozess der Umstruktu-
rierung wiederfinden, wobei er jedoch verschiedene Merkmale des Denkens
erginzt. So expliziert er die Merkmale durch Begriffe wie Vergegenwdrti-
gung, Ordnungsleistung durch Begriffsbildung, Innerlichkeit, Selektivitat, Ur-
teil und Entscheidung sowie Reflexivitét (vgl. Funke 2006, S.XXIII).

Dabei emanzipiert sich die denkende Person im Prozess der Vergegenwdrti-
gung vom sinnlich Erfahrbaren, um sich Nicht-Gegenwartiges vorzustellen,
wobei das Nicht-Gegenwartige sowohl Vergangenes wie Zukiinftiges als auch
grundsatzlich Mégliches einschlieft. Das damit verbundene Ablésen vom
konkret Vorliegenden ist fir Graumann die Grundlage fir Abstraktion und
fihrt schlieBlich zur Begriffsbildung. Die Rolle des Denkens ist dabei, Objekte
zu Klassen zusammenzufassen und entsprechend zu ordnen, um so Begriffe
auszubilden. Weigand bringt diese Darstellung auf den Punkt, indem er von
einem Begriff spricht, ,wenn damit nicht nur ein einzelnes Objekt oder ein
Gegenstand, sondern eine Gesamtheit oder Kategorie gemeint ist, zu der der
Gegenstand gehort” (Weigand 2012, S.4).

Dariliber hinaus betont Graumann die Innerlichkeit sowie die Selektivitdt vom
Denken und macht dabei deutlich, dass auch wenn sich die Ergebnisse des
Denkens nach auRen richten und von aufRen beobachtet werden kénnen, die
eigentliche Denktatigkeit ein innerer Vorgang ist. Die Selektivitit des Den-
kens zielt hingegen darauf ab, dass, anders als beim sinnlichen Wahrneh-
men, die denkende Person frei in der Wahl des gedachten Objekts, der damit
verbundenen Assoziation sowie der bewusst gezogenen Beziehung ist.

Als den wichtigsten Aspekt des Denkens nennt Graumann das Urteilen und
Wahlen und bezeichnet damit die zielgerichteten Entscheidungen fir gezo-
gene Verbindungen und Schliisse sowie deren Bewertung und gegebenen-
falls Korrektur.

Unter Reflexivitit fasst er die Riickbeziehung auf das denkende Subjekt und
spricht damit die Fahigkeit an, sich selbst zum Gegenstand des Denkens zu
machen und den damit verbundenen Méglichkeiten, Gedankenginge auch

2 Rubenstein bezeichnet die L2Umstrukturierung von mental abgebildeten Elementen und
ihren Beziehungen als Synthese.
® Bevor die Autorin zu dieser Auffassung von Denken Stellung nimmt, sollen zunéchst
Graumanns angefthrte Merkmale genauer dargestellt werden.
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bewusst zu lenken. Allerdings sieht er die Reflexivitat nur als Teil der Perso-
nalitat, die fir ihn zusatzlich das Moment der Subjektivitat beinhaltet. Das
heillt , jedes Denken ist mein Denken; was ich denke, sind meine Gedanken”
(Graumann 1971, S.21).

Funke expliziert zuséatzlich noch die Gerichtetheit des Denkens und be-
schreibt vorwartsgerichtetes Denken als das Vorbereiten und Planen von
Handlungen, das gegenwartsgerichtete Denken als eine Notwendigkeit fir
das Verstandnis einer gegebenen Situation und das rickwartsgerichtete
Denken als Beitrag zur Bewertung von vergangenen Situationen (Funke
2006, S.XXI).

Aus den aufgefiihrten Merkmalen und den fir ihn zentralen Aspekt der Ge-
richtetheit konstituiert sich der von dem Psychologen Funke verwendete Be-
griff des Denkens. Dieser versteht Denken als zielgerichtete Tatigkeit mit ei-
ner héheren kognitiven Funktion, die einem Handeln vorausgeht und sich auf
einfachere kognitive Funktionen wie Wahrnehmung, Lernen oder Gedéachtnis
stitzt (vgl. auch Funke 2006, S.XXI). Um zu prifen, inwieweit die von Funke
etablierte Definition ausreicht, werden im Folgenden einige Unterteilungen
von Denken in seine Erscheinungsformen vorgestellt, um anschlieRfend be-
grindet Stellung zu nehmen.

Auch wenn Hussys Unterteilung nicht primar auf seiner Auffassung vom
Denken fulRt, gliedert er jedoch die Denkpsychologie in drei Forschungsge-
biete mit dem Gegenstand Denken. Indirekt verweist er damit auf unter-
schiedliche Erscheinungsformen des Denkens und flihrt dazu folgende Berei-
che an (vgl. Hussy 1984, S. 17):

- Begriffsbildung als der Bereich, der sich mit der Abstraktion von konk-
ret Gegenstandlichem und der damit einhergehenden Bildung von
Begriffen beschaftigt, wobei ein ,Begriff [...] eine mentale Repréisenta-
tion einer Kategorie von Entititen [ist]. Unter ,Entitdten’ werden [hier]
Gegenstande der Wahrnehmung, wie z.B. konkrete Objekte, Ereignis-
se oder Personen, verstanden [und mit] ,Kategorie’ ist eine bestimmte
Menge von Entitaten gemeint." (Eckes 1996, S5.273),

- das Teilgebiet, welches das Problemldsen als die Uberwindung einer
mentalen Barriere betrachtet, um von einem Ausgangszustand zu ei-

nem gewlinschten Zielzustand zu kommen und
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- der Bereich Schlussfolgern und Urteilen, der sich auf Formen des logi-
schen Schlieens, unabhéangig von der Richtigkeit des Schlusses, und
des Bewertens bezieht.

Wird die von Hussy vorgenommene Unterteilung in Beziehung zu den zu-
nachst gegebenen Definitionen von Denken gesetzt, so ist erkennbar, dass
die drei von ihm angefiihrten Erscheinungsformen des Denkens durchaus als
eine Manipulation von Informationen angesehen werden kann. Deutlich wird
dies, wenn das Problemldsen als ein Prozess verstanden wird, bei dem von
einem gegebenen Ausgangszustand, durch Entwickeln, Planen und Ausfih-
ren einer Strategie, auf ein Ziel hingearbeitet wird. Und auch mit Bezug auf
Funkes Fokus auf die Gerichtetheit, lasst sich das Problemlésen als eine Er-
scheinungsform des Denkens halten. Darliber hinaus ist vom Schlussfolgern
und Urteilen die Rede, wenn eine gegebene Situation anhand bestimmter Er-
innerungen bewertet und entsprechende Konsequenzen gezogen werden,
was einer ,gerichteten Manipulation” gleichkommt.

Und obwohl die angefiihrten kognitionspsychologischen Auffassungen des
Denkbegriffs zundchst umfassend erscheinen, findet zumindest ein Aspekt
des Denkens in den aufgefiihrten Definitionen keine Beriicksichtigung. So
entfallt in der Begriffsauffassung von Hussy das fiir das Denken charakteristi-
sche Merkmal der Bewusstheit, in dem Sinne, dass sich der Denkende stets
dariiber bewusst ist, dass er denkt. Zwar klingt die Bedeutung von Bewusst-
heit auch bei Graumann (vgl. Selektivitit) an, erhalt jedoch nicht den Stel-
lenwert, den sie einnehmen muss, wodurch insbesondere die Begriffsbildung
meines Erachtens keinen Denkprozess darstellt. Aber gerade im Hinblick auf
die Bewusstheit und der ansonsten in weiten Teilen mit Funkes kognitions-
psychologischen Verstandnis von Denken (ibereinstimmenden Auffassung,
wird die Begriffsbildung nicht als Teil des Denkens gesehen. Denn auch,
wenn es sich um einen Ordnungsprozess — und im Sinne der zunachst aufge-
fihrten Definitionen durchaus um eine mentale Umstrukturierung — handelt,
ist sie jedoch im Allgemeinen lediglich , Mittel zum Zweck” und somit eher
Basis fur das Denken (im Sinne von Lernen).
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Dementsprechend liegen die Untergliederungen des Psychologen Joachim
Funke und Hans Jirgen Eysenck, als einem der bedeutendsten Psychologen
des zwanzigsten Jahrhunderts (vgl. Haggbloom et al. 2002, S.146), dem hier
zugrunde liegenden Konzept naher. Und auch wenn es einige Uberschnei-
dungen mit dem oben angefiihrten Bereichen der Denkpsychologie von Hus-
sy gibt, wird hier detaillierter auf die Untergliederung von Eysenck und Funke
eingegangen, dessen ausgefiihrte Denkprozesse in weiten Teilen die Basis fiir
die vorliegende Arbeit bilden.

Dabei bezieht Eysenck sich auf die Unterscheidung von ,problem solving,
reasoning, and decision making and judgement” (Eysenck 1993, S.131), wah-
rend Funke bei seiner Gliederung vom logischen Schliefsen, Wahrscheinlich-
keitsurteilen, kreativen Denken und Problemibsen spricht (vgl. Funke 2006,
S.XXIff). In den folgenden Abschnitten wird jedoch deutlich, dass, trotz der
unterschiedlichen Bezeichnung, es eine Vielzahl von Uberschneidungen bei
beiden gibt.

Logisches oder auch deduktives Schlieffen bedeutet in diesem Zusammen-
hang aus einem gegebenen Sachverhalt eine Folgerung zu ziehen und so zu
einer widerspruchsfreien und folgerichtigen Konklusion zu kommen (vgl.
auch Beller/ Bender 2010, S5.50), wie sie so auch in der Aussagenlogik der
Mathematik wiederzufinden ist. Dementsprechend unterscheiden Funke und
seine Co-Autoren zwischen konditionalem SchliefRen, relationalem SchlieRRen
und syllogistischem Schlieen. Knauff expliziert die verschiedenen Formen
des SchlieRRens, indem er die Nahe zur Mathematik herausstellt, sodass sich
das konditionale SchlieBen durch die Verwendung von Junktoren bzw.
Konnektiven (,nicht”, ,und”, ,oder”, ,wenn”, ,dann”) auszeichnet, das rela-
tionale SchlieBen auf Beziehungen zwischen Objekten oder Sachverhalten
und ihrer Transitivitat beruht und das syllogistischen SchlieRen die Verwen-
dung von Quantoren (,alle”, ,einige” etc.) beinhaltet (vgl. Knauff 2006,
S.169ff). Eysenck erganzt zudem, dass it is very important to note that the
validity of a given conclusion is based solely on logical principles, and is not
affected in any way by whether or not that conclusion is actually true” (Ey-
senck 1993, 5.145).

Entgegen der Annahmen, dass es sich bei Funkes Begriff der Wahrscheinlich-
keitsurteile um mathematisch begriindbare Vorhersagen von Sachverhalten

handelt, werden darunter Inferenzen verstanden, die sich auf die Vereinfa-
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chung eines Sachverhalts und dem damit verbundenen Ableiten einer Regel
beziehen. Das heifSt, dass sich zum Fallen eines Urteils bzw. dem Treffen ei-
ner Entscheidung auf den Einsatz spezieller Heuristiken berufen wird (vgl. Gi-
gerenzer/ Gaissmaier 2006, 5.330ff), obwohl diese durchaus auch fehlerhaft
sein kdnnen. Ebendiese angewandten Heuristiken finden sich auch in Eysen-
cks Ausflihrungen zum judgement, sodass auch die Begriffe des decision ma-
king and judgement deutlich Uberschneidungen mit Funkes Wahrscheinlich-
keitsurteilen aufweisen. Allerdings erganzt Eysenck das decision making, wo-
bei es nicht (nur) darum geht, Entscheidungen auf Basis von rationalen Ge-
gebenheiten zu treffen, sondern vor allem darum, wie Menschen im Alltag zu
Entscheidungen kommen* (vgl. Funke 2006, S.XXI1).

Unter kreativem Denken fasst Funke erfinderisches und schaffendes Denken
zusammen, ohne dabei zu explizieren, wie sich dieses konkret ausgestaltet.
Doch insbesondere in Anbetracht der Zielsetzung und Ausgestaltung der vor-
liegenden Arbeit wurde dieser Teilsaspekt des Denkens zwar der Vollstandig-
keit halber aufgefiihrt, es wird jedoch nicht tiefer auf die damit notwendigen
Begriffsklarungen eingegangen.

Problemldsen lasst sich wiederum sowohl bei Funke als auch bei Eysenck als
Aspekt des Denkens unter kognitionspsychologischer Perspektive finden,
worunter beide Autoren grundsatzlich die ,Suche nach einem Mittel [...] zur
Uberwindung einer Barriere bzw. Liicke zwischen Ist- und Soll-Zustand“
(Funke 2006, S.XXIlI) verstehen.

Dariiber hinaus herrscht in der Literatur dariiber Konsens, dass die Beson-
derheit beim Problemidésen darin liegt, dass zur Uberwindung der Barriere
keine Routinehandlungen zur Verfligung stehen, sondern ein Durchdenken
der Situation und der Méglichkeiten erforderlich ist (vgl. Duncker 1935, S.1;
Dorner 1976, S.10 etc.).

Unter dem Gesichtspunkt, dass das Problemldseverhalten zentral fiir die Be-
arbeitung der in dieser Studie verwendeten Mathematikaufgaben ist, wird
der Problemldseprozess detailliert dargestellt. Hier wird jedoch zunachst nur

* Er fiihrt dazu zum einen die von Tversky (1972) etablierte elimination-by-aspects-Theorie
an, in der, flr die Entscheidung relevante Aspekte nach und nach zum Ausschluss der Mog-
lichkeiten flhren, bis nur noch eine mogliche Entscheidung bleibt. Zum anderen beruft er
sich auf Simon (1978) satisfacing-Theorie, wobei vorab ein System von Minimal-
Anforderungen erstellt wird und schlieBlich eine positive Entscheidung fir die erste Situati-
on, die die Anforderungen erfllt, getroffen wird. (vgl. Eysenck 1993, S.131ff)
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auf die kognitionspsychologische Beschreibung des Probleml&seprozesses
und erst in Abschnitt 1.1.2. auf die mathematikdidaktische Perspektive auf
den Probleml&seprozess eingegangen.

Um die notwendigen Anforderungen an das Problemldsen beschreiben zu
kénnen, haben Bransford & Stein (1993) die einzelnen Bearbeitungsschritte
des Problemldseprozesses mit dem Akronym IDEAL® bezeichnet:

- | Identifikation eines Problems

- D Definition der Ziele und Reprasentation des Problems

- E Explorieren moglicher Strategien

- A Antizipieren von Ergebnissen und Vorgehensweisen

- L Lernen aus der Riickschau (vgl. Bransford/ Stein 1993, S.20ff)

Etwas detaillierter findet sich der Prozess des Problemldsens bei Sternberg,
der ein Modell entwirft, das in seiner Struktur dem Modellierungskreislauf
dhnelt. Die Bearbeitungsschritte des Problemlésens werden im Folgenden
naher erlautert und an einem Beispiel expliziert. Um dabei die Unbe-
schrinktheit des Modells zu unterstreichen, bezieht sich die hierfiir entwor-
fene Situation, bewusst nicht auf Problemstellungen aus der Mathematik
(siehe Kapitel 1.1.2.), sondern allgemein aus dem schulischen Kontext, wobei
hier auf das Verstehen eines literarischen Textes Bezug genommen wird. Der
Autorin ist dabei durchaus bewusst, dass die hier kreierte Problemsituation
und der entworfene Losungsprozess (iber die MafRe vereinfacht wurden.
Dennoch scheint dies Beispiel hier sinnvoll, da es die theoretischen Ausfiih-
rungen und ihre Allgemeingiiltigkeit verdeutlicht.

® Aufgrund der groBen Uberschneidung mit dem Modell von Sternberg soll die von Bransford

& Stein entworfene Gliederung hier zundchst nur genannt werden, wahrend die einzelnen
Bearbeitungsschritte genauer in dem problem-solving cycle von Sternberg ausgefihrt wer-
den.
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sich nur vordergriindig auf das, was er beschreibt.”, und daraus ein entspre-
chendes Ziel erkennt. Folglich enthéalt dieser Bearbeitungsschritt nicht nur
die Formulierung des eigentlichen Problems, sondern ebenso eine entspre-
chende Zielausarbeitung. Dabei kann es duflerst hilfreich sein, die Formulie-
rung des Ziels moglichst klar zu umreifen, um so die Bearbeitung entspre-
chend handhabbar zu machen. In dem Beispiel heil’t das Ziel, den Text im
Sinne des Autoren zu verstehen.

Es folgt der Schritt strategy formulation, bei dem es darum geht eine Strate-
gie zu entwerfen, die bei der Problemldsung hilft. Dabei kénnen sich laut
Sternberg die Strategien auf die Paarungen analyses & synthesis oder auch
auf divergent & convergent thinking beziehen. Die Strategie im Sinne der ers-
ten Paarung beinhaltet das komplexe Problem als Ganzes in handhabbare
Einzelteile zu zerlegen (analysis) oder umgekehrt, verschiedenste Elemente
neu zu arrangieren, um ein gebrauchliches Gesamtbild zu entwerfen (synthe-
sis). Hierbei sind beide Aspekte nicht zwingend ausschlieRlich zu betrachten,
sondern es ist durchaus moglich, dass beide wechselseitig angewandt wer-
den. In dem Beispiel kann das heifRen, dass als Strategie zur Losung verschie-
dene Zuginge gesucht werden, z.B. Uber die Epoche, in der das Werk ent-
standen ist oder Uber die Lebensumstiande des Autoren (analysis) in der an-
schlieBenden umfassenden Betrachtung kann entsprechend analysiert wer-
den, wie die einzelnen Perspektiven auf den Text miteinander in Beziehung
stehen (synthesis).

Divergent & convergent thinking beinhaltet dabei zunachst verschiedene
Strategien zu entwickeln (divergent thinking) und aus diesen die endgdltige
zu wahlen (convergent thinking). Dementsprechend ist in dem Beispiel eben-
falls denkbar, die Verwendung der verschiedenen Metaphern in der Literatur
auf das vorliegenden Werk zu Ubertragen (divergent thinking). Aus dieser
Vielzahl von Strategien muss nun ,die beste” ermittelt werden (convergent
thinking).

AnschlieBend gilt es alle notwendigen Informationen strategisch zu organi-
sieren (organization of information). Fur das Beispiel kann das bedeuten,
dass Wissen Uber die Epoche, (ber die Lebensumstinde des Autors sowie
die Zeitgeschehnisse gesammelt und organisiert werden.

Der Bearbeitungsschritt resource allocation zielt darauf ab, wie viel Mittel,

Zeit und Aufwand auf die Bearbeitung eines Problems verwandt wird. Dabei
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bezieht sich dieser Schritt nicht nur auf die konkrete Durchfiihrung der Prob-
lemlésung, sondern ebenso auf die Planung sowie Informationsbeschaffung
und -organisation. Fur die Aufgabe zum Textverstehen kann das heif3en, dass
eine zeitliche Begrenzung der Aufgabe vorliegt oder aber die zuganglichen
Informationen beschrankt sind.

Den gesamten Problemldsungsprozess begleitend findet ein monitoring
statt, wobei das ein permanentes Priifen sowohl der eigenen Planung als
auch des eigenen Vorgehens beinhaltet. Auf diese Weise ist es dem Prob-
lemléser moglich friihzeitig auf eventuelle Irrwege bzw. Fehlentscheidungen
zu reagieren und entsprechend andere Lésungswege einzuschlagen. Der Re-
zipient muss sich also immer wieder bewusst machen, welche Auswirkungen
die gewahlten Perspektiven haben kénnen und inwiefern sie die Lesart
stutzt.

Als abschlieBende Phase fiihrt Sternberg evaluation an, welche sich in Ab-
grenzung zum Monitoring darauf bezieht, die Lésung des Problems zu reflek-
tieren und zu bewerten. Fir das Textverstehen bedeutet das, dass nach der
neukonstruierten Bedeutung des Textes neue Perspektiven dazu fiihren
kdnnen, dass der Sinn des Textes erneut tiberdacht werden muss.

Und obwohl hier, auch in Bezug auf das angefiihrte Beispiel, der Eindruck
entstehen kdnnte, dass der Problemldseprozess linear durchlaufen wird, ist
aus Abb. 1.1. ersichtlich, dass Sternberg nicht davon ausgeht. Vielmehr zeigt
er deutlich auf, dass von bestimmten Phasen auf andere Phasen zurlickge-
sprungen bzw. einige Phasen Ubersprungen werden kénnen (vgl. Sternberg/
Williams 2002, S. 319ff).

Nachdem die vorangegangenen Abschnitte des Kapitels verschiedene Auf-
fassungen von Denken sowie die involvierten Merkmale und Ausprdagungen
herausgestellt hat, wird von der Autorin

Denken als bewusster und zielgerichteter kognitiver Prozess verstanden,
der durch Umstrukturierung von mental abgebildeten Elementen und ih-
ren Beziehungen (Begriffen) neue Sinnzusammenhange schafft.

Dabei sind insbesondere Probleml&sen, logisches Schliefen sowie Urteilen
und Entscheiden spezifische Auspragungen des Denkens. Auf Basis der hier

vertretenen Auffassung, gilt es nun im Hinblick auf die Ausrichtung der vor-
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liegenden Arbeit zu klaren, inwieweit sich mathematisches Denken vom
Denken im Allgemeinen unterscheidet.

1.1.2. Besonderheiten mathematischen Denkens

Im vorangegangenen Abschnitt wurden die fir diese Arbeit relevanten Er-
scheinungsformen des (allgemeinen) Denkens genauer dargelegt und es
kénnte leicht der Eindruck entstehen — und ein intuitives Begriffsverstandnis
stitzt diese Auffassung — dass mathematisches Denken lediglich ein Nach-
denken Gber und ein kognitives Arbeiten in der Mathematik ist. Der Auffas-
sung eines entsprechend gerichteten Denkens und der damit verbundenen
eingeschrankten Sicht auf mathematisches Denken wird hier jedoch nicht ge-
folgt.

So zeigen insbesondere die Ausflihrungen zum logischen Schliefen eine aus-
gepragte Nahe zur Mathematik, was darauf schlieBen lasst, dass bekannte
kognitive Strategien aus dem Mathematikunterricht derart grundlegend sind,
dass sie, liber den Gegenstand Mathematik hinaus, Bedeutung fiir das Den-
ken haben. Wie die Ausfiihrungen in Kapitel 1.1.1. allerdings auch zeigen,
handelt es sich beim mathematischen Denken nicht um einen der grundle-
genden kognitiven Prozesse. Es handelt sich vielmehr um eine spezifische Art
des Denkens. Harel expliziert diese Differenz, indem er zwischen allgemeinen
Denkhandlungen (mental acts) und bereichs- oder disziplinspezifischen Aus-
pragungen des Denkens (way of thinking) unterscheidet (vgl. Harel 2008,
S.489). Hierbei finden die mental acts in allen Bereichen des taglichen Le-
bens Anwendung und sind vergleichbar mit den oben angefiihrten grundle-
genden Erscheinungsformen des Denkens, wahrend sich the way of thinking
auf die konkrete Ausgestaltung des Denkprozesses bezieht. Die Konsequenz
aus einer derartigen Differenzierung, und die Autorin erachtet dies als sinn-
voll, ist, dass mathematisches Denken grundsatzlich ein way of thinking ist,
der durch seine Ausgestaltung jedoch die mental acts entsprechend beein-
flusst.

Reyes-Santanders & Soto-Andrades Verstandnis von mathematischem Den-
ken bedient sich dementsprechend nicht nur der Mathematikdidaktik, son-

dern auch Teildisziplinen der kognitiven Psychologie. Aus diesem Grund be-
12



Dissertation Michaela Camin
Teil I: Theorie

schreiben sie das mathematische Denken als kognitiven Prozess, der auf

Kenntnisse und Fahigkeiten zurlickgreift, die sich in herausfordernden Situa-

tionen, ,die mit mathematischen Inhalten verbunden sind“ (Reyes-

Santander/ Soto-Andrade 2011, 5.684), entwickelt haben. Dabei identifizie-

ren sie die folgenden vier Faktoren des mathematischen Denkens:

- Wahrnehmung des Objekts, wobei sich der von ihnen verwendete Begriff
von Wahrnehmung nicht auf das sinnliche Aufnehmen der Gegebenhei-
ten, sondern auf die Anndherung des Mathematiktreibenden an die Situa-
tion bezieht, im Sinne einer beispielsweise dynamischen Wahrnehmung,
Wahrnehmung der Gemeinsamkeiten etc.,

- (mathematik-) inhaltsbezogenes Denken, das auf Inhalte des schulischen
Lernens zurlickgreift und somit aus numerischem-, algebraischem-, geo-
metrischen-, stochastischen- und funktionalem Denken besteht,

- Strategien oder Prozeduren als kognitive Prozesse, die im Problemlo-
seprozess Anwendung finden, wobei es sich bei Prozeduren um automati-
sierte Prozesse handelt, wihrend Strategien sich aus einer gréReren An-
zahl kognitiver Prozesse, wie beispielsweise Umstrukturierungen, Model-
lierungen oder bestimmten Prinzipien, zusammensetzen und

- Nicht-rationale Prozesse, die Fahigkeiten wie Intuition, Kreativitat, Flexibi-
litat, Sensibilitat, Fantasie etc. einschlieRen (vgl. Reyes-Santander/ Soto-
Andrade 2011, S.684f).

Und obwohl Leone Burton grundsétzlich ein anderes Konzept von Denken,
als ,way of improving understanding and extending control over the en-
vironment“ (Burton 1984, S.36) hat, sieht sie mathematisches Denken als
spezielles Mittel dies zu erreichen und vertritt damit eine ganz dhnliche Auf-
fassung wie Reyes-Santander & Soto-Andrade. Dabei entwirft Burton mit ih-
rem Konstrukt ein Modell, das dem mathematischen Denken ein sehr viel
breiteres Anwendungsfeld zugesteht als nur die Mathematik selbst. Fiur ihr
Modell zur Beschreibung mathematischen Denkens unterteilt sie die Mittel,
die beim mathematischen Arbeiten Anwendung finden, in ,the operations,
processes and dynamics of mathematical thinking” (Burton 1984, S. 36).

13






Dissertation Michaela Camin
Teil I: Theorie

Specializing and generalizing

Dabei bezieht sich das Spezialisieren darauf, dass die Problemsituati-
on zunachst soweit vereinfacht wird, dass es moglich ist, sie an Einzel-
fallen zu durchdringen, indem die vorliegende Gegebenheit an Bei-
spielen durchdacht und Gberprift wird. Im Sinne des mathematischen
Handelns werden dabei die Beispiele so gewahlt, dass sie weder Aus-
nahmen noch Sonderfalle darstellen.

Wechselseitig damit einhergehend vollzieht sich im mathematischen
Denken die Analyse der Einzelfidlle und dem damit verbundenen Er-
kennen von Mustern und Beziehungen. Das heifdt, dass zunichst an
einem konkreten Beispiel die Problemsituation auf ein mdogliches
Muster untersucht wird, sollte jedoch keines gefunden werden, wer-
den weitere Einzelfélle betrachtet, bis sich ein Muster ergibt, das
schlussendlich zur Generalisierung der Einzelfélle fahrt.

Damit ist offensichtlich, dass beide Aspekte beim mathematischen
Denken eng miteinander verkniipft sind und nicht separat betrachtet
werden kdnnen.

Conjecturing and convincing

Ahnlich eng sind das MutmaRen und das Uberzeugen miteinander
verbunden. So bezieht sich das MutmaRen zum einen darauf, Voraus-
sagen dariber treffen zu kénnen, welche Beziehungen dem Problem
inharent sind und zum anderen darauf, wie Losungen fir das Problem
aussehen kdnnen. Demgegeniiber bezieht sich das Uberzeugen da-
rauf, Begrindungen dafiir zu finden, warum entsprechende Voraus-
sagen zutreffen bzw. allgemeiner, warum etwas wabhr ist (vgl. Stacey
2006, S.41).

Entsprechend ihrer Auffassung von Denken und der damit verbundenen Auf-

fassung von mathematischem Denken, bezieht sich Burton auf die dynamics

of thinking mathematically. Es geht dabei darum, dass mathematisches Ver-

stdndnis zunachst durch manipulating einer Situation oder eines Gegenstan-

des angestoRen wird, bis ein Muster, eine GesetzmaRigkeit oder eine Regel

erkannt bzw. genutzt wird (sense of pattern). Diese neu gewonnenen Er-

kenntnisse werden im weiteren Verlauf artikuliert (articulating that pattern

symbolically) und kénnen im fortlaufenden Verstandnisprozess erneut auf-
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gegriffen bzw. verwendet werden. Dabei bezieht sich die Artikulation nicht
zwingend auf eine verbale AuRerung, sondern kann ebenso als andersgearte-
te Darstellung des, durch Manipulation des Gegenstandes, Erkenntnisge-
winns vorliegen.

Wie angedeutet, handelt es sich nicht um einen einmal zu durchlaufenden
Zyklus, sondern um einen fortlaufenden Prozess, in dessen Verlauf auf im-
mer neue Grundlagen zurlickgegriffen werden kann, um so immer neue Er-
kenntnisse zu gewinnen (vgl. Burton 1984, S.39ff).

Ein abschlieBRender Vergleich der beiden Positionen von Reyes-Santander &
Soto-Andrade sowie Burton ldsst eine beinahe identische Auffassung erken-
nen, deren Unterschied lediglich in ihrer jeweiligen Struktur sowie Reyes-
Santanders & Soto-Andrades Erganzung der (mathematik-) inhaltsbezogenen
Denkens vorliegt. Ausgehend von Burtons Charakterisierung mathemati-
schen Denkens im Allgemeinen, stellt sich jedoch die Frage, inwieweit spezi-
fische Auffassungen spezieller Gebiete der Mathematik Einfluss auf das ma-
thematische Denken haben. So impliziert die Komponente eines (mathema-
tik-) inhaltsbezogenen Denkens, dass Unterschiede zu erwarten sind. Und es
scheint einsichtig, dass die unterschiedlichen Bereiche mit ihren spezifischen
Vorgehensweisen beim Aufgabenldsen und den damit einhergehenden Per-
spektiven auf Probleme Einfluss auf das grundlegende mathematische Den-
ken haben.

Zu diesem Zweck soll hier exemplarisch auf das algebraische Denken einge-
gangen werden, um die Notwendigkeit einer thematischen Komponente, wie
sie Reyes-Santander & Soto-Andrade vorschlagen, zu prifen bzw. zu bele-
gen, dass die oben dargelegten ,allgemeinen Charakteristika“ von Burton
genugen.

Hefendehl-Hebeker beschreibt die Algebra grundséatzlich als innermathema-
tische Kultur und fasst diese als eine verallgemeinerte Arithmetik auf (vgl.
Hefendehl-Hebeker 2007, S.150). Es handelt sich folglich um ein Fachgebiet
der Mathematik, in dem arithmetische Muster gefunden und allgemeingiiltig
beschrieben werden, wobei Fischer & Hefendehl-Hebeker das algebraische
Denken auf folgende Komponenten zuriickfihren:
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Strukturieren von Sachverhalten als das symbolisches Beschreiben von

Rechenschemata und GesetzmaRigkeiten,

Abstrahieren und Generalisieren ziel darauf ab, jene Eigenschaften, Ge-

genstande und Sachverhalte zu identifizieren, die allen gemeinsam sind,

Darstellen spezieller mathematischer Objekte (Zahlen, GroRen etc.) in ei-

nem hoch konventionelleren und regelgeleiteten Darstellungssystem,

Konstruieren, indem Strukturen und GesetzmaRigkeiten erkannt werden,

bzw. neue Zusammenhange hergestellt werden und

Argumentieren und Beweisen, wobei Beweisen als schllssige Argumenta-

tion angesehen wird (vgl. Fischer/ Hefendehl-Hebeker 2009, S.191ff)

Vergleicht man diese Auffassung von algebraischem Denken nun mit dem

grundsatzlichen Verstandnis von mathematischem Denken, wie es bei Bur-

ton der Fall ist, so lasst sich die Mehrzahl der oben aufgefiihrten Komponen-

ten von Fischer & Hefendehl-Hebeker durchaus auch in dem grundlegende-

ren Modell von Burton wiederfinden:

Komponenten algebraischen Den-
kens, wie sie bei Fischer/
Hefendehl-Hebeker zu finden sind

Entsprechende Komponenten der von
Burton vertretenen Auffassung ma-
thematischen Denkens

Strukturieren

operations, speziell das Anwenden
von Relationen (vgl. Abb. 1.2.)

Abstrahieren und Generalisieren

processes: speziell generalizing

Darstellen

dynamics of thinking mathematically
beinhaltet neben dem grundsatzlichen
Finden von Mustern auch articulating
that pattern symbolically

Konstruieren

spezializing, wobei die Betrachtung
von Einzelfallen Muster sichtbar
macht und mithilfe der dynamics of
thinking mathematically neue Zu-
sammenhange hergestellt werden

Argumentieren

processes: convincing

Tab. 1.1.: Uberpriifung von algebraspezifischen mathematischen Denken in
Bezug auf die hier verwendete allgemeine Beschreibung mathematischen

Denkens
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Es zeigt sich folglich, dass die von Reyes-Santander & Soto-Andrade einge-
fuhrte Dimension des (mathematik-) inhaltsbezogenen Denkens, zwar fur die
Strukturierung des Konstrukts mathematischen Denkens durchaus sinnvoll
ist, jedoch durch die nicht weiter ausgefiihrten spezifischen Auspragungen
des Denkens in den entsprechenden Bereichen nur schwer handhabbar ist.
Demgegeniiber finden sich die entsprechenden Komponenten durchaus
auch im Modell von Burton, das durch die allgemeingehaltenen Aspekte
durchaus auch auf die unterschiedlichen Bereiche der Mathematik anwend-
bar ist. Aus diesem Grund kann hier dem burtonschen Begriffsverstandnis
von mathematischem Denken uneingeschrankt gefolgt werden, bedarf aber
insofern einer Anpassung, als dass die von Reyes-Santander & Soto-Andrade
etablierte Wahrnehmung des Objekts keine Berlcksichtigung findet. Die
Wahrnehmung im Sinne einer mathematischen Wahrnehmung einer Situati-
on ist es, die es grundsatzlich erlaubt auch auRermathematische Phanomene
als mathematisch zu erkennen und entsprechend zu handeln.

Der hier vertretenen Auffassung von mathematischem Denken folgend fin-
den sich in der mathematikdidaktischen Diskussion eigene Modelle zum
Problemlésen, sodass einige Darstellungen des Problemldseprozesses hier
genauer beleuchtet werden sollen. Denn bei den Bearbeitungsphasen des
Problemlésens wie sie in Kapitel 1.1.1. dargestellt wurden, handelt es sich
um die kognitionspsychologische Sicht, welche nicht primar auf Mathematik
ausgerichtet ist. Da mathematisches Denken jedoch ein spezifisches Vorge-
hen mit sich bringt, wird hier auf einige Modelle verwiesen, die in einer ent-
sprechend mathematikdidaktischen Tradition mit Bezug auf das mathemati-
sche Denken entworfen wurden.

Eine Vielzahl Mathematikdidaktiker entwerfen ihre Problemldsemodelle in
Anlehnung an Pélya (vgl. Schoenfeld 1985; Mason/ Burton/ Stacey 2010,
Pélya siehe Kapitel 5.4.1.), sodass in diesem Abschnitt lediglich auf die Mo-
delle von Wilson, Fernandez & Hadaway sowie Mason, Burton & Stacey ein-
gegangen wird. Dabei berufen sich Wilson et al. in ihrem Modell vom ma-
thematischen Problemldsen auf Pélya, betonen durch ihre Darstellung je-
doch den nichtlinear verlaufenden Prozess. Darlber hinaus erganzen sie
Managerprozesse sowie das Formulieren der Aufgabe (problem posing). Die

Managerprozesse beziehen sich dabei auf die metakognitive Tatigkeit der
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Zwar verweist das Modell von Mason et al. nicht explizit auf Burtons manipu-
lating, es findet sich aber durchaus in der Kombination der verwendeten Be-
griffe Planung und Durchfiihrung. Denn bereits in der Planungsphase findet
ein Nachdenken Gber die entsprechende Ausgangssituation und damit eine
mentale Manipulation derselben statt, welche dann in der Durchfiihrung (le-
diglich) ausgefuhrt wird. Wahrend Burton weiterhin erlautert, dass die durch
diese Manipulation gewonnenen Erkenntnisse die Basis fiir erneute Manipu-
lationen bilden, findet sich ein dquivalentes Spiralprinzip bei Mason et al.,
die sowohl von der Durchfiihrung immer wieder Riickbeziige auf die Pla-
nungsphase anfiihren, als auch den Rickblick auf die Bearbeitung anbringen.
Auf diese Weise ist der Lernende in der Lage Fehler zu entdecken, ,es sei
aber auch durchaus méglich und wiinschenswert, im Riickblick eine Verall-
gemeinerung des Problems, eine dhnliche oder weiterfiihrende Aufgaben-
stellung zu finden, und dadurch einen neuen Arbeitsprozess einzuleiten”
(Rott 2013, S.57).

Der Vergleich der beiden mathematikdidaktischen Modelle und dem kogniti-
onspsychologischen Modell zum Problemlésen zeigt, dass sie unterschiedlich
stark auf die charakteristischen Merkmale des mathematischen Denkens
eingehen. Insbesondere das Modell von Mason, Burton & Stacey beschreibt
den Prozess des mathematischen Problemlésens unter Berlicksichtigung ma-
thematischer Eigenheiten.

1.2. Die kognitionspsychologische Perspektive auf den Denkstil

Nachdem vorangehend dargelegt wurde, wie Denken hier gefasst wird und
welche spezifischen Auspragungen dem mathematischen Denken anhaften,
gilt es im Weiteren zu klaren, welche Einflussfaktoren auf das Denken wir-
ken. Denn es ist unstrittig, dass unterschiedliche Personen identische Reize
bzw. Sinneseindriicke teilweise sehr unterschiedlich aufnehmen und diese
dementsprechend zu einer Vielzahl von reaktionalen Verhaltensweisen fih-
ren. Darliber hinaus zeigt sich jedoch auch, dass einzelne Personen in unter-
schiedlichen Situationen eine dhnliche Reaktion zeigen und somit von einer

relativen Stabilitdt der Verhaltensweise ausgegangen werden kann. Ahnliche
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Beobachtungen lassen sich auch in der Mathematik machen, in der Schiler
mit dhnlichen Fahigkeiten im Fach unterschiedliche Zuginge zum Inhalt be-
ndtigen, um ihren Fahigkeiten entsprechende Leistungen zeigen zu kénnen
(vgl. Borromeo Ferri 2014, S.16).

Zur Erklarung dieser Phanomene berufen sich Kognitionspsychologen auf das
theoretische Konstrukt eines oder mehrerer kognitive Stile (vgl. Goldstein/
Blackman 1978, S.3). Dabei verorten sie kognitive Stile an der Schnittstelle
zwischen Personlichkeit und Kognition, wobei Kogan darauf aufmerksam
macht, dass kognitive Stile, ,if not directly part of the personality, are at the
very least intimately associated with various noncognitive dimensions of per-
sonality” (Kogan 1976, S.1). Weiter beschreiben die Kognitionspsychologen
kognitive Stile als ,,characteristic ways individuals conceptually organize the
environment [...] the way an individual filters and processes stimuli” (Gold-
stein/ Blackman 1978, S.2). Folglich zielt das Konstrukt der kognitiven Stile
darauf ab, die Unterschiede in Wahrnehmung, Erinnerung und Denken etc.
zu beschreiben und mithilfe der Identifikation bestimmter kognitiver Struk-
turen zu erkldren. Dabei betonen Goldstein & Blackman den Unterschied
zwischen kognitiven Strukturen (structure) und gedanklichem Inhalt (content
of thought), wobei ,structure refers to how cognition is organized; content
refers to what knowledge is available” (Goldstein/Blackman 1978, S.3).

Es wird dementsprechend von einem kognitiven Stil gesprochen, wenn ein
fiir das Individuum charakteristischer Zugang vorliegt, sich Probleme oder In-
formationen zu erschliefen. Wobei dann von einem charakteristischen Zu-
gang gesprochen werden kann, wenn eine ,stabile und situationsiibergrei-
fende individuenspezifische Art [..] der Informationsverarbeitung” (Seel
2003, S.74) vorliegt. In der Literatur wird dabei von einer Vielzahl vorder-
griindig konkurrierender Stilkonzepte, wie beispielsweise Lern- oder Denksti-
le, gesprochen, die jedoch bei naherer Betrachtung durchaus unter dem
Oberbegriff kognitiver Stil subsumiert werden kénnen (vgl. Kogan 1976; Mil-
ler 1987; Riding/ Rayner 2012).

Sternberg begriindet dabei die Einflihrung des Konzepts Denkstil damit, dass
verschiedenste Personen mit vergleichbaren Fahigkeiten trotzdem in unter-
schiedlichen Situationen unterschiedlich erfolgreich sind. Dies fuhrt er darauf
zuriick, inwieweit die Fahigkeiten, die jeder einzelne hat, in der entspre-

chenden Situation eingesetzt werden. So zielt Sternbergs verwendeter Be-
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griff des Denkstils auf die Organisation und den Einsatz von Verarbeitungs-
prozessen ab und bezieht sich dabei explizit auf Denken und den damit ver-
bundenen Einsatz der Fahigkeiten. Um dies zu verdeutlichen, fihrt er seine
Beobachtungen beziiglich dreier Mitbewohner an, die zwar in ihrer Intelli-
genz und ihren Fahigkeiten nahezu identisch, jedoch durch ihren individuel-
len Einsatz der entsprechenden Fahigkeiten unterschiedlich erfolgreich in
identischen Situationen sind (vgl. Sternberg 1994, S.171f). Aus diesen und
dhnlichen Beobachtungen folgert er, dass Fahigkeiten nicht die einzige Ursa-
che fiir Erfolg sein kdnnen, und dass ,how people prefer to think might be
just as important as how well they think” (Sternberg 1997, S.9). Dabei spricht
er dann von Stil, wenn es um die Organisation und die Art des Denkens geht
und pragt in diesem Zusammenhang den Begriff des mental self-government.
Dementsprechend bezieht sich der Denkstil in dem von Sternberg etablierten
Konstrukt unter anderem darauf, die persénlichen Ressourcen bzw. Méglich-
keiten einzuteilen und freizusetzen, Prioritdaten selbststandig festzulegen so-
wie auf Verdanderungen in der Umwelt zu reagieren. Aufgrund dessen be-
schreibt er Denkstil auch als ,,an interface between intelligence and persona-
lity” (Sternberg 1994, S.169) und grenzt weiterhin den Begriff des style expli-
zit vom Begriff Fahigkeiten ab, indem er ihn beschreibt als

,way of thinking. It is not an ability, but rather, a preferred way of using the
abilities one has. The distinction between style and ability is a crucial one. An
ability refers to how well someone can do something. A style refers to how
someone likes to do something” (Sternberg 1997, S.8).

Ergdnzend macht Sternberg darauf aufmerksam, dass die Vorliebe einer Person
fiir einen bestimmten Denkstil nicht zwingend mit den Fahigkeiten einer Person
Uibereinstimmt. Er flhrt als Beispiel jemand an, der zwar herausragende Fahig-
keiten in einem Bereich hat, sich jedoch bei der Austbung nicht wohlfthlt (vgl.
Sternberg 1994, S.174).

Daruber hinaus flhrt Sternberg in Bezug auf seine Denkstil-Theorie insgesamt

15 Prinzipien an, die die Grundlage seines Konstrukts bilden, wobei er noch-

mals den Denkstil als Praferenz und die damit verbundenen Grundsatze betont.

Im Folgenden sollen jedoch nicht alle Prinzipien aufgefiihrt, sondern sich ledig-
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lich auf die beschrankt werden, die fir die vorliegende Arbeit als wichtig erach-
tet werden.

,Styles are variable across tasks and situations” (Sternberg 1997, S.84).
Entsprechend der Theorie zum Fallen von Entscheidungen (vgl. Mazur 2006),
beeinflussen bestimmte Gegebenheiten, inwieweit entsprechend der eigenen
Praferenz gehandelt wird. So kann es durchaus vorkommen, dass eine Person
in einem Bereich seines Lebens einen bestimmten Denkstil aufweist, der sich
jedoch in einem anderen Lebensbereich nicht zeigt, so zum Beispiel Experimen-
tierfreude (vgl. Legislative Style bei Sternberg/ Zhang 2005, S.247) beim Ko-
chen, nicht jedoch bei der Arbeit. Aber auch die Begleitumstande in einer be-
stimmten Situation kénnen beeinflussen, ob im Sinne des eigenen Denkstils
gehandelt wird oder nicht. So ist es durchaus denkbar, dass entgegen der Expe-
rimentierfreude beim Kochen ein traditionelles Weihnachtsessen zu den Fest-
tagen zubereitet wird.

,People differ in the strength of their preferences” (Sternberg 1997, S.84).
Grundsatzlich lasst sich liber allgemeine Vorlieben bzw. Praferenzen im Alltag
sagen, dass sie in unterschiedlichem MaRe ausgepragt sind. Dies lasst sich
ebenso auf die Grundsatze der Denkstil-Theorie Gbertragen. So lasst sich immer
wieder der Unterschied zwischen solchen Personen beobachten, die es in ei-
nem ausgepragten MaRe bevorzugen alleine zu arbeiten, wahrend es fiir ande-
re keinen grofRen Unterschied macht, ob sie im Team arbeiten oder alleine, ihre
Praferenzen fir das Alleinarbeiten oder das Arbeiten im Team folglich nur ge-
ringfligig ausgepragt sind.

People differ in their stylistic flexibility” (Sternberg 1997, S.85).

Die grundsatzliche Bedeutung der Flexibilitat fir das Denken und damit einher-
gehend den Denkstil wird dann deutlich, wenn sie nicht vorhanden ist. Umge-
kehrt bedeutet das, dass sich ein guter Lehrer auch durch eine gewisse Flexibili-
tat in seinem Denkstil auszeichnet, um entsprechend Schiler mit einem ande-
ren Denkstil geeignet zu unterstitzen und wertzuschéatzen.

Wie Eingangs in diesem Abschnitt dargelegt, hat der Denkstil Auswirkungen auf

das Verstandnis von Sachverhalten und Zusammenhidngen. Und gerade im
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schulischen Alltag erscheint dies von besonderer Bedeutung, da die Konse-
guenz aus einer derartigen Betrachtung eine Erklarung dafur liefern kann, dass
Schiler mit groRem Potenzial dies in bestimmten Situationen nicht zeigen.
Dementsprechend pladiert Sternberg dafir, dass im Unterricht zwischen den
unterschiedlichen Aufgabentypen variiert wird, um so den Schiilern auf der ei-
nen Seite ihr Potenzial zu verdeutlichen, um ihnen jedoch auf der anderen Seite
auch zu zeigen, dass ,the world does not always provide us with a perfect
match to our preferred ways of doing things” (Sternberg 1997, S.115).
Inwieweit der Denkstil Einfluss auf die Aufgabenbearbeitung hat, insbesondere
auf das Lernen von Mathematik und mathematische Denken, soll in den nachs-
ten Kapiteln genauer erdrtert werden. Dabei werden die von ihm verwendeten
Termini match und mismatch zunéachst in ihrer Bedeutung als Passung zwischen
Aufgaben und Denkstil Gbernommen, fir die vorliegende Studie jedoch ange-
passt.
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2. Historische Entwicklung mathematischer Denkstiltheorien

»There seem to be many different ways in which different
people think and even in which different mathematicians
think about their mathematics.”

(Penrose, zit. nach Burton 1995, S.523)

Wie aus dem Zitat des Mathematikers Sir Roger Penrose entnommen werden
kann, herrscht durchaus ein Bewusstsein fur die Unterschiede im mathemati-
schen Denken, selbst wenn sich nicht ndher mit der Forschung auseinanderge-
setzt wird. Inwieweit dieses ,different thinking” jedoch auf das Konstrukt
Denkstile zuriickgeht, lasst sich erst mit entsprechender Forschung darlegen. Es
wurden im vorangegangenen Kapitel bereits die Grundlagen des mathemati-
schen Denkens erldutert und darauf verwiesen, dass das Konstrukt Denkstile
Einfluss auf Wahrnehmung, Erinnerung sowie unser Denken hat. Mit der Frage
wie dieser Einfluss konkret aussehen kann, haben sich im Laufe der Denkstilfor-
schung diverse Studien aus unterschiedlichen Perspektiven beschéftigt und zur
Modellbildung gefiihrt. Dabei zeigt sich in den verschiedenen Ergebnissen, dass
es zwar durchaus Gemeinsamkeiten gibt, allerdings auch Unterschiede. So vari-
ieren die entwickelten Modelle in der Anzahl der Denkstiltypen, aber auch in
dem Unterschied zwischen Kategorien und Kontinuum.

Im Folgenden soll nun eine Auswahl von Modellen zum mathematischen Denk-
stil dargelegt werden, wobei die Auswahl aufgrund von Bedeutung sowie me-
thodischer Haltbarkeit getroffen wurde. So findet sich beispielsweise Felix
Kleins Modell in der folgenden Darstellung, da seine eher intuitiven Schlussfol-
gerungen zu Beginn der Denkstil Forschung spater von Leonie Burton bestétigt
werden konnten (siehe Kapitel 2.1.). Und Skemps Gegensatzmodell (siehe Kapi-
tel 2.2.) konnte als ein Element des Denkstils auch in den Modellen von Riding
und Borromeo Ferri (siehe Kapitel 2.3.) bestatigt werden.
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2.1. Trichotomische Vorstellungen bei Felix Klein und Leonie Burton

Bereits zu Beginn der Denkstilforschung in der letzten Halfte des 19. Jahr-
hunderts, als der Begriff als solches noch nicht gepragt war, lief8 sich bei Felix
Klein eine Kenntnis Uber ein unterschiedliches mathematisches Arbeiten
ausmachen. So zeigte sich bereits wahrend seines Studiums (1865 — 1868)
seine Vorliebe fir ein visuelles Mathematiktreiben, wobei nicht gesagt wer-
den kann, ob er sich dieser Vorliebe bzw. ihrer Bedeutung bereits damals
bewusst war. Dennoch drickt Klein seine Anerkennung in Bezug auf das Vor-
gehen seines Professors aus, indem er tGber Plickers Arbeit schrieb:

»In der Plickerschen Geometrie wird die bloBe Kombination von Gleichungen
in geometrische Auffassung lUibersetzt und riickwérts durch letztere die analyti-
sche Operation geleitet Rechnung wird nach Méoglichkeit vermieden, dabei
aber eine bis zur Virtuositdt gesteigerte Beweglichkeit der inneren Anschau-
ung, der geometrischen Ausdeutung vorliegender analytischer Gleichung aus-
gebildet” (Klein 1926, 5.122).

Nach der Zusammenarbeit mit Plicker sowie dessen visuellen Arbeitsweise,
wird Kleins weiterer Bildungsweg von Clebsch beeinflusst, der ihn 1868 auf
Arbeiten von Battaglini hinweist, an die er sein Promotionsthema anknipft.
Spater raumt er ein, dass ihm die Auseinandersetzung mit Battaglinis Arbeit
mit seiner algebraischen Ausrichtung ,nicht ganz leicht” (Klein 1921, S.3) fiel.
Im Laufe seines Wirkens bezieht sich Klein immer wieder auf die visuelle Dar-
stellung des Sachverhalts und so wundert es nicht, dass in all seinen Arbei-
ten, einschlielllich der algebraischen, der anschauliche, geometrische Aus-
gangspunkt spirbar ist (vgl. Tobies 1981, S.44).

In Kleins Autobiografie wird zudem deutlich, dass er sich durchaus bewusst
ist, dass seine Vorliebe fir geometrisches Vorgehen auf seine Art des Den-
kens und Verstehens von Mathematik zurtickzufiihren ist, indem er schreibt ,
er ,habe ... das Wort Geometrie nicht einseitig ... als Lehre von den raumli-
chen Objekten, sondern als eine Denkweise aufgefasst, die in allen Gebieten
der Mathematik von Vorteil zur Geltung gebracht werden kann” (Klein zit.
nach Tobies 1981, S.50). Ebendiese Auffassung spiegelt sich auch im Grund-
satz seiner Berufungspolitik wider, die darauf abzielt, die Studierenden allsei-
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tig mathematisch auszubilden. Dabei bezieht sich die von Klein verwendete
Allseitigkeit nicht nur auf die umfassende Kenntnis der mathematischen In-
halte, sondern auch auf unterschiedliche Anndherung an mathematische
Problemstellung und Gegenstande. Dementsprechend betonte Klein in sei-
nen Berufungsvorschlagen immer wieder die Wichtigkeit der unterschiedli-
chen ,Denktypen” und der damit einhergehenden unterschiedlichen Be-
trachtungsweise des gleichen Gegenstands. In einem Brief von 1892 betont
er die Bedeutung, indem er eine

,hormale Vertretung der Mathematik an einer grossen Universitdt eine Drei-
zahl von Ordinarien [vorschldgt], die nicht sowohl nach dem Spezialgebiet,
iber welches sie arbeiten, als nach der inneren Verschiedenartigkeit ihres ma-
thematischen Denkens ausgesucht sein sollte. Bei der Mannigfaltigkeit der In-
dividualitdten kann man ja nicht schematisieren, aber im groen und ganzen
sollten folgende Typen vertreten sein:

A) Der Philosoph, der von den Begriffen aus construirt

B) Der Analytiker, der wesentlich mit der Formel operiert,

C) Der Geometer, der von der Anschauung ausgeht.”

(Klein zit. nach Tobies 1987, S.44)

Trotz dieser sehr differenzierten Sichtweise auf Mathematiktreiben, beruht
Kleins Differenzierung der unterschiedlichen Denkstile auf einem intuitiven
Verstandnis, basierend auf eigenen Beobachtungen, nicht jedoch auf einem
empirisch abgesicherten Ergebnis.

In einer ber 100 Jahre spater durchgefiihrten interpretativen Studie konnte
Burton Kleins Dreiteilung jedoch bestatigen. Dabei zielte die Studie nicht vor-
rangig auf Denkstile, sondern untersuchte, inwieweit ihr konzipiertes Modell
beschreiben konnte, wie Mathematikerinnen und Mathematiker sich die
Mathematik erschlieen. Zudem war es ihr Ziel einen méglichen Zusammen-
hang zwischen dem Verstindnis von Mathematik bei Mathematikern und
dem Lernen von Mathematik zu identifizieren. Das von Burton verwendete
Modell bezog sich dabei auf insgesamt flinf Kategorien, von der jedoch eine
explizit den Denkstil betrifft.
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Sie interviewte fiir ihre Studie Probanden, die in der wissenschaftlichen For-
schung an Universitdten in England, Schottland, Nord und Sid Irland tatig
waren, wobei sie 35 Frauen interviewte und diese bat jeweils einen mannli-
chen Gegenpart fur die Studie zu benennen. Dabei wahlten die Frauen
mehrheitlich in der Struktur der Universitat gleichgestellte Partner bzw. Per-
sonen, die im gleichen mathematischen Fachgebiet tatig waren. In Anleh-
nung an die damals in der Literatur dominierenden dichotomen Modellen
zur Beschreibung des Denkstils ging Burton zunachst von einem analytischen
und einem visuellen Denkstil aus, konnte schlussendlich jedoch einen weite-
ren Denkstil Typ ausmachen und bestéatigt damit die von Klein angenomme-
nen Denktypen als

,Style A: Visual (or thinking in pictures, often dynamic),
Style B: Analytic {(or thinking symbollically, formalistically) and

Style C: Conceptual (thinking in ideas, classifying)
(Burton 1997, S.95)

Die von ihr identifizierten Denkstile erhob sie mithilfe von audiographierten
Interviews und daraus entnommenen AuBerungen der Probanden. Bemer-
kenswert ist dabei, dass Burton nicht jedem Probanden eindeutig ein Denk-
stil zuordnet, sondern sie durchaus die Moglichkeit einrdumt, dass eine Per-
son mehrere Denkstile besitzt. So zeigen fiir sie die folgenden AuRerungen
Elemente zweier Denkstile:

| think very visually and | mostly only have recourse to algebra when | have to
work out rigorously.” (Burton 1997, S.95) — Style A/B

,| cannot imagine thinking in a way that is completely non-visual... Depending
on what the problem is but usually | am trying to count how many different
orbits there are so things fall into classes so you can move within a class.”
(Burton 1997, 5.95) — Style A/C

I am not a very visual person. | think in terms of equations but | think it is
problem driven.” (Burton 1997, S.95) — Style B/C
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Mit ebendieser Interpretation der AuRerungen der Interviewten ergibt sich
die Verteilung von 25 Mathematikern, die nur einem Stil angehéren, davon
sind 15 visual thinkers, drei praferieren Style B und bei sieben handelt es sich
um konzeptionelle Denker. Den GroRteil der Mathematikerinnen und Ma-
thematiker sieht sie jedoch in einer Kombination aus zwei Denkstilen. Ledig-
lich drei Mathematiker nutzen alle drei Denkstile.

2.2. Skemps Gegensatzmodell

Dagegen basiert die von Skemp gemachte Unterscheidung Anfang der
1970er Jahre auf verschiedenen Bedingungen mathematischen Lernens als
Basis flir mathematisches Denken. Als Grundvoraussetzung fiir mathemati-
sches Lernen fuhrt er dabei eine Reihe aufeinander aufbauender psychologi-
scher Konstrukte (schema, concept) an, die bei naherer Betrachtung eine
Nahe zur Begriffsbildung ausweisen. Die fir ihn mit der Gesellschaftlichkeit
einhergehende Notwendigkeit des Austauschs von Gedankeninhalten, macht
schlieBlich die Verwendung von Symbolen (symbols) erforderlich. Dies erklart
er damit, dass, um auf das eigene Denken zugreifen und es reflektieren zu
kdnnen, es eines Ubertragungsmittels in Form von symbols bedarf, um eine
Kommunikation maoglich zu machen. Er unterstreicht dabei die Notwendig-
keit die verwendeten Symbole mit den entsprechend zugrunde liegenden
Ideen zu verknipfen (vgl. Skemp 1986, S.65). Ihm zufolge ist ein Symbol also
»a sound, or something visible, mentally connected to an idea. This idea is
the meaning of the symbol. Without an idea attached, assembles empty,
meaningless” (Skemp 1986, S.69).

Bei seinen weiteren Ausflihrungen verweist Skemp auf Galtons Befragung zu
der mentalen Prasentation seiner wissenschaftlich tatigen Kollegen von
1880. In jener bat Galton sie ,think of some definite object” (Galton zit. nach
Richardson 1999, S.11) und schlagt als Reprasentationsobjekt den Frihstick-
tisch vor, an dem die Probanden den Morgen gesessen hatten, um daran ei-
nige Frage zu der konkreten Ausgestaltung der mentalen Représentation an-
zuschlieRen. Diese insgesamt zwolf Fragen betrafen unter anderem die Defi-
niertheit (definition), die Farbigkeit (colouring) und den Vergleich zwischen
Realitat und mentalem Bild (extent of the field, comparison to reality). Aber
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auch nach der Vorstellung von abstrakteren Objekten (numerals and dates)
sowie artverwandten Gegebenheiten (music, different ages) wurde gefragt.
Als Ergebnis formuliert Galton:

,To my astonishment, | found that the great majority of the men of science to
whom | first applied, protested that mental imagery was unknown to them,
and they looked on me as fanciful and fantastic in supposing that the words
,mental imagery” really expresses what | believed everybody supposed them
to mean.” (Galton zit. nach Richardson 1999, S.10)

Er folgerte aus seinen Ergebnissen, dass Wissenschaftler generell schwach
ausgebildete Fahigkeiten der visuellen Reprasentation haben und dariiber
hinaus die Bereitschaft, mentale Bilder wahrzunehmen, dem hochgradig ver-
allgemeinernden und abstrakten Denken entgegensteht. Als Folge erweiterte
er den Personenkreis und konnte so beobachten, dass

,many men and a yet larger number of women, and many boys and girls, dec-
lared that they habitually saw mental imagery, and that it was perfectly dis-
tinct to them and full of colour.” (Galton zit. nach Richardson 1999, S.10)

Galtons Erkenntnisse als Basis, unterscheidet Skemp zwischen visual symbols
und verbal symbols, wobei , by ,verbal’ we shall mean both the spoken and
written word. Visual symbols are clearly exemplified by diagrams, particu-
larly geometrical figures” (Skemp 1971, S.94). In seiner Unterscheidung zeigt
sich Skemps direkter Bezug auf die Mathematik und so ist es nicht weiter
verwunderlich, dass er explizit auf algebraische Symbole Bezug nimmt und
ihre Gemeinsamkeiten mit den verbal symbols herausstellt (vgl. Skemp 1971,
5.95).

Die Analyse von mathematischen Ausarbeitungen bestéatigte Skemp, dass in
der Mathematik beide Arten von Symbolen genutzt werden, dies jedoch in
unterschiedlichem Umfang und Verteilung. So lassen sich, unabhéngig vom
thematischen Inhalt, Ausarbeitungen finden, die auf Diagramme zuriickgrei-
fen, haufig in Verbindung mit verbalen Explikationen, oder auch solche, die
sich nur auf verbale sowie algebraische Symbole stiitzen. Es scheint dem-
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nach, dass verbal symbols zum Ausdruck vom Denken unabdingbar sind,
wahrend visual symbols nicht den gleichen Stellenwert einnehmen. Dies
fihrt er darauf zuriick, dass in einem sozialen Geflige ein Bedarf an einem
Austausch von Gedanken an Bedeutung gewinnt und sich die Kommunikati-
on mithilfe mentaler Bilder als schwieriger erweist, obwohl visual symbols ih-
rer Art nach grundlegender erscheinen. So ist es fiir eine gelungene AuRe-
rung visueller Reprasentationen nétig, dass Gedanken skizziert oder gemalt
werden bzw. sogar einen Film nétig machen. Trotzdem lasst sich nicht be-
streiten, dass visuelle Symbole oft &duRerst hilfreich sind, um verbal-
algebraische Reprasentationen zu verdeutlichen und zu erklaren (vgl. Skemp
1971, S.95ff).

Dabei bezieht sich die visuelle Reprasentation eines Objekts in einer be-
stimmten Situation nicht allein auf ein konkret wahrgenommenes Objekt aus
der Vergangenheit, sondern vielmehr auf die vorangegangenen Erfahrungen
mit diesem Objekt, sodass auf diese Weise das mentale Bild das Konzept die-
ses Objekts veranschaulicht. Dennoch ist , the associated concept (that of the
object) [...] of lower order than those used in mathematics” (Skemp 1971,
S.96). Was jedoch nicht heiRt, dass keine Abstraktion in der visuellen Repra-
sentation maglich ist.

Bei einer geordneten Gegeniberstellung beider Arten von Symbolen, ergibt
sich fiir ihn folgendes Bild:

visual verbal-algebraic

Abstracts spatial properties, such as | Abstracts properties which are in-

shape, position. dependent of spatial configuration,
such as number.

Harder to communicate. Easier to communicate.

May represent more individual thin- | May represent more socialized thin-

king. king.

Integrative, showing structure. Analytic, showing detail.

Simultaneous. Sequential.

Intuitive. Logical.

Tab. 2.1.: Skemps Gegenliberstellung von visual symbols und verbal-
algebraic symbols (Skemp 1971, 5.111)
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Demnach sieht er die Unterschiede in der mentalen Reprasentation nicht al-
lein in der Schwierigkeit diese mitzuteilen, sondern auch in ihrer grundle-
genden Struktur, wie sich an der Unterscheidung zwischen gleichzeitig und
sequenziell zeigt.

Erganzend zu diesen Beobachtungen schlieRt sich fir Skemp die Frage an, ob
es neben der allgemeinen Erwartung an eine mathematische Ausarbeitung
»also intrinsic advantages in the verbal-algebraic kind of symbol” (Skemp
1971, S.99) gibt. Er kommt jedoch zu dem Schluss, dass ,since individuals dif-
fer in their preferences for visual, or verbal-algebraic, symbolism, there may
be no general answer for this question” (Skemp 1971, 5.107).

2.3. Mehrdimensionenmodelle von Richard Riding und Rita Borromeo
Ferri

Nachdem hier bereits einige ausgewahlte Modelle zur Beschreibung des
Konstrukts Denkstil vorgestellt wurden, erklart sich Ridings & Cheemas Vor-
gehen bei der Bildung eines eigenen Modells. Fir den Aufbau ihres eigenen
Verstandnisses verglichen sie zunichst eine Vielzahl von Studien und den
dort enthaltenen Auffassung von kognitiven Stilen. Als Ergebnis dieses Ver-
gleichs stellten die beiden Autoren fest, dass sich jede Studie auf eine eigene
Auffassung und eigene Auspragungen stiitzt, sodass jede vorangegangene
Studie eigene Instrumente zur Erhebung entwickelt hat. Besonders auffallig
war zudem, dass die einzelnen Studien wenig Bezug auf vorhandene bzw. vo-
rangegangene Studien nahmen, sodass die Konsequenz daraus war, dass es
scheinbar eine Vielzahl von Stildimensionen gab, die keinerlei Zusammen-
hang aufwiesen.

Durch die diversen Stildimensionen und der damit verbundenen Konse-
quenz, dass das Konstrukt eines kognitiven Stils mit seinen jeweiligen Aus-
formungen fir Unterrichtsforschung in keinster Weise handhabbar war, un-
tersuchten Riding & Cheema mebhr als 30 Stildimensionen genauer. Es lief3
sich feststellen, dass es sich um lediglich drei Gruppierungen handelt, die Ri-
ding & Cheema als eine wholist-analytic group, eine verbaliser-imager group
und eine group of models of style in the field, die sie als Lernstil (Riding/ Ray-
ner 2012, S.18) klassifizierten. Aufgrund ihres eigenen Verstindnisses von

33



Dissertation Michaela Camin
Teil I: Theorie

Lernstil als Lernstrategien fullt ihr Konstrukt zum Denkstil sowie ein zugeho-
riges Modell lediglich auf den Dimensionen wholist-analytic und verbaliser-
imager.

Grundsatzlich vertreten sie jedoch die allgemeingiltige Auffassung des Kon-
strukts kognitiver Stil als an ,individual’s preferred and habitual approach to
organizing and representing information” (Riding/ Rayner 2012, S.8). Riding
betont dabei, dass

»an individual‘s style is the automatic way they respond to information and si-
tuations. It is constant for them and not something that appears to change.
They cannot switch on and off since it represents the way they are” (Riding
2002, 5.23).

Auf diese Weise grenzen sie einen kognitiven Stil deutlich von einer Strategie
ab, indem sie, ebenso wie Sternberg (vgl. Kapitel 1.2.), auf die relative Stabili-
tat eines Denkstils verweisen und implizit die Unbewusstheit des Prozesses
mit anfuhren. Deutlicher findet sich der Unterschied zwischen bewussten
und unbewussten Informationsverarbeitung in der Ausfiihrung, dass

,Strategies are ways that may be learned and developed to cope with situa-
tions and tasks, and particularly methods of using styles to make the best of si-
tuation for which they are not ideally suited.” (Riding 2001, S.28)

Auf der anderen Seite grenzen Riding & Rayner den Begriff des kognitiven
Stils dadurch von Fahigkeiten ab, dass, obwohl beides Einfluss auf die Per-
formanz hat, sich zwar die Leistung bei zunehmenden Fahigkeiten steigert,
wohingegen der Effekt von Stilen lediglich positiv oder negativ ist, je nach
Ausgestaltung der Aufgaben. Das heillt im Umkehrschluss, dass Aufgaben,
die einem der kognitiven Stile entsprechen von jenen als leichter empfunden
werden, die die gleiche Ausrichtung des Denkens haben (vgl. Riding/ Rayner
2012, S.11).

Wie bereits weiter oben angefiihrt, unterscheidet Riding zwischen den bei-
den Dimensionen wholist-analytic und verbaliser-imager. Nun sei noch ge-
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klart, was unter den einzelnen Dimensionen verstanden werden soll und wie
sich die einzelnen Auspragungen in kognitiven Prozessen manifestieren:

,The wholist — analytic dimension ,influences the structural way in which indi-
vidual think about, view, and respond to information and situations” (Riding
2001, S.31).

Dementsprechend bezieht sich diese Dimension darauf, wie Personen ihre
Umfeld, Situationen und Aufgaben wahrnehmen und aufert sich in den ge-
gensatzlichen Auspragungen ganzheitlich - zergliedert.

Dabei nehmen Wholists die Situation als Ganzes auf und beziehen nicht nur
das Augenscheinliche sondern den gesamten Kontext der Situation mit ein.
Eine derartige Informationsverarbeitung bzw. Einschatzung der Situation er-
laubt, den Uberblick zu behalten und folglich ein ausgeglichenes Gesamtbild
zu konstruieren. Das bringt den Vorteil mit sich, dass sich nicht in Kleinigkei-
ten verloren oder in extreme Ansichten und Auffassungen verfallen wird. Auf
der anderen Seite ergibt sich daraus allerdings der Nachteil, dass sich die Un-
terscheidung zwischen den einzelnen Aspekten einer Situation schwer ge-
staltet und es somit zu Schwierigkeiten kommt, wenn aus einer Gesamtsitua-
tion die Einzelheiten bzw. Einzelteile herausgeldst werden missen.
Demgegeniiber richten Analytics ihren Fokus eher auf ein oder zwei Aspekte
und betrachten eine Situation als eine Sammlung von Einzelteilen bzw. ein-
zelnen Gegebenheiten. Das fuhrt dazu, dass Analytics sehr gut in der Lage
sind Gemeinsamkeiten und Unterschiede zu identifizieren und den Kern ei-
nes Problems zu erkennen. Dennoch fiihrt die Konzentration auf Einzelheiten
und der damit einhergehenden Ausklammerung der Ubrigen Aspekte dazu,
dass eine (ibersteigerte oder verzerrte Beurteilung vorgenommen und somit
die wahre Bedeutung in dem Gefiige verkannt wird.

Zwischen diesen beiden Polen sieht Riding die Intermediates, die sowohl in
der Lage sind den Uberblick zu behalten, als auch sich auf einzelne Aspekte
zu fokussieren. Sie vereinen demzufolge die Vorteile beider Ausprdagungen
auf sich (vgl. Riding 2001, S.32).
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Die zweite Dimension bezieht sich auf die Reprasentation der aufgenomme-
nen Inhalte und eigenen Gedanken, wobei auch hier zwischen zwei kontra-
ren Auspragungen unterschieden wird.

The ,verbal — imagery dimension [...] has two fundamental effects that have
implications for behavior: the way information is represented and the external
—internal focus of attention” (Riding 2001, S.32).

Werden kognitive Prozesse entsprechend durch Worte bzw. mithilfe verbaler
Assoziationen représentiert, so handelt es sich laut Riding um den sogenann-
ten Verbalizer. In Bezug auf die mentale Vorstellung des Begriffs ,Adler”
zeichnet sich der Verbalizer dadurch aus, dass er den Adler als Greifvogel mit
seinen spezifischen Eigenschaften und schlie8lich als Reprasentant des
Oberbegriffs Vogel mit entsprechenden Attributen kategorisiert. Aber auch
in komplexeren Situationen, wie dem two-string problem von Richard E. Ma-
yer® (vgl. Sternberg 2009, 5.429), beruft sich der Verbalizer auf die Lésung
des Problems mittels Worten. Dies duBert sich, indem die einzelnen Schritte
zur Losung des Problems ,verbal gedacht” werden, sie jedoch nicht umgear-
beitet werden in einen entsprechend ,ablaufenden Film*.

Demgegeniiber zeichnet sich der Imager dadurch aus, dass die Reprasentati-
on von Gedankeninhalten vor allem in mentalen Bildern erfolgt. Fiir das an-
geflihrte Beispiel am Begriff ,Adler” heiRt das, dass auf ein Bild bzw. eine
Abbildung zuriickgegriffen wird oder eventuell sogar eine konkrete Situation,
in der eine Begegnung mit einem Adler stattfand, herangezogen wird. Und
auch im two-string problem zeigt sich eine entsprechend bildliche Lésung,
bei der der Problemlésende die konkret fiir die Lésung notwendigen Schritte
yvisuell erdenkt” und mithilfe dieser ,,Vorschau” plant.

Neben den unterschiedlichen Arten Informationen zu reprasentieren, beein-
flusst diese Dimension auch die Gerichtetheit des Denkens, wobei sich dies
auf den internal — external focus bezieht. Riding geht hierbei davon aus, dass

8 Die Situation zeigt einen Raum, in dem von der Decke zwei Seile herabhingen, die es zu
verknoten gilt. Jedoch sind beide Seile so kurz, dass es nicht moglich ist, das zweite Seil zu
ergreifen, wahrend man das erste in der Hand halt. Die einzigen weiteren Gegenstédnde in
dem Raum sind einige saubere Malerpinsel, ein kleiner Eimer Farbe sowie eine schwere Pla-
ne.
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- separat from personality
- related to physiological measures” (Riding 2001, S.29)

entwarf Riding zur Erhebung den computerbasierten Test cognitive style
onalysis, kurz CSA, der mithilfe von drei Subtests beide Enden der wholist-
onalytic und der verbal-imagery Dimension misst, aber auch erhebt, wenn
ein Proband sich zwischen beiden Polen befindet und demnach als interme-
diate bzw. bimodal charakterisiert wird.

Der erste Subtest besteht dabei aus insgesamt 48 Statements, wobei dieser
24 konzeptuelle Aussagen und 24 Aussagen zur Erscheinung von Phianome-
nen enthalt, von denen nur je die Halfte wahr ist. Die Probanden hatten nun
die Aufgabe zu entscheiden, welche der nacheinander préasentierten Aussa-
gen richtig oder falsch ist, wahrend die bendtigte Zeit gemessen wurde, die
sie zur Beurteilung der einzelnen Aussagen bendtigten.

Die grundsatzliche Annahme war dabei, dass Imagers Aussagen, die auf die
Erscheinung abzielten, schneller bewerten, da ihre internen Repréasentatio-
nen als mentales Bild vorliegt und sie deshalb den Wahrheitsgehalt direkt
mit ihrer Vorstellung vergleichen kdnnen. Auf der Gegenseite wurde ange-
nommen, dass Verbalizer schneller auf jene AuBerungen reagieren, die die
konzeptuellen Kategorien betreffen. Hier stiitzt sich die Annahme darauf,
dass eine konzeptuelle Auffassung, durch ihre abstrakte Natur, auf einer
verbalen Struktur aufbauen muss.

Sowohl der zweite als auch der dritte Subtest zielten auf die Organisation
von Informationen und der Unterscheidung zwischen wholist-analytic ab. Im
zweiten Subtest sollten die Probanden dariiber urteilen, ob zwei komplexe
geometrische Figuren identisch sind (wholist). Im dritten Subtest wurden die
Probanden dazu aufgefordert zu beurteilen, ob der gezeigte Umriss einer re-
lativ einfachen geometrischen Figur in einer komplexeren Figur enthalten
war (analytic). Auch in diesen beiden Tests wurde die Reaktionsgeschwindig-
keit als Indikator fiir die entsprechende Auspragung herangezogen, indem
grundsatzlich davon ausgegangen wurde, dass ein Analytic schneller in der
Lage ist ,Teile des Ganzen zu erkennen”, wahrend sie mehr Zeit bendétigen,
Figuren in ihrer Gesamtheit miteinander zu vergleichen als Wholists.
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Die Vorziige es Tests sieht Riding darin, dass er fir Kinder genauso wie fir
Erwachsene geeignet ist, da kein bestimmter Kontext bzw. kein kulturelles
Wissen nétig ist, um am Test teilzunehmen.

Gegenliiber Ridings Mehrdimensionenmodell zur Analyse von kognitiven Sti-
len, bezieht sich Borromeo Ferri in ihrer Konzeption eines Modells auf die
spezifisch mathematikdidaktischen Anforderungen. Dabei arbeitet sie die
Konzeption von Riding in ihr Modell mit ein und ergénzt dies durch ihre eige-
nen empirischen Ergebnisse.

Borromeo Ferri bericksichtigt in ihrem Modell sowohl die Reprasentation
von Informationen (Komponente 1) als auch die Vorgehensweise beim Bear-
beiten einer Aufgabe bzw. beim Verstehen von Inhalten (Komponente 2).
Zentralen Gegenstand der ersten Komponente bildet dabei die Art, wie ma-
thematikspezifische Informationen repréasentiert sind und somit sowohl Ein-
fluss auf das Verstehen von mathematischen Sachverhalten als auch auf das
Losen mathematischer Aufgaben hat. Hierunter wird sowohl die Art der in-
ternen Vorstellung als auch die Art der externen Darstellung subsumiert, wo-
bei unter interner Vorstellung ,jegliche Art entstehender interner Reprasen-
tationen verstanden [wird], die eine Person individuell bevorzugt und bend-
tigt” (Borromeo Ferri 2004, S.46). Demgegeniber umfasst die externe Dar-
stellung jegliche Eigenproduktion einer Person und beinhaltet damit sowohl
Zeichnungen, Rechnungen oder andersgeartete Aufgabenbearbeitungen.
Borromeo Ferri differenziert in ihrem Modell unter Komponente 1 zwischen
verbal-algebraischen und visuellen Symbolen, womit sie grundsatzlich Ridings
und Skemps Unterscheidung aufgreift, sie jedoch im Sinne der mathematik-
didaktischen Auffassung anpasst. Dementsprechend bezieht sich, anders als
bei Skemp und Riding, die in Komponente 1 gemachte Unterscheidung nicht
primar auf Kommunikationseigenschaften, sondern auf jede Form der zum
mathematischen Arbeiten notwendigen Reprasentation von Informationen.
Daruber hinaus grenzt sie innerhalb Skemps verbal-algebraischen Symbolen
zusatzlich Zahlen, Variablen und andere mathematische formale Zeichen als
symbolisch-formal von Woértern und Satzen als symbolisch-verbal voneinan-
der ab. Demgegeniiber versteht sie unter visuellen Symbolen Zeichnungen,
Diagramme, Skizzen etc. (vgl. Borromeo Ferri 2004, S.47).
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Aus der individuellen Praferenz sowie der grundsatzlichen Unterscheidung
zwischen interner Vorstellung und externer Darstellung ergeben sich zum ei-
nen intern orientierte sowie extern orientierte Typen. Dabei bevorzugen Ers-
tere eine interne Verarbeitung mathematischer Inhalte, wahrend extern ori-
entierte Typen auf eine externe Darstellung angewiesen sind. Doch obwohl
sie eine externe Darstellung benétigen, nutzen extern orientierte Typen die-
se, um ihre mentalen Vorstellungen zu stitzen und aufzubauen. Auf diese
Weise lassen sich jedoch theoretisch sowohl Kongruenzen als auch Inkon-
gruenzen zwischen interner Vorstellung und externer Darstellung rekonstru-
ieren, die sie in ihrer empirischen Studie bestatigen konnte.

Die Aufgliederung der Vorgehensweise in ganzheitlich oder zergliedernd bil-
det bei Borromeo Ferri die zweite Komponente. Dabei bezieht sich eine
ganzheitliche Vorgehensweise auf Bearbeitungsprozesse, die, in Abgrenzung
zu Riding, die Situation bzw. den Lésungsweg als Ganzes beriicksichtigen und
den vollstandigen Kontext beachten. Davon zu unterscheiden ist die zerglie-
dernde Vorgehensweise, bei der sich die Situation als Kollektiv von Einzeltei-
len darstellt und sich der Bearbeitungsprozess zunachst auf zwei oder drei
Einzelaspekte fokussiert, wodurch der Losungsweg schrittweise erfolgt. Zu-
satzlich flhrt sie die kombinierende Vorgehensweise ein, bei der der Bearbei-
tungsprozess bzw. das Verstehen mathematischer Sachverhalte Elemente
enthalt, die sowohl auf ein ganzheitliches und als auch auf zergliederndes
Vorgehen referieren (Borromeo Ferri 2004, S.49f).

Aufgrund der von ihr angefiihrten Beschreibung des Konstrukts mathemati-
scher Denkstil als Mehrdimensionenmodell mit den Komponenten

,Komponente 1: interne Vorstellung und externe Darstellung
Komponente 2: ganzheitliche und zergliederte Vorgehensweise” (Bor-

romeo Ferri 2004, S.45)

ergeben sich damit theoretisch die folgenden Denkstil Typen:
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Intern orientierter Extern orientierter Typ

Typ
kongruent inkongruent

Bild |Symbol ge- | Bild- ge- |Symbol-i Bild- |Symbol-
mischt| Bild | mischt | Symbol{ Symbol | Bild

Ganzheitlich
Kombinie-
rend
Zergliedernd

Tab. 2.2.: Modell zur theoretischen Beschreibung des Konstrukts mathe-
matische Denkstil und seiner Denkstil Arten (Borromeo Ferri 2004, S.52)

In ihrer empirischen Studie von 2004 konnte Borromeo Ferri die theoretisch
moglichen Praferenzen bei 15- und 16-jahrigen Schiilern auf die Kombinatio-
nen bildlich-ganzheitlich, symbolisch-zergliedernd sowie gemischt-
kombinierend eingrenzen. Allerdings rdumt sie auch ein, dass es bei einer
groReren Stichprobe durchaus mdglichst sei, dass weitere Kombinationen
bestéatigt wirden.

In diesem Zusammenhang unterscheidet Borromeo Ferri folglich drei ideal-
typische mathematische Denkstile:

- Der visuelle Denker (bildlich-ganzheitlicher Denkstil) zeichnet sich
durch seine ausgepréagte bildliche Reprasentation von mathemati-
schen Sachverhalten sowie dem damit verknipften Rickgriff auf
existierende anschauliche Darstellungen und Assoziationen zu er-
lebten Situationen aus. Daneben bevorzugt der visuelle Denkstil
eine ganzheitliche oder aber kombinierende Vorgehensweise,
wodurch nicht nur die Situation selbst, sondern auch der Kontext
in seinen Bearbeitungsprozessen Berlicksichtigung findet.

- Der analytische Denkstil (symbolisch-zergliedernd der Denker)
zeigt Prédferenzen fir eine symbolisch-formalen Verarbeitung ma-
thematischer Sachverhalte, was sich darin zeigt, dass er fiir seinen
Losungsweg sowie seinen Verstehensprozess formale oder verbale
Reprasentationsformen heranzieht. Darliber hinaus ist ein bevor-
zugt zergliederndes Vorgehen beobachtbar.
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Der integrierte Denker (gemischt-kombinierender Denkstil) kombi-
niert Elemente beider Denkstile miteinander, sodass eine hohere
Flexibilitat bei ihrem Losungsprozess auszumachen ist. Auf diese
Weise werden sowohl visuelle als auch symbolische Zugange zu
mathematischen Sachverhalten gewahlt, die sich auferdem auf ei-
ne kombinierende, d. h. eine Vorgehensweise mit sowohl ganzheit-
lichen als auch zergliedernden Elementen, stitzt (vgl. Borromeo
Ferri 2004, S.95).

Damit ergibt sich insgesamt folgende Ubersicht:

Reprasentationsform (intern wie extern)
visuell symbolisch-
formal/verbal
Informations- | Ganzheitlich Visueller Denkstil Integrierter Denk-
organisation Zergliedernd Integrierter Denkstil | Analytischer Denk-

Tab. 2.3.: Ubersicht der von Borromeo Ferri rekonstruierten mathemati-

schen Denkstile

Die von Borromeo Ferri entworfenen Denkstiltypen bilden hierbei die Basis

fiir die vorliegende Arbeit. Die Entscheidung dafir griindet sich auf mehrere

Aspekte aus Borromeo Ferris Arbeit:

Die Charakterisierung des Konstrukts mathematischer Denkstil als
eine ,bevorzugte Art und Weise [...] mathematische Sachverhalte
und Zusammenhdnge durch gewisse interne Vorstellungen
und/oder externe Darstellungen zu reprasentieren und durch ge-
wisse Vorgehensweisen zu verarbeiten” (Borromeo Ferri 2004,
S.168), liefert eine tragfahige Begrindung fur die unterschiedli-
chen Zugédnge zum selben mathematischen Gegenstand.

Die grundsatzliche Unterscheidung der entgegen gerichteten
Denkstiltypen visuell und analytisch bieten zudem eine grundle-
gende Beschreibung, wie Gedankeninhalte reprasentiert sein kon-
nen (vgl. Skemp 1971, Galton nach Richardson 1999).

Und nicht zuletzt, weil die Denkstiltypen sowohl qualitativ als auch

quantitativ bestatigt werden konnten, scheint das Konstrukt hin-
42



Dissertation Michaela Camin
Teil I: Theorie

reichend empirisch gesichert, sodass in dieser Arbeit auf eine fun-
dierte Theorie und ihre Instrumente zuriickgegriffen werden kann
(vgl. Borromeo Ferri 2004, Borromeo Ferri 2014).

2.4. Modelle zur Beschreibung der kognitiven Strukturen am Beispiel von
pradikativem und funktionalem Denken

Die von Schwank (2003) aufgebrachte Zerlegung in pradikatives Denken und
funktionales Denken bezieht sich auf kognitive Strukturen, welche sich durch
entsprechende Begriffsbildung und mentale Modelle auszeichnen und damit
nicht dem Denkstil entspricht. Dennoch gibt es eine gewisse Ahnlichkeit, in-
sofern, als dass sich Auswirkungen fiir das Verstandnis von und das Arbeiten
in der Mathematik ergeben, weshalb es hier mit eingebracht wird.
Eine pradikative Struktur konstituiert sich aus einer Wissensreprasentation,
die auf Beziehungen und Urteile zurilickzufiihren ist. Dabei beinhaltet ein
derartiges Begriffsgeflige die Organisation in hierarchisch geordnete Begrif-
fe, Relationen, die zwischen verschiedenen Begriffen oder auch innerhalb ei-
nes Begriffs existieren sowie logische Verkniipfungen. Zudem wird die Identi-
fikation von Ahnlichkeiten und Verwandtschaften genutzt, ,um Elemente in
einen systematischen, strukturellen Zusammenhang zu bringen” (Schwank
2003, 5.70), wobei die entsprechenden Relationen als Ordnungskriterien gel-
ten.
Demgegeniiber baut eine funktionale Struktur auf Handlungsfolgen und Wir-
kungsweisen auf, sodass die Annaherung an mathematische Grundbegriffe
Uiber deren Konstruktion sowie ihren Verkettungen erfolgt. Dabei werden
Differenzen genutzt, ,,um Elemente durch einen diese Unterschiedlichkeiten
bewirkenden Konstruktionsprozess” (Schwank 2003, S.70) zusammenzufih-
ren. Dariliber hinaus liegt der Fokus auf ihren Verallgemeinerungen als Werk-
zeuganwendung sowie ihren Umkehrungen.
Studien zur Erforschung mathematischer Denkprozesse ergaben, dass Schii-
ler bei ihrer Wahl der duReren Reprasentationsform relativ stabile Vorlieben
zeigten, was Schwank als Ausgangspunkt fir die eigene Studie zur Explikation
eines entsprechenden Vorgehens nahm. Mit den beiden Grundannahmen,
dass ein Resonanzeffekt zwischen der inneren kognitiven Struktur und den
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entsprechend gepragten mathematischen Begriffen sowie der duReren Re-
prasentationsform existiert, entwickelte Schwank das Design ihrer Studie zur
Unterscheidung von prédikativen und funktionalen Denken. Hierfiir beka-
men Schiiler der 7. Jahrgangsstufe Aufgaben, die das Konstruieren, Analysie-
ren und Korrigieren von Algorithmen in verschiedenen Reprasentationsfor-
men erforderten. Eine derartige Unterscheidung begriindet sich fiir Schwank
darin, dass es bestimmte mathematische Sachverhalte gibt, die einen pradi-
kativen bzw. funktionalen Zugang nahelegen, da sie in ebendem Vorgehen
s.natirlicher’ dargestellt werden kénnen” (vgl. Schwank 1990, S.37) als dem
anderen. Allerdings macht sie auch deutlich, dass das nicht heifen soll, dass
zum Beispiel eine funktional gestellte Aufgabe von einer pradikativ denken-
den Person nicht geldst werden kann. Erst in ihrer Nachfolgestudie raumt sie
ein, dass beobachtbar ist,

,dass eine Aufgabenstellung nicht die fiir ihre Bearbeitung vorteilhafte oder
gar notwendige kognitive Sichtweise erzwingen kann. Ein ausgeprégtes pradi-
katives bzw. funktionales Talent / Defizit liegt entscheidend auf die kognitive
Représentation und damit das Verstidndnis eines Problems sowie die Strategie
wihrend der Ldsungssuche durch” (Schwank et al. 2003, S.83f).

Trotzdem bedeutet das nicht, dass die eine oder andere kognitive Struktur
besser ist, auch wenn sie funktionale Erklarungen insofern als schwierig zu
realisieren erachtet, als dass sie einen Prozess beschreiben, der zur Lésung
herangezogen wurde. Eben diese Prozessbeschreibungen sind gerade in
schriftlichen Arbeiten nur schwer darzustellen, da das dynamische und han-
delnde Moment fehlt (vgl. Schwank 2003, S.71). Zur Verdeutlichung der un-
terschiedlichen Bearbeitung von Aufgaben soll hier exemplarisch eine Auf-
gabe aus der Studie von Schwank herangezogen werden, die das Vorgehen
von pradikativ und funktional denkenden Schiilern bei Musterergénzungs-
aufgaben verdeutlicht. Insgesamt wurden in der QuaDiPF-Studie 36 Schiilern
der zehnten und elften Klasse die Augenbewegung® beim Lésungsprozess

°Die in der QuaDiPF-Studie zum Einsatz kommende Kamera zur Messung der Augenbewe-
gung wies eine Genauigkeit von 0,01° auf und zeichnete die Blickrichtungsanderungen mit-
hilfe von Linien und Kreisen auf. Die so erhaltene Darstellung gibt durch die Kreise den Fokus
des Blickes an, wahrend die GroRe der Kreise die Verweildauern aufzeigt.
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von zehn Mustererganzungsaufgaben erfasst und anschliefend zu ihrem
Vorgehen befragt (vgl. Schwank 2003, Schwank et al. 2003, Cohors-
Fresenburg/ Brinkschmidt/ Armbrust 2003).

Die nachfolgende Beispielaufgabe zur Musterergdnzung besteht aus einer
3x3-Matrix und ist auf unterschiedliche Weise losbar (siehe Abb. 2.2.).

1 XD
A XD

U %

Abb. 2.2.: Aufgabe zur Musterergdnzung aus der Untersuchung von
Schwank et al. (Schwank 2003, S.71)

Ein pradikatives Vorgehen lenkt den Fokus auf die vorliegenden Gemeinsam-
keiten, wobei zwei Arten von Vorgehen denkbar sind. Zum einen kann die
fehlende Figur dadurch ermittelt werden, dass zunachst entsprechende Ge-
meinsamkeiten innerhalb der Zeilen ermittelt werden. Dadurch sind Vorher-
sagen Uber die horizontalen Verbindungen zwischen den Eckpunkten még-
lich, welche durch die ermittelten Gemeinsamkeiten der Seitenwénde, wie in
der spaltenweisen Betrachtung ersichtlich, ergdnzt werden. Zum anderen
kénnen jedoch auch Gemeinsamkeiten ausgemacht werden, die sich nicht
auf Zeilen oder Spalten beschrianken, sondern die gesamte Abbildung einbe-
ziehen. Ein derartiges Vorgehen lasst erkennen, dass die Abbildung unter-
schiedliche Figuren paarweise gedreht, um einen Mittelpunkt (3}) herum an-
ordnet. Folglich muss jene Randfigur erganzt werden, die nur einmal vorliegt.
Demgegeniiber betrachtet ein funktionales Vorgehen die dynamischen Ver-
dnderungen innerhalb einer Zeile bzw. Spalte, sodass die Beschreibungen der
Losungsstrategien von funktionalen Denkern der Studie auf die Vorstellung
zuriickgreifen, dass die Seiten nicht starr, sondern durch Zieh- und Driickbe-
wegungen veranderbar sind (siehe Abb. 2.3.).
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Die Abgrenzung von kognitiven Strukturen zu kognitiven Strategien,
wobei sie in Bezug auf das pradikative und funktionale Denken explizit
von einer Struktur spricht und den Unterschied zu (dhnlich gelager-
ten) Strategien herausstellt (Schwank 1990, S.47). Ebendiese Unter-
scheidung findet sich auch bei der Beschreibung des Denkstils.
Ausgehend von den Ergebnissen ihrer eigenen Untersuchungen raumt
Schwank ein, dass es neben den Schiilern, die Gber die gesamte Zeit
der Studie ein stabiles Verhalten zeigten, auch Schiiler gibt, die ein
dhnlich stabiles Verhalten nicht zeigten (vgl. Schwank 1990, S.51).
Diese Beobachtung stiitzt die Vermutung Uber eine dritte Kategorie,
wie sie in Borromeo Ferris kombinierender Informationsreprasentati-
on zu finden ist.

Diese Ahnlichkeiten sind durchaus nachvollziehbar, da Schwanks Modell die

,auBere Repridsentation mathematischer Begriffe sowie innere mentale Mo-
delle” (Schwank 1990, S.31) zur Erklarung heranzieht, welche das Denken
mafgeblich beeinflussen, wie die hier vertretenen Auffassung zum Zusam-

menhang von Begriffsbildung und Denken verdeutlicht (vgl. Kapitel 1.1.).

Und auch, wenn Schwank die Beobachtungen in ihren Studien nicht explizit

auf die Dimension verbal-imagery verweist, gibt es Hinweise darauf:

»Wahrend sich beim pradikativen Denken eine besondere Leichtigkeit im

Umgang mit Wortern als nitzlich heraus stellt, ist beim funktionalen

Denken bemerkenswert, dass die Woérter durchaus in den Hintergrund

treten kdnnen, die Sprache also nicht das zentrale kognitive Werkzeug
ist, mittels dessen sich Ideen herausbilden” (Schwank 2003, 5.73).
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3. Bedeutung des Denkstilkonstrukts und seiner unterschiedlichen Auspra-
gungen

»Styles matter. [...] Especially in teaching, one needs
to take into account students’ styles of thinking if
one hopes to reach them. This means differentiating
instruction in a way that helps students, at least
some of the time, capitalize on their stylistic prefe-
rences”

(Sternberg/ Zhang 2005, S.252)

Nachdem das vorangegangene Kapitel verschiedene Theorien zum Denkstil-
konzept thematisiert und einen Uberblick tiber die verschiedenen Modelle zur
Beschreibung des Denkstilkonstrukts gibt, stellt das folgende Kapitel den Denk-
stil als Erklarungsversuch fiir bestimmte Phdnomene heraus. Hierzu wird der
Bearbeitungsprozess einer problemhaltigen Aufgabe gezeigt, der sich an dem
Problemléseprozess von Mason orientiert. Um die Bedeutung des Denkstils
und den damit verbundenen Vorlieben fiir den jeweiligen Bearbeitungsweg
hervorzuheben, werden das visuell-bildliche sowie das formal-analytische™
Vorgehen einander gegeniibergestellt und verglichen.

Daruber hinaus werden unter diesem Kapitel einige Studien vorgestellt, die das
Konstrukt Denkstil zum Gegenstand haben, wobei zunachst einige kognitions-
psychologische Studien benannt werden, die sich auf den von Sternberg ge-
pragten Begriff des Denkstils stlitzen. Daran anknipfend wird exemplarisch auf
ausgewahlte mathematikdidaktische Studien genauer eingegangen, die sich
explizit auf den mathematischen Denkstil beziehen. Es sei jedoch bereits hier
darauf hingewiesen, dass die angefiihrten Forschungen sich nicht auf das glei-
che Denkstilmodell beziehen, wobei dies hier bewusst in Kauf genommen wur-
de, da es Folgendes verdeutlicht:

1% bie Anpassung der von Borromeo Ferri geprigten Begrifflichkeiten zur Bezeichnung des
Denkstil bezieht sich lediglich auf die gezeigten Bearbeitungsweise und nicht auf das dahin-
terstehende Denken soll hier zur Verdeutlichung des entsprechenden Vorgehens beitragen.
Zum einen wird auf diese Weise der Unterschied zwischen Denken und Bearbeitung verdeut-
licht und zum anderen wird hiermit die Vorgehensweise mithilfe von Formeln betont.
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- Der Forschungsgegenstand bisheriger Studien bezieht sich auf das
spezifische Vorgehen in dem jeweiligen Denkstil

- Die Fragestellungen zum mathematischen Denkstil legen ihren
Schwerpunkt auf den Bearbeitungsprozess von spezifischen Aufga-
bentypen

Die angefiihrten Beobachtungen lassen jedoch auch erkennen, und in der Stu-
die von Schwank und Mitarbeitern (vgl. Schwank et al. 2003, siehe Kapitel 3.2.)
wird dies besonders deutlich, dass die Bedeutung von Aufgaben, die eine be-
stimmte, denkstilnahe Vorgehensweise erfordern, bisher ein Forschungsdesi-
derat darstellt. Ebendiese Beobachtung wird abschliefend in diesem Kapitel
unter 3.3. genauer herausgearbeitet.

3.1. Exemplarische Aufgabenbearbeitung in den von Borromeo Ferri ge-
pragten Denkstilen

Im Folgenden sollen die visuell-bildliche und formal-analytische Bearbeitung
nach Borromeo Ferri einer problemhaltigen Aufgabe einander gegeniber ge-
stellt werden. Gewahlt wurde dabei eine realitdtsnahe Aufgabe, die durch-
aus unterschiedliche Bearbeitungsweisen zulasst, jedoch auch verdeutlicht,
inwiefern das angekindigte Forschungsdesiderat von Bedeutung ist."* Vorab
ist jedoch anzumerken, dass hier, wie auch in Schulblichern mit solchen Auf-
gaben von der Bearbeitung gefordert, bei der Bearbeitung eine entspre-
chende Vereinfachung vorgenommen wird. So wird zur Lésung der Aufgabe
von einer konstanten Geschwindigkeit wahrend der gesamten Fahrt ausge-
gangen, was ebenfalls der Vernachlassigung von Zwischenhalten entspricht.

M Es ist jedoch anzumerken, dass hier, wie auch bei der Bearbeitungsanforderung von éhnli-
chen Aufgaben in diversen Schulbichern gefordert, bei der Bearbeitung eine entsprechende
Vereinfachung vorgenommen wird. So wird zur Lésung der Aufgabe von einer konstanten
Geschwindigkeit wihrend der gesamten Fahrt ausgegangen, was der Vernachldssigung von
Zwischenhalten sowie Beschleunigungsprozessen am Start und Ziel entspricht.
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Die Ruickschau

Der Punkt (60; 117) bedeutet, dass sich die Ziige 60 Min nach dem Start des
ersten Zuges, folglich um 9: 15 Uhr treffen, und in Bezug auf den Ort des
Treffens ergibt sich ein Ort, der 117 km von Berlin entfernt liegt. Bezlglich
der Genauigkeit lasst sich hier anmerken, dass diese insofern gewahrleistet
werden kann, als dass die Zeichnung mit einer entsprechenden Genauigkeit
belegt ist.

Neben der visuell-bildlichen Bearbeitung kann diese Aufgabe auch formal-
analytisch geldst werden.

Die Planung

Ausgehend von ahnlichen Grundiberlegungen wie beim visuell-bildlichen
Vorgehen, behalten die Start- und Endpunkte ihre Giiltigkeit. Das heifdt, Zug
A startet zum Zeitpunkt 0 bei einer Distanz zu Berlin von 282 km, sodass der
Startpunkt (0;282) ist, wahrend der die Ankunft 102 Min spéter in Berlin
zum Endpunkt (102; 0) fuhrt. Daneben ergeben sich durch ein entsprechen-
des Vorgehen der Start- und Endpunkt (30; 0) und (102; 282) fir Zug B.

Mit ihrer Hilfe gilt es nun zwei Geradengleichungen aufzustellen, um ab-
schlieend den Schnittpunkt zu errechnen.

Die Durchfiihrung

Zu der linearen Funktion f(x), die den Streckenverlauf des Zuges A abbildet,
kénnen der Startpunkt (0; 282) und der Endpunkt (102; 0) angegeben wer-
den. Aus ebendiesen Punkten ergibt sich das folgende Gleichungssystem:

f(0)=m-0+b=282 < b=282

f(102) =m-102+b =0 | b einsetzen
o  f(102)=m-102+282=0 | — 282
o m-102 =-282 | : 102
S m= —E = —ﬂ | Verallgemeinerung
102 17

&  fl)=-1-x+282

54



Dissertation Michaela Camin
Teil I: Theorie

Fur die lineare Funktion g(x) fur den Zug B kdénnen entsprechend der Start-
punkt (30;0) und der Endpunkt (102;282) fiir das Gleichungssystem her-
angezogen werden.

gB30)=m-30+b=0 | —30m
< b=-30m
Nachdem b in Abhingigkeit von m bestimmt wurde, wird nun m bestimmt:

g(102) =m 102 + b = 282 | b einsetzen
& 102m—30m =72m = 282 [: 72
o m 22
72 12

Damit kann b ohne Abhangigkeit von m bestimmt werden:

b= —%- 30 |Verallgmeinerung

47-30
12

o f)=3-x-

Um abschlieRend den Schnittpunkt zu ermitteln, werden beide Funktions-
terme gleichgesetzt:

gx) = f)
47 47 47-5 235 47
= —x+282 = Z-x-—-= [+=4+—x
17 12 2 2 17
235 799 47 47 1363 1363
=3 2824+4=—"="2" = —'x+—rx=—x [: =
2 2 12 17 204 204
799 204 1734
s x = ——=—-=5979

2 1363 29

Mit der Angabe x = 60 ist die Zeitspanne benannt, nach der sich die beiden
Zige treffen. Um den Treffpunkt zu ermitteln, wird x = 60 in eine der Funk-
tionsgleichungen eingesetzt:

1734 _ _i . 1734 — —47-1024282-29 ~
f (—29 ) = 27,1734 4 282 = T2 1 116,69
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Die Ruickschau

Die entsprechende Interpretation der Ergebnisse gibt an, dass sich die Ziige
etwa 60 Minuten nachdem der erste Zug gestartet ist, in einem Ort treffen,
der etwa 116,69 km von Berlin entfernt ist.

Die Gegeniberstellung der beiden Losungswege verdeutlicht, dass selbst
Aufgaben, die auf unterschiedliche Weise |6sbar sind, durchaus eine Bearbei-
tungsweise innehaben kénnen, die einem der Denkstile naher liegt als dem
anderen. Ebendieses Phanomen wird im folgenden Abschnitt noch weiter
herausgestellt, indem auf einige Studien Bezug genommen wird, die die Fra-
ge nach dem Einfluss des Denkstils auf das Verhalten aufwerfen. Dabei sei
jedoch bereits an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass insbesondere die
mathematikdidaktischen Studien darauf abzielen, einen uneingeschrankten
Vergleich der jeweiligen beiden Denkstile zu machen. Im Hinblick auf die vor-
liegende Studie wird dementsprechend direkt anschlieend das Forschungs-
desiderat herausgestellt (siehe Kapitel 3.3.).

3.2. Uberblick tiber verschiedene Studien zur Denkstiltheorie

Die Bedeutung einer Denkstiltheorie zeigt sich allerdings auch in einer Viel-
zahl von kognitionspsychologischen und lerntheoretischen Studien, die zu
diesem Thema erschienen sind (vgl. Meyers 1980, Dikici 2014, Emir 2013
etc.). Aber auch in einer Vielzahl von Studien mit mathematikdidaktischer
Ausrichtung wurden die Auswirkungen des Denkstils auf den mathemati-
schen Bearbeitungsprozess untersucht (vgl. Radatz 1975, Krutetzki 1976
etc.). Einige Ergebnisse aus ausgewahlten Studien sollen in diesem Abschnitt
kurz vorgestellt werden, um so zu verdeutlichen, welchen Einfluss der Denk-
stil auf unterschiedliche Bereiche des schulischen Lebens hat. Fiir eine hand-
habbare Struktur wird sich im Folgenden zunichst auf die Studien be-
schrankt, an denen Sternberg mitgewirkt hat bzw. seine Theorie des mental
self-government die Basis bildet. Im weiteren Verlauf werden dann auch ei-
nige mathematikdidaktisch ausgerichtete Studien aufgefiihrt, die die Bedeu-
tung einer Denkstiltheorie aus mathematikdidaktischer Perspektive unter-
streichen.
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Ein Zusammenhang zwischen dem Lernprozess und dem Denkstil wurde
2000 von Zhang & Sternberg bestatigt. Hierzu erhoben sie an den Universita-
ten von Hongkong und Nanjing den Lernprozess und den Denkstil von insge-
samt 854 Studierenden mithilfe von Biggs SPQ (Study Process Questionaire)
und von Sternbergs TSI (Thinking Style Inventory). Bei der in der Studie zu-
grunde gelegten Unterscheidung des Lernens™ zeigt sich, dass Studierende,
deren Lernen sich (lediglich) auf das Memorieren des Gelernten bezieht, ei-
nen executive, local und conservative thinking style bevorzugen, wohingegen
Studierende, deren Lernen auf ein tieferes Verstandnis abzielt, einen legis/a-
tive, judicial und liberal thinking style praferieren. Der Unterschied in diesen
beiden Auspragungen bezieht sich auf den Umgang mit Regeln und Verfah-
ren, wobei ein executive thinking style es bevorzugt, Regeln zu folgen, wah-
rend ein executive und judicial thinking style Regeln infrage stellt, sie groRzi-
gig auslegt sowie Uber entsprechende Regeln und Verfahren hinausgeht (/i-
beral) (vgl. Zhang/ Sternberg 2000).

Eine 1997 durchgefiihrte Studie von Grigorenko & Sternberg befasst sich mit
der Frage, ob Schiiler in jenen Klassen besser sind, in denen ein match, also
eine Ubereinstimmung zwischen dem Denkstil der Lehrperson und dem ei-
genen vorliegt als in solchen, mit einem mismatch. Es zeigte sich, dass unab-
hangig von den Fahigkeiten der Schiiler und der damit verbundenen Leis-
tung, die Schiler mit einem match zwischen Lehrerdenkstil und dem eigenen
Denken engagierter mitarbeiteten und positiver von der Lehrperson wahr-
genommen wurden (vgl. Grigorenko/ Sternberg 1997).

Eine 1995 von Grigorenko & Sternberg mit insgesamt 124 Schiilern zwischen
12 und 16 Jahren konnte eine signifikante Ubereinstimmung zwischen dem
Denkstil der Schiiler und des Lehrers (match) festgestellt werden (vgl. Grigo-
renko/ Sternberg 1995).

Daruber hinaus untersuchte eine weitere Studie von Grigorenko & Sternberg
(1995) die Denkstile von 85 Lehrern aus vier Schulen unterschiedlicher Aus-
richtungen. Dabei bezogen sich die Ergebnisse auf das von Sternberg etab-

12 Unterschieden wurde hierbei nach der Motivation fiir das Lernen in surface, deep und
achieving, wobei sich surface auf einen Minimalaufwand beim Lernen bezieht, sodass ledig-
lich die Reproduktion des Gelernten moglich ist, widhrend deep echtes Verstandnis des Ge-
lernten beinhaltet und achieving zudem einen Leistungsanspruch hat, sodass neben dem
Verstehen auch eine moéglichst gute Note erzielt werden will.
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lierte Modell, sodass sich Unterschiede in der function of mental self
government bestimmen lieen. Diese Unterschiede gestalten sich in der Art,
dass Lehrpersonen der niedrigeren Klassenstufen stéarker legis/ative ausge-
richtet sind und dementsprechend ,like to create their own rules and to do
things in their own way” (Sternberg 1994, 5.175), wohingegen Lehrkréafte der
héheren Klassenstufen eher executive agieren und entsprechend Aufgaben
bevorzugen, die vorgefertigt und vor strukturiert sind (vgl. Grigorenko/
Sternberg 1995).

Zu einem ahnlichen Ergebnis kam auch die Studie von Moutsios-Rentzos &
Simpson (2010}, die jedoch nicht auf die Untersuchung von Lehrkraften aus-
gerichtet ist, sondern die Denkstile von Mathematikstudierenden und dem
Vergleich von Bachelor- und Masterstudierenden. Ebenfalls auf die Theorie
des mental self-government aufbauend zeigen die Ergebnisse, dass die Prafe-
renz flir Offenheit, welches sich in der Originalitdt und Freiheit des Denkens
sowie einem komplexeren Informationsprozess zeigt (vgl. Moutsios-Rentzos/
Simpson 2010, S.7) umso hoher ist, je hoher sich die Studierenden im Studi-
engang befinden. Demgegeniiber zeigen Bachelorstudierende des zweiten
Studienjahrs eine Vorliebe fiir ,conformity, structured tasks, authority and
straightforward information processing” (Moutsios-Rentzos/ Simpson 2010,
S.7).

Die Vielzahl der Studien stellt die Bedeutung einer Denkstiltheorie heraus
und auch in Bezug auf die mathematikdidaktische Perspektive gibt es zahl-
reiche Studien, die die Auswirkungen des Konstrukts Denkstil auf bestimmte
Teilgebiete der Mathematik untersuchen. Insbesondere der Denkstil als Ein-
flussfaktor auf den Modellierungsprozess stellt einen Schwerpunkt in der ak-
tuellen Forschung von Borromeo Ferri dar.

Die auf die Untersuchung des Einflusses mathematischer Denkstile auf den
Modellierungsprozess angelegte Studie aus dem COM%Projekt umfasst ins-
gesamt 65 Schiiler aus drei zehnten Klassen. Hierzu wurden Schiilergruppen
mit maximal fanf Personen, bestehend aus mindestens einem Schiiler in je-
dem Denkstil, 3 x 90 Minuten bei ihrem Modellierungsprozess videografiert
und ihre Modellierungsverldufe dokumentiert (vgl. Borromeo Ferri 2010).
Die Ergebnisse der Studie zeigen, dass der Denkstil Einfluss auf die individuel-
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len Modellierungsverlaufe® der Schiler hat. So zeigt sich, dass Schiler mit
einem analytischen Denkstil ihre Bearbeitung direkt in die Mathematik ver-
legen und sich dementsprechend sehr schnell auf das mathematische Modell
fokussieren. Sie (berspringen damit sowohl die mentale Situations-
Reprasentation™ als auch das reale Modell, was jedoch dazu fihrt, dass die
Schiler haufig nachtraglich auf die Realsituation zurlickkommen missen, um
sich die Situation zu vergegenwartigen. AnschlieRend kehren sie jedoch recht
z(igig zum mathematischen Modell zuriick und bearbeiten die Aufgabe vor-
wiegend formal (vgl. Borromeo Ferri 2009, Borromeo Ferri 2012).
Demgegeniiber beschreiten Schiler des visuellen Denkstils, gerade zu Be-
ginn, eher einen idealtypischen Modellierungsprozess, dadurch, dass sie
mehr Zeit auf die mentale Situations-Reprasentation verwenden. Und auch
ihre Argumentationen innerhalb des mathematischen Modells weisen eine
groRe Nahe zur realen Situation auf. Darliber hinaus verwenden sie in der
mentalen Situations-Reprasentation unterstiitzende Zeichnungen, um die Si-
tuation besser handhabbar zu machen (vgl. Borromeo Ferri 2009, Borromeo
Ferri 2012).

In der Studie wurde ebenfalls untersucht, welchen Einfluss der Denkstil der
Lehrperson auf die Umsetzung von Modellierungsaufgaben im Unterricht
beikommt. Als Ergebnis dieser Frage lief8 sich feststellen, dass Lehrpersonen,
die einem der Denkstile folgten, sich auf bestimmte Vorginge im Modellie-
rungsprozess fokussierten. Dies zeigte sich sowohl bei angebotener Hilfestel-
lung als auch wahrend der Losungsdiskussionen. Und obwohl die Lehrkrafte
durchaus selbst reflexives Verhalten zeigten, waren sie sich selten bewusst,
inwieweit ihr Denkstil zu einem bestimmten Lehrmuster flhrt (vgl. Borromeo
Ferri 2009, Borromeo Ferri 2012).

Borromeo Ferri konnte in einer Studie zur Entwicklung des Denkstils auBer-
dem zeigen, dass bereits zu Beginn der vierten Klasse der Denkstil Einfluss
auf das Losen mathematischer Probleme hat. Hierzu wurden insgesamt 40

B Unter einem individuellen Modellierungsverlauf versteht Borromeo Ferri den Modellie-
rungsprozess eines Individuums sowohl auf interner als auch externer Ebene. Dies beinhaltet
den individuellen Beginn des Modellierungsprozesses in einer beliebigen Phase sowie den
gesamten Prozess, der sowohl in der Intensitat der einzelnen Phasen als auch in ihrer Rei-
henfolge variieren kann.
14 P P . -

Um den Fokus auf die individuellen Prozesse herauszustellen, spricht Borromeo Ferri von
der mentalen Situations-Reprasentation anstatt von einem Situationsmodell.
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Schiler aus zwei Klassen zwei Wochen wahrend des Mathematikunterrichts
beim Problemlésen videografiert und anschlieBend interviewt. Dabei konn-
ten sowohl analytische Denker als auch visuelle Denker anhand der Denk-
stilerhebung, der videografierten Probleml&seprozesse sowie den Interviews
identifiziert und ihre spezifische Vorgehensweise analysiert werden (vgl. Bor-
romeo Ferri 2012).

Daruber hinaus untersucht das MaTHSCu-Projekt den kulturellen Einfluss auf
den Denkstil, indem sie den westlich gepragten Kulturkreis dem 6stlich ge-
pragten gegeniberstellt. Die zugrundeliegende Frage ist dabei, inwieweit die
nachgewiesenen Unterschiede (vgl. Vollstedt 2011; Nisbett/ Masuda 2003) in
beiden Kulturen ,concerning education as well as learning and teaching”
(Borromeo Ferri 2015, S.162) tatsachlich den mathematischen Denkstil pra-
gen, obwohl dieser als individuelle Praferenz durchaus unabhangig vom kul-
turellen Hintergrund sein kann.

Entsprechend der groRangelegten Studie wurden die Denkstile von insge-
samt 907 Schiilern aus Japan, Sid Korea und Deutschland mithilfe eines von
Borromeo Ferri entwickelten Fragebogens erhoben.

Die Ergebnisse der Studie belegen einen kulturellen Unterschied insofern,
dass Schiler aus Deutschland den analytischen und/oder den visuellen
Denkstil bevorzugen, wahrend Schiiler aus Siid Korea und Japan eine starke
Praferenz des integrierten Denkstils zeigten (vgl. Borromeo Ferri 2015,
S.163). Doch vor allem die signifikanten Ergebnisse zur Korrelation zwischen
Performanz und Denkstil scheinen bemerkenswert. Hierbei wurde deutlich,
dass Schiiler mit einer formalen Représentation bessere Noten im Fach Ma-
thematik erzielen, wobei Borromeo Ferri deutlich macht, dass Noten abhan-
gig sind vom jeweiligen Curriculum, der Lehrmittel und der Lehrperson und
damit vom entsprechenden Kulturkreis (vgl. Borromeo Ferri 2015, 5.163).

Gerade in Bezug auf die mathematikdidaktische Perspektive zeigt sich an-
hand der Ergebnisse, welchen Einfluss eine Theorie zu mathematischen
Denkstilen auf das Bearbeiten von mathematischen Aufgaben und das Ver-
stehen von Mathematik hat. Es zeigt sich dartber hinaus aber auch, dass
noch weitere Untersuchungen nétig sind, um mathematische Denkstile in ih-
rer Ganze zu erfassen und die Konsequenzen eines einseitigen Unterrichts zu
ermitteln.
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3.3. Herausstellung des Forschungsdesiderats

Die im vorigen Abschnitt aufgefiihrten Studien verdeutlichen die Bedeutung
des Denkstils, insbesondere fiir das Mathematiktreiben. Hierbei machen die
verschiedenen Studien deutlich, dass Schiiler, werden sie nicht in ihrem
Denken eingeschrankt, vorrangig auf ihren eigenen Denkstil zuriickgreifen
und diesen fiir die Lésung von Mathematikaufgaben nutzen.

Doch was, wenn Mathematikaufgaben einen spezifischen Losungsweg er-
fordern? Was, wenn die Aufgaben eine andere Bearbeitungsweise er-
schweren? Und was, wenn dieses Vorgehen nur einem der Denkstile ent-
spricht?

Mit der Vielzahl an mathematikdidaktischen Studien, die die Bedeutung ei-
ner Denkstiltheorie herausstellen, wundert es nicht, dass mit den Ergebnis-
sen der jeweiligen Studien haufig auch die Forderung nach einer Auswahl
von Aufgaben gestellt wird, die jeden Denkstil einbezieht. Es wird jedoch
nicht weiter darauf Bezug genommen, welche Konsequenz eine einseitige
Auswahl von Aufgaben hat oder darauf, wie Schiiler agieren, wenn sie Auf-
gaben zu |6sen haben, die nicht ihrem bevorzugten Denken entsprechen.
Zwar wird in Studien darauf verwiesen, dass Aufgaben des anderen Denkstils
durchaus auch von Personen geldst werden kdnnen, die den anderen Denk-
stil bevorzugen (vgl. Schwank 1990, Borromeo Ferri 2014), dies ist jedoch mit
einer besonderen Anstrengung verbunden. Eine erste Idee dafiir, welche An-
strengung es fiir Schiiler bedeuten kann, ,entgegen ihres natirlichen Den-
kens” zu arbeiten, lasst sich in einem Fall der dargestellten Augenbewegun-
gen beim Bearbeiten von Mustererginzungsaufgaben rekonstruieren (vgl.
Schwank et al. 2003, Kapitel 2.4.). Es sei jedoch deutlich darauf hingewiesen,
dass die Studie, auf die hier Bezug genommen wird, den Fokus auf die unter-
schiedlichen Bearbeitungsweisen im funktionalen und pradikativen Denken
legt. Dementsprechend kdnnen die hier dargestellten Schwierigkeiten weder
als Ergebnis von Schwanks Studie angenommen werden, noch kann der An-
spruch auf Verallgemeinerung erhoben werden, da es sich bei den angefiihr-
ten Fallen um Beobachtungen von Einzelfallen handelt.
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Dennoch deuten sich bei der nachfolgenden Mustererganzungsaufgabe
Schwierigkeiten beim funktionalen Lésen der Aufgabe an, da sie einen pradi-
kativen Losungsweg nahelegt. Dies soll im Folgenden genauer erlautert wer-
den.

aEnld
(1A T
g

Abb. 3.2.: Aufgabe zur Komplettierung einer 3x3-Matrix aus der Untersu-
chung von Schwank et al. (Schwank 2003, S.72)

Bei einem pradikativen Losungsansatz werden die einzelnen Abbildungen auf
ihre Gemeinsamkeiten hin analysiert und so zunachst drei verschiedene Fi-
gurentypen ausgemacht (quadratartig, hausartig und trapezartig) welche im
weiteren Verlauf je zu einer Menge zusammengefasst werden (O 1 L[1).
Nachdem die unterschiedlichen Merkmale der Elemente einer Menge identi-
fiziert wurden (Boden: LI I I L), werden mégliche Ubereinstimmungen der
Merkmale mit einer weiteren Menge abgeglichen, um Ubergeordnet Ge-
meinsamkeiten zu identifizieren (O M1, an fJ). AbschlieBend wird die
Struktur komplettiert, indem die fehlende Figur zur dritten Menge hinzuge-
fugt wird (die trapezartige Figur mit geschlossenem Boden). Ein derartiges
Vorgehen scheint auch anhand der Augenbewegungserfassung bestatigt zu
werden, die zunéchst die Menge der quadratartigen Figuren analysiert (Abb.
b) in Abb. 3.3.) und daraufhin mit den Gbereinstimmenden Merkmalen der
Menge der hausartigen Figuren abgleicht (Abb. c) in Abb. 3.3.).
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Untersuchung, wie sich entsprechend ausgerichtete Aufgaben auf den L6-
sungsprozess von Schiilern auswirkt.
Zwar zeigen erste Fallstudien auf, dass ein Lehrerwechsel im Fach Mathema-
tik teilweise konkret Auswirkungen auf die Leistungen der Schiiler hat, je-
doch wurden die Ursachen bisher vorrangig in der Vermittlungsart der Lehr-
person gesehen (vgl. Borromeo Ferri 2014, S.16). So ergab die Studie von
Sternberg zum Zusammenhang zwischen Denkstil von Lehrern und Schilern,
dass ,students performed better and were more positively evaluated by tea-
chers when the students’ styles matched rather than mismatched the styles
of their teachers” (Sternberg 2001, 5.130).
Neben der Vermittlung von Inhalten und der damit einhergehenden Art, wie
die Inhalte vermittelt werden, bildet jedoch insbesondere im Mathematikun-
terricht die Auswahl von Aufgaben einen wichtigen Faktor fur den Lernpro-
zess. Es ist dementsprechend durchaus denkbar, dass nicht allein die Ver-
mittlungsweise fiir eine bessere Leistung der Schiler mit gleichem Denkstil
verantwortlich zeichnet, sondern ein ebensolcher Anteil auf Aufgaben, die
den eigenen Denkstil nahelegen, zurlickzufiihren ist.
Zudem liegt die Vermutung nahe, dass Schiiler des einen Denkstils durch die
spezifischen Merkmalsauspragungen des eigenen Denkens solche Aufgaben
unter erschwerten Bedingungen zu lésen haben, die ihrem Denkstil entge-
genstehen. Und die aufgefiihrten mathematikdidaktischen Studien deuten
an, dass grundsatzlich ein Unterschied in der Leistungswahrnehmung der
Schiler besteht, doch nicht, wie sich dieser an konkreten denkstilnahen Auf-
gaben zeigt.
An dieser Stelle soll jedoch auch deutlich gemacht werden, dass derartige
Uberlegungen und Vermutungen nicht bedeuten, dass Schiiller des einen
Denkstils nicht in der Lage waren, Aufgaben des anderen Denkstils zu 16sen.
Es soll nur darauf hingewiesen werden, dass es bisher keine Untersuchungs-
ergebnisse dazu gibt, inwieweit der mathematische Denkstil an Leistungsun-
terschieden bei der Bearbeitung von Aufgaben beteiligt ist. Denn auch, wenn
sich den angefiihrten Studien haufig die Forderung danach anschlief’t, ein,
im Sinne des mathematischen Denkstils, moéglichst breites Lernangebot zu
machen, gibt es ein Forschungsdesiderat dariiber, wie Schiler mit Aufgaben
umgehen, die nicht ihrem Denken entsprechen. Und eben hier knipft die
vorliegende Studie an.
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Doch zunachst sei noch ein detaillierter Blick auf die Aufgabenforschung der
Mathematikdidaktik geworfen, um zum einen die Bedeutung von Aufgaben
fir den Mathematikunterricht herauszuarbeiten, aber vor allem, um zu bele-
gen, dass in Bezug auf die Aufgabenanalyse ebenfalls ein Forschungsdeside-
rat besteht.
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4. Aufgaben als zentraler Analysegegenstand im Mathematikunterricht

,Lehrkrdfte planen téglich Aufgaben, sie fiihren téglich in

Aufgaben ein, begleiten Schiilerinnen und Schiiler bei der

Aufgabenbearbeitung und kontrollieren die Lésung.”
(Maier et al. 2013, S. 9)

Um Gber die Notwendigkeit zu sprechen, einen neuen Aspekt in der Analyse
von Aufgaben zu implementieren, soll vorab erldutert werden, welche Bedeu-
tung Aufgaben fur den Mathematikunterricht und dem damit verbundenen
Lernen von Mathematik zukommt. Einen ersten Einblick gibt das Zitat von Uwe
Maier, in dem er Aufgaben in Beziehung zur Lehrtatigkeit setzt und damit deut-
lich macht, welchen Stellenwert sie in unserem Berufsfeld einnehmen. Was in
dem oben genannten Zitat von Maier jedoch nicht weiter thematisiert wird, ist
ihre Bedeutung aus verschiedenen Perspektiven des Lehrerhandelns. Bromme,
Seeger & Steinbring heben die Bedeutung von Aufgaben als Mittel zur Organi-
sation des gesamten Unterrichtsstoffs hervor und beziehen sich damit sowohl
auf unterschiedliche Aufgabentypen, die Stoffgebiete voneinander trennen, als
auch auf Aufgaben, die als Orientierungspunkte fir Lehrer-Schiiler-
Interaktionen dienen. Darliber hinaus betonen die Autoren, dass Aufgaben das
Objekt der Lernanstrengung von Schiilern sind, wobei sie explizit auf die Bedeu-
tung des Umgangs mit Fehlern fir die Lerntheorie hinweisen (vgl. Bromme/
Seeger/ Steinbring 1990, S.1ff).

Weiterhin sehen die Autoren Aufgaben als Fundament der Lehrertatigkeit, in-
sofern sie die Aufgabe des Lehrers bzw. seine Tatigkeit als ein Handeln zwi-
schen der Wissenschaft Mathematik auf der einen Seite und dem Wissen der
Schiller auf der anderen darstellen, wodurch Aufgaben eine besondere Rolle
zukommt. Dabei sind fur die Autoren Aufgaben , weniger als Hilfsmittel anzuse-
hen, die eine tiefe Kluft zwischen mathematischem Wissen und Schilerwissen
Uiberwinden helfen, sondern beschreiben [sie] als Gegenstand der Lehrer- wie
der Schiler-Tatigkeit [...], in dem der Austausch und die Vermittlung von ma-
thematischen und Schilerwissen stattfindet”(Bromme/ Seeger/ Steinbring
1990, S.3).
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4.1. Bedeutung von Aufgaben fiir den Mathematikunterricht

Im Mathematikunterricht von heute zeigt sich, dass ein Grofteil des Unter-
richtsgeschehens auf das Lésen von Aufgaben verwandt wird und in der Lite-
ratur wird dieser Eindruck bestétigt. So bestimmen Pauli & Reusser aus ihrer
Analyse der Siebenlander-Videostudie den Anteil von Aufgabenbearbeitung
im Unterricht auf 80% der verfigbaren Unterrichtszeit (Pauli/ Reusser 2006,
S. 781). Und auch Gerd Walther stellt die Bedeutung von Aufgaben fir den
Mathematikunterricht heraus, indem er anmerkt, dass die Erkenntnis Gber
die Bedeutung von Aufgaben keineswegs eine neumodische Erscheinung ist.
Er fihrt hierzu an — ohne dabei genauer auf die Ausgestaltung der Aufgaben
einzugehen — dass bereits Kruckenberg in seinem 1935 erschienenen Hand-
buch fur den Rechenunterricht der Volksschule ,Die Welt der Zahlen im Un-
terricht” die Wichtigkeit von Aufgaben im Mathematikunterricht als ,den
wesentlichen Bestandteil des Rechenunterrichts” (Kruckenberg nach Walther
1985, S5.30) herausstellt. Und Oehl bekraftigt 1967 die Bedeutung von Aufga-
ben fir die Entwicklung der Schiilertatigkeit in seinem Werk ,Rechenunter-
richt in der Hauptschule” (vgl. Walther 1985, S.29ff).

Im Folgenden soll die Ursache fir die Bedeutung von Aufgaben dargestellt
werden, indem Aufgaben zunéchst aus struktureller Sicht betrachtet werden,
um dann ihre Bedeutung fiir den Lehr-Lern-Prozess aufzuzeigen.

4.1.1. Aufgaben als Element der Steuerung von Unterricht

Aufgaben haben nicht allein die Funktion Lerngegenstand zu sein, obwohl
dies zweifelsfrei die wichtigste ist, sondern dienen auch der Steuerung von
Unterricht. Das heifst, neben dem Einsatz von Aufgaben im Mathematikun-
terricht als Grundlage fiir das Lehren und Lernen dienen sie auch der Planung
von Unterricht. In dieser Funktion nehmen Aufgaben mafRgeblichen Einfluss
auf die Planung von Unterricht, was in Einzelfallen dazu fiihrt, dass eine Auf-
gabe bzw. ein Aufgabenkomplex als Basis genommen wird, um dann die ent-
sprechenden unterrichtlichen Entscheidungen daran anzupassen (vgl.
Bromme/ Seeger/ Steinbring 1990, S.1).
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Dabei ibernehmen Aufgaben im Sinne der ,Rahmung eines Themas” unter-
schiedliche Funktionen in Unterrichtsprozessen. Es geht hierbei darum mit-
hilfe von Aufgaben den Einstieg in ein neues Thema zu organisieren oder
aber auch ein Thema entsprechend abzuschlieRen. Wobei sich die Planung
hier nicht nur auf die Auswahl von Aufgaben beschrankt, sondern auch auf
ihre Bearbeitung im Unterricht sowie die Art ihrer Priasentation.

Dabei werden, je nach Einstiegsform, entweder typische Aufgaben oder aber
eine weitgefasste Problemstellung des derzeitigen Themas gewahlt, an de-
nen bestimmte Wissenselemente bzw. Fertigkeiten eingefiihrt werden. Das
hat auch die Dreilander-Videostudie von Pauli & Reusser ergeben. So haben
die Analysen gezeigt, dass Mathematikunterricht in Deutschland ublicher-
weise ein neues Thema einfihrt, indem nach einer Repetitionsphase eine
bestimmte Problemstellung anhand eines kleinschrittigen Lehrgesprachs
entwickelt wird (vgl. Pauli/ Reusser 2006, S.777). Uberdies unterscheidet
Walsch bei der Verwendung von Aufgaben zur Erarbeitung neuer Inhalte, ob
es sich bei diesen Inhalten ,um die Aneignung eines Begriffes, eines Satzes
oder eines Algorithmus Verfahrens” (Walsch 1984, S. 62) handelt. Er entwi-
ckelt diesbeziglich unterschiedliche Anforderungen an die entsprechenden
Aufgabenkomplexe, wobei allen drei Kategorien die (ibergeordnete Anforde-
rung der Ausbildung mathematiktypischer Denkweisen gemein ist.

Der Abschluss hingegen erfolgt haufig durch anwendungsbezogene Aufga-
ben, die mit allen neu erlernten Inhalten des Themas zu lésen sind (vgl.
Wittmann 2012, S.177). Hierbei soll ,anwendungsbezogen” nicht auf reali-
tatsnahe Aufgaben hinweisen, sondern lediglich auf Aufgaben, die in ihrer
Bearbeitung komplexere Losungswege erfordern, sodass eine Vielzahl der
neu erlernten Inhalte zur Anwendung kommt.

Und auch innerhalb eines abgeschlossenen Themas kommen Aufgaben viel-
faltig zum Einsatz, wobei hier das Einliben und Festigen des Unterrichtsstoffs
und von Algorithmen im Vordergrund steht (vgl. Bromme/ Seeger/ Stein-
bring 1990, S.11). Dabei kann die Auswahl und Aufbereitung von Aufgaben
dazu beitragen, das Verstandnis fiir die Beherrschung eines Algorithmus oder
aber auch die Eintbung von Routinen und Automatisierung zu fordern (vgl.
BLK 1998, S.85).
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Neben den eben dargestellten Einflussfaktoren fir die Auswahl, Ausgestal-
tung und den Einsatz von Aufgaben im Mathematikunterricht ergeben sich
auch noch andere Beweggriinde fiir den Einsatz von Aufgaben. In dieser Ar-
beit soll jedoch nur kurz auf zwei weitere Funktionen Aufgaben hingewiesen
werden. Zum einen auf die der Leistungsmessung und zum anderen auf die
Funktion als Evaluation fir den eigenen Unterricht.

Ziel dieser Art von Aufgaben ist es den Wissensstand der Schiiler sowie das
Erreichen von Unterrichtszielen zu erheben. Deshalb kommen in der Leis-
tungsmessung vor allem solche Aufgaben zum Einsatz, die in dhnlicher Form
bereits im Unterrichtsgeschehen thematisiert und/oder bearbeiteten wor-
den sind. Dies scheint nicht weiter verwunderlich, da Lehrpersonen Klassen-
arbeiten oder Tests, sprich Leistungsmessungen, aus ihrem eigenen Aufga-
benfundus zusammenstellen, mit der Intention die unterrichtliche Aufga-
benkultur abzubilden (vgl. Vollstadt 2005).

Demgegeniiber bezieht sich die Evaluation des eigenen Unterrichts nicht auf
die Feststellung des Wissensstandes von Schilern, sondern darauf, wie un-
terrichtliche MafRnahmen vom Schiiler verarbeitet wurden bzw. ob diese den
intendierten Effekt hatten. Dabei kommt den Aufgaben die Rolle zu, vielfalti-
ges Arbeiten zuzulassen, um anhand der Bearbeitung der Schiler Schlussfol-
gerungen flr den eigenen Unterricht zu ziehen.

4.1.2. Aufgaben auf Ebene der Gestaltung des Lehrens und Lernens

Grundsatzlich sei in diesem Kapitel zunachst geklart, was im Allgemeinen un-
ter Lernen verstanden wird, um die Bedeutung von Aufgaben und insbeson-
dere Mathematikaufgaben fiir das Lernen herauszustellen.

Grundsatzlich, und nicht allein auf Schule und Unterricht bezogen, wird in
der Kognitionspsychologie unter Lernen im Allgemeinen eine Verhaltens-
oder Wissensverdanderung verstanden, die jedoch nicht nur kurzfristig, wie
beim Gebrauch von Drogen oder Mudigkeit, beobachtbar ist, sondern relativ
iberdauert. Dabei ist die Verhaltensverdnderung eine Folge von Ubungsta-
tigkeiten oder anderen Erfahrung, bei denen es sich um einen aktiven Pro-
zess handelt, in dem Bedeutung durch den Informationsaustausch mit der
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Umgebung bzw. anderen Personen konstruiert wird (vgl. Mietzel 2017,
S.17f).

Explizit auf Schule und der dort gegebenen Darbietung von Lerngelegenhei-
ten beschreiben Bruner et al. Lernen als

,einen mentalen Prozess, der die selbststdndige und aktive Auseinanderset-
zung mit dem eigenen Wissen beinhaltet. Das Produkt dieses Prozesses ist ne-
ben prozeduralen Fertigkeiten vor allem der Aufbau konzeptuellen fachlichen
Wissens, das ein tiefergehendes Fachverstdndnis durch eine Vernetzung von
Wissen, Fertigkeiten und Fihigkeiten erméglicht” (Brunner et al. 2006, S.57).

Der Prozess des Lernens kann dabei sowohl bewusst und absichtlich als auch
implizit und beilaufig vollzogen werden, wobei die Vertreter der Kognitions-
psychologie eine erhebliche Bedeutung im impliziten Lernen sehen. Denn auf
diese Weise werden viele komplexe Zusammenhange und Gegenstande des
alltaglichen Lebens aufgenommen, ohne sich bewusst mit diesen auseinan-
derzusetzen und damit Kapazitdaten in der kognitiven Leistung frei werden.
Trotzdem kann Lernen keineswegs als ,leicht’ zu durchlaufender Prozess ver-
standen werden. So zeigt besonders die Suche nach Methoden, die das Ler-
nen erleichtern, dass diejenigen Lerninhalte, die mit einer gewissen Anstren-
gung und Ausdauer des Lernenden verbunden sind, am wirkungsvollsten
sind bzw. am langfristigen im Gedachtnis verbleiben. Allerdings ist im Unter-
richt, d. h. einer bewusst auf Lernen angelegte Situation, haufig zu beobach-
ten, dass trotz intensiver Ubungstatigkeiten die damit angeregte Wirkung
des Lernens nur von kurzer Dauer ist und teilweise nur bis zur ndchsten Pri-
fung vorhalt (vgl. Mietzel 2017, S.17ff).

Um dariiber hinaus die Bedeutung von Aufgaben fiir den Mathematikunter-
richt zu erfassen, ist es zunachst nétig, unterrichtliches Lernen nach seiner
Zielsetzung zu analysieren. Hierzu findet sich in der Literatur eine Vielzahl
von Differenzierungen (vgl. Roth 1963, Seel 2003, Gagné 2011}, aus der sich
flir diese Arbeit folgende Strukturierung der Lernziele ergeben hat:

- Lernen, das sich auf Wissen bezieht und somit zum einen als dasjenige
Lernen verstanden werden kann, das sich mit dem Prasenthalten von
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Wissen, wie es beispielsweise beim Lernen von Vokabeln vorliegt, be-
schreiben lasst. Und es zum anderen Lernen ist, das sich auf die Kon-
struktion von Wissen und den damit verbundenen Begriffsbildungs-
prozessen bezieht.

- Das Lernen von Fdhigkeiten beinhaltet das Ausbilden sowie die (Wei-
ter-)Entwicklung des sozialen, motorischen sowie kognitiven Vermo-
gens einer Person, das zur Bewaltigung von allgemeinen Anforderun-
gen notig ist.

- Lernen, das das Denken und den damit verbundenen kognitiven Stra-
tegien umfasst, und hier vor allem die Kompetenzen im Problemlésen
sowie dem logischen SchlieRen einschlieRt (vgl. Kapitel 1.1.1.).

- Das Lernen von Gesinnung, Werthaltung und Einstellung zielt dabei
darauf ab, dem Lernenden moralische Vorstellung zu vermitteln, da-
mit er bestimmte Situationen, AuRerungen und Handlungen ange-
messen bewertet, und sein soziales Handeln entsprechend ausrichtet.

Ausgehend vom Ldsungsprozess von Mathematikaufgaben lasst sich heraus-
stellen, dass die oben angefiihrten Lernziele nicht isoliert betrachtet werden
kénnen, sondern sich gegenseitig bedingen. So kann beispielsweise das Ler-
nen von Begriffen nicht ohne eine Anwendung logischer Schlussfolgerungen
von statten gehen, da in der Begriffsbildung auch grundsatzlich Querverbin-
dungen gezogen werden, die auf einer entsprechenden Logik beruhen. Und
auch in umgekehrter Weise zeigt sich der Zusammenhang beider Lernziele,
da fiir die Lésung eines Problems auch immer auf vorhandenes Wissen zu-
rickgegriffen werden muss.

Aus den vorangestellten Erlauterungen zum allgemeinen Lernen sowie der
Analyse von grundsétzlichen Lernzielen ergibt sich als logische Schlussfolge-
rung, dass insbesondere Problemstellungen dazu geeignet sind, Lernprozesse
anzuregen, wahrend ,eingetrichtertes Faktenwissen’ wenig zum Lernerfolg
beitragt.

Fiir die Unterrichtsgestaltung ergibt sich aus dieser Auffassung, dass Wissen
nicht einfach mitgeteilt werden kann, sondern ihm grundsétzlich eine Aufga-
be oder Problemsituation vorausgehen sollte. Denn auf diese Weise erkennt
der Lernende, welche Wissensliicken noch vorhanden sind, erkennt aber
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auch Anknipfungspunkte, indem er durch gemachte Vermutung relevantes
Vorwissen aktiviert. Das entsprechende Vorwissen wird durch die Aufgabe
entsprechend modifiziert, was wiederum zu einem vertieften Verstandnis
mathematischer Verfahren oder Begriffe und dem damit verbundenen Aus-
bau des individuellen Begriffsnetzes fiihrt.

Ein derartiges Vorgehen hat dariber hinaus erheblichen Einfluss auf die Mo-
tivation sowie das Interesse des Lernenden, indem Probleme bzw. Aufgaben
weitestgehend selbstandig geldst werden und damit ein positives Selbstkon-
zept fordert (vgl. Brunner et al. 2006, S.57).

4.2. Definition des Aufgabenbegriffs

Nachdem die Bedeutung von Aufgaben fiir Unterricht und Lernen in den vo-
rangegangenen Kapiteln ausfiihrlich dargestellt wurde, gilt es nun den hier
zur Anwendung kommenden Aufgabenbegriff zu klaren. Denn obwohl Gbli-
cherweise ein intuitives Verstandnis darlber besteht, was eine Aufgabe ist,
ergibt sich die Notwendigkeit zu klaren, was explizit unter einer Aufgabe zu
verstehen ist und inwieweit sich Mathematikaufgaben von einem allgemei-
nen Aufgabenbegriff unterscheiden. Denn es zeigt sich in der Alltagsprache
ein weiter verwendeter Aufgabenbegriff als der, der sich in der Schule findet.
So wird im Alltag der Begriff Aufgabe ganz unterschiedlich verwendet, hier
wird beispielsweise davon gesprochen ,Eine Aufgabe innezuhaben”, ,Eine
Aufgabe zu haben” oder ,Eine Aufgabe zu erledigen”. Dabei werden mit den
beiden erstgenannten Ausspriichen vor allem auf ein Bindel von ,Verpflich-
tungen” verwiesen, die im Rahmen einer Tatigkeit gefordert werden, wah-
rend der letztgenannte Ausspruch sich auf ein konkretes Ziel bezieht, wel-
ches es zu erreichen gilt.

Ein dhnlich breit angelegtes Aufgabenverstandnis zeigt sich, wenn von Auf-
gaben im schulischen Kontext gesprochen wird, denn auch in den unter-
schiedlichen Unterrichtfachern zeigen sich Unterschiede zwischen der Ver-
wendung des Aufgabenbegriffs. In diesem Zusammenhang legt Doyle (1983)
den Fokus auf drei Aspekte des Bearbeitens von Aufgaben:
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- products: Die von Doyle angesprochenen Produkte einer Aufgabe be-
inhalten die dokumentierten Ergebnisse, die in der Aufgabe
gefordertund  vom Lernenden formuliert werden. Hier-
bei schrankt Doyle nicht weiter ein, um welche Art von
Produkten es sich handelt, vielmehr fiihrt er ein breites
Spektrum an, welches sowohl Essays als auch eine Reihe
von Testaufgaben umfasst.

- operations: Als weiteren Aspekt von Aufgaben fihrt er jene Handlun-
gen an, die durch die Aufgabenstellung angeregt bzw. ex-
plizit verlangt werden, wodurch schlieBlich das Produkt der
Aufgabe erzeugt wird.

- resources:Zudem sind nach Doyle die gegebenen Voraussetzungen,
die den Lernenden zur Bearbeitung der Aufgabe zur Verfi-
gung stehen, ein weiterer wichtiger Aspekt von Aufgaben.

Aus ebendiesen drei grundlegenden Aspekten von Aufgaben definiert sich
flir Doyle Aufgabe im schulischen bzw. akademischen Kontext als:

,Academic tasks, in other words, are defined by the answers students are re-
quired to produce and the routes that can be used to obtain these answers”
(Doyle 1983, S.161).

Ausgehend von diesem sehr weit gefassten und wenig handhabbaren Begriff
einer schulischen Aufgabe grenzen Stein, Grover & Henningsen mathemati-
cal tasks zum einen durch die Verortung in der Mathematik und zum ande-
ren durch Dauer bzw. die Lange der Aufgabe ab und definieren sie als

»a classroom activity, the purpose of which is to focus students’ attention on a
particular mathematical idea. An activity is not classified as a different or new
task unless the underlying mathematical idea toward which the activity is ori-
ented changes” (Stein/ Grover/ Henningsen 1996, S.460).

Doch gerade in Anbetracht eines Unterrichtsgesprachs gilt es auBerdem zu
klaren, inwieweit sich Mathematikaufgaben von Fragen im Gesprach gegen-
einander abheben. Wahrend Fragen eines Unterrichtsgesprachs, vor allem
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das Wiederholen bereits erarbeiteter Inhalte, das Beseitigen von Unklarhei-
ten sowie den Fortgang des Unterrichtsverlaufs zum Ziel haben, enthalten
Aufgaben eine explizite Aufforderung zum Auseinandersetzten mit einem
spezifischen mathematischen Sachverhalt. Durch diese unterschiedliche Ziel-
setzung lasst sich zwischen Unterrichtsfrage und Aufgaben unterscheiden
(vgl. Neubrand 2002, S.17).

Aus den hier dargelegten Unterschieden und den damit verbundenen unter-
schiedlichen Anforderungen an den Begriff von Aufgaben wird hier dem von
Neubrand verkiirzten Begriff von Mathematikaufgaben gefolgt:

,Aufgaben sind eine Aufforderung zur gezielten Bearbeitung eines eingegrenz-
ten mathematischen Themas. Aufgaben sind immer Auseinandersetzung mit
einem Beispiel eines Sachverhalts” (Neubrand 2002, S.16f).

Natdrlich lasst sich der hier verwendeten Aufgabenbegriff noch explizieren,
indem auf die unterschiedlichen Aufgabentypen wie beispielsweise Problem-
I6seaufgaben und Modellierungsaufgaben eingegangen wird. Allerdings ist
eine derartige Verfeinerung der Definition hier nicht von Bedeutung, da da-
von ausgegangen wird, dass die vorliegenden Differenzierungsmerkmale die
unterschiedlichen Aufgabentypen gleichermalien betreffen.

4.3. Kritik am bisherigen Einsatz von Aufgaben im Mathematikunterricht

Wie in den vorangegangenen Kapiteln bereits dargestellt, haben Aufgaben
einen groRen Einfluss auf mehrere Ebenen des Lernens von Mathematik.
Walsch spricht in diesem Zusammenhang von lokalen Lernzielen und globa-
len Zielsetzungen, wobei er unter lokalen Zielen das Lernen und Aneignen
von Begriffen oder Satzen fasst, wahrend er die , Entwicklung allgemeine(r]
Fahigkeiten, Einstellungen, Verhaltensweisen usw.” (Walsch 1984, S.61) sub-
sumiert. Allerdings gilt dies nur fiir Aufgaben, die die Schiiler kognitiv heraus-
fordern und zum Bearbeiten anregen. Aber trotz des Wissens darum, wel-
ches Potenzial entsprechend eingesetzten Aufgaben innewohnt, wird auch
immer wieder darauf verwiesen, dass die Lehrpersonen in ihrem Unterricht
dieses Potenzial nicht entsprechend ausschopfen. Uberwiegend handelt es
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sich um Routineaufgaben, bei denen vorwiegend Kalkile abzuarbeiten sind.
Mit Verweis auf Kunter & Baumert spricht Driike-Noe in diesem Zusammen-
hang von kognitiv anregungsarmen Aufgaben (vgl. Drike-Noe 2014, 5.313).
Dies ist kein neues Problem. So macht Walsch bereits 1984, also noch vor
dem PISA-Schock und der TIMSS-Studie, auf Fanghanels Analyse zum Einsatz
von Aufgaben aufmerksam. Dabei untersuchte Fanghédnel 607 Aufgaben aus
der Sekundarstufe 1 und ihre Funktion innerhalb des Unterrichtsgeschehens.
Es zeigte sich, dass 72% der Aufgaben nur der Festigung oder der Kontrolle
von Wissen und Kdnnen des aktuellen Themas dienten und lediglich 15% der
Aufgaben der Erarbeitung neuer Inhalte. Und gerade auch in Bezug auf das
Potenzial von Aufgaben fir den Lernprozess zeigt seine Aufgabenanalyse,
dass 85% der getesteten Aufgaben einfach nach einem bekannten Muster
gelost werden konnten und dass generell die Methode des Vor- und Nach-
ahmens im Lernprozess dominieren (vgl. Walsch 1984, S. 59f).

Und auch neuere Studien zeigen, dass Aufgaben nicht immer ihrem imma-
nenten Potential entsprechend eingesetzt werden bzw. die Auswahl der Auf-
gaben vorrangig einem Einliben oder Festigen von mathematischen Verfah-
ren dient. Im Folgenden soll auf die Ergebnisse zweier Studien ausfihrlicher
eingegangen werden: Zum einen auf die Analysen der ersten TIMSS-
Videostudie™ und zum anderen auf die Ergebnisse aus dem COACTIV Pro-
jekt.

Zwar zielt Neubrands Analyse der Dreilander-Videostudie vor allem auf die
Analyse von Unterrichtssituationen im Allgemeinen ab, doch fihrt die Be-
deutung von Aufgaben flir den Unterricht zu einer detaillierten Analyse von
Aufgaben und deren Einsatz im Unterricht. So konnte sie nachweisen, dass
Aufgaben, bei denen nur eine Wissenseinheit'” bentigt wird, dominieren
und Aufgaben, bei denen eine Modellierung™ erforderlich ist, machen nur
etwa 10% des Unterrichts aus (vgl. Neubrand 2002, S272f).

6 Auch wenn es sich bei den TIMSS-Videostudien um Lindervergleiche handelt, soll hier vor
allem auf die Ergebnisse bezlglich des deutschen Mathematikunterrichts verwiesen werden.
7 Hierbei bezeichnet Wissenseinheit einen strukturierten Wissensbestandteil, der fir das
Lésen einer Aufgabe notwendig ist (siehe Kapitel 4.4.2.1.).
18 Nach Neubrand ein Herauslésung und Anwendung von impliziten Wissen.
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Im Vergleich mit den beiden anderen Landern der Dreilander-Videostudie
zeigt sich im deutschen Mathematikunterricht der héchste Anteil fertigkeits-
zentrierter Aufgaben, wahrend ,die Férderung der Modellierungsfahigkeit,
und damit verbunden die fahigkeitsorientierte Ausrichtung des Mathematik-
unterrichts, den geringsten Stellenwert einnimmt” (Neubrand 2002, 5.295).
Pauli & Reusser benennen das Losen einfacher Ubungsaufgaben sogar auf
einen Anteil von 89% (vgl. Pauli/ Reusser 2006, 5.776).

Im Rahmen der COACTIV-Studie untersuchten Jordan und Kollegen in den
Jahren 2003 und 2004 (ber 40.000 Aufgaben auf ihr Potenzial zur kognitiven
Aktivierung im Mathematikunterricht. Dabei erfasst er das kognitive Potenzi-
al einer Aufgabe mithilfe von 6 Kategorien: Mathematisches Argumentieren,
Inner- und Aufermathematisches Modellieren, Gebrauch mathematischer
Darstellungen, mathematische Grundvorstellungen und der Umgang mit ma-
thematikhaltigen Texten (siehe Kapitel 4.4.2.2.).

Bei einem kognitiv aktivierenden Einsatz der Aufgaben waére zu erwarten,
dass sich durch die breite Streuung innerhalb seines Wertebereichs von 0
(Kompetenz nicht erforderlich) bis 3 (Kompetenz auf hohem Niveau erfor-
derlich) ein Mittelwert zwischen 1 und 2 ergibt. Jedoch zeigt die Analyse von
Einstiegsaufgaben, Hausaufgaben wie auch Aufgaben aus Klassenarbeiten
Mittelwerte zwischen 0,05 (Mathematisches Argumentieren) und 0,78 (Ma-
thematische Grundvorstellungen). Das heiflt, dass Fahigkeiten wie das ma-
thematische Argumentieren im Mathematikunterricht scheinbar gar nicht
gefordert werden bzw. zur Losung der Aufgaben maximal Elementarkompe-
tenzen (z.B. elementare Grundvorstellungen) notig sind (vgl. Jordan et al.
2008, 5.99f). Insgesamt ziehen Jordan und Kollegen als Fazit aus der Analyse,
dass qualitatsvolle Aufgaben im Mathematikunterricht nur unzureichend
eingesetzt werden. Er spricht davon, dass mathematisches Argumentieren
an Aufgaben im Mathematikunterricht kaum stattfindet, dass die Aufgaben-
texte sprachlich wenig anspruchsvoll sind und nur selten mit anspruchsvollen
mathematischen Darstellungen umgegangen werden muss. Zudem werden
nur wenige aulRermathematische und innermathematische Beziige im Sinne
eines Modellierens hergestellt.

Zur Priifung des eigenen Ratings wurden die Aufgaben aus dem COACTIV-
Fachwissenstest fiir Lehrkrafte sowie den nationalen und internationalen PI-
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SA-Tests 2003 nach dem gleichen Klassifikationsschema analysiert. Vor die-
sem Hintergrund zeigt sich, dass das Rating durchaus sensibel fiir einen ho-
heren Anspruch an die Aufgaben ist (vgl. Jordan et al. 2008, S5.100).

Vor dem Hintergrund des Aufgabeneinsatzes in Klassenarbeiten untersuchte
Drike-Noe die im Rahmen der COACTIV-Studie erhobenen Klassenarbeiten
gesondert und stiitzte ihre Ergebnisse auf iber 25.000 Aufgaben der Klassen
9 und 10.

Sie stellt fest, dass auch in Klassenarbeiten Standardaktivitaten auf niedri-
gem Niveau dominieren und ,in beiden Jahrgangsstufen nur (sehr) geringe
Anteile von Aufgaben AuBer- bzw. Innermathematisches Modellieren, Argu-
mentieren sowie den Gebrauch von Darstellung (iberhaupt erfordern [...].
Hingegen ist kaum eine Aufgabe ohne Technisches Arbeiten, d. h. ohne ein
Umgehen mit unterschiedlich komplexen Kalkilen, zu losen” (Drike-Noe
2014, S.315). Darlber hinaus zeigt sich nur in den anspruchsvollsten Aufga-
ben die Forderung nach Aktivitdt auf zumindest einem mittleren Niveau.
Komplexe Tatigkeiten oder gar Reflexionen sind gar nicht zu finden (vgl. Dri-
ke-Noe 2014, S.315).

4.4. Angewandte Analysedimensionen und bestehende Konzepte

Die grundsatzlichen Schwierigkeiten von Aufgabenanalysen besteht sicher-
lich darin, dass es zwischen dem inhdrenten und dem tatsachlich realisierten
Potenzial einer Aufgabe zur Diskrepanz kommen kann, wenn beispielsweise
das individuelle Vorwissen eines Schiilers seine Interpretation einer Aufgabe
und damit seine Vorgehensweise beeinflusst. Denn eine Aufgabenanalyse
kann lediglich die Aufgabe analysieren, nicht jedoch das individuelle Vorwis-
sen jedes Schiilers.

Trotzdem ist es hilfreich, verwendete Aufgaben zu analysieren, um so ihr Po-
tenzial flir den Lernprozess erkennen zu kénnen. Dabei sind, je nach Intenti-
on und Einsatz der Aufgaben, verschiedene Analysemodelle denkbar. So bil-
den beispielsweise die Bildungsstandards Mathematik nicht nur ein Anforde-
rungsprofil, sondern durchaus eine Maéglichkeit, Aufgaben und ihrem Einsatz
im Mathematikunterricht auf die Zielsetzung hin zu analysieren.
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Im Folgenden sollen nun einige differenziertere Analysemodelle vorgestellt
werden, wobei hier unterschieden wird zwischen allgemeindidaktischen
Analysemodellen und solchen, die speziell unter der Perspektive der Ma-
thematikdidaktik entstanden sind. Denn trotz der mathematikdidaktischen
Ausrichtung dieser Arbeit begriindet sich die Auffiihrung der Bloomschen Ta-
xonomie darin, dass sie als eine der ersten Ansatze zur Klassifizierung von
Aufgaben gilt und damit Einfluss auch auf die Mathematikdidaktik hatte. Zu-
dem lasst sich der Vorteil und das Potenzial eines allgemeindidaktischen
Aufgabenanalysesystems grundséatzlich in der Vereinfachung von Unter-
richtsplanung und in der besseren Moglichkeit zum berfachlichen Aus-
tausch erkennen.

4.4.1. Die Bloomsche Taxonomie zur Verortung von Aufgaben

Mit dem Ziel Lehrende dazu anzuregen, ihren Unterricht kognitiv anspruchs-
voller zu gestalten und so die bloRe Uberpriifung von Faktenwissen zu {iber-
winden, entwickelten Bloom et al. 1956 eine vollstindige Taxonomie der
schulischen Lernziele. Dabei untergliedert er seine Taxonomie in den kogniti-
ven Bereich sowie den affektiven und den psychomotorischen Bereich. Im
Folgenden wird hier der kognitive Bereich genauer dargestellt. Denn obwohl
der affektive Bereich mit seinen Lernzielen zu Einstellungen und Weltan-
schauungen durchaus Schnittstellen mit der Mathematik zulasst, (vgl.
Krathwohl/ Bloom/ Masia 1975), ist die vorliegende Arbeit auf kognitive Pro-
zesse ausgerichtet.

Die Bloom und Kollegen gliedern dabei ihre Lernzieltaxonomie in einer hie-
rarchischen Struktur, aufsteigend nach der Komplexitat der geforderten Ver-
haltensweisen im kognitiven Bereich, und gehen dabei davon aus, dass jede
Stufe die untergeordneten einschlief3t.
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zusammenhangen aus. Die Zuschreibung von Bedeutung erfolgt auf der
nachsten Ebene, auf der der Anspruch der Aufgabe darin besteht, dass die
Inhalte wiedergegeben werden kénnen, sowohl als 1-zu-1-Wiedergabe
(Translation) als auch als Zusammenfassung (Interpretation). Auf der héchs-
ten Ebene kommt schlieRlich das Element des Schlussfolgerns (Extrapolation)
hinzu (vgl. Bloom et al. 1972, S. 220).

Auf der Stufe der Anwendung (Application) fihren Bloom et al. den Ge-
brauch von Abstraktionen an, der sich auf vorliegende Regeln (iber Proze-
duren, technische Prinzipien und Theorien oder verallgemeinerte Methoden
stutzt.

Die Analyse (Analysis) als nachsthéheres Lernziel bezieht sich auf die Identifi-
kation von Elementen einer Situation, auf die Beziehung zwischen diesen
einzelnen Elementen sowie der Anordnung bzw. den Prinzipien der Anord-
nung eben jener Elemente.

Erfordert es eine Aufgabe, dass Elemente neu zu einem Ganzen zusammen-
gesetzt werden missen, so handelt es sich nach Bloom et al. um Synthese
(Synthesis). Dabei ist der erste Schritt eine einzigartige Kommunikation, die
es ermoglicht, individuelle Ideen, Gefahle und/oder persénliche Erfahrungen
so aufzubereiten, dass andere sie nachvollziehen kbnnen. Darliber hinaus ist
eine weitere Forderung der Synthese einen geeigneten Handlungsplan fiir
die Erfordernisse der Aufgabe zu entwickeln und schliefllich das Entwickeln,
Klassifizieren und Erklaren abgeleiteter Regeln (vgl. Bloom et al. 1972,
5.222f).

Als anspruchsvollstes Lernziel betrachten Bloom und Kollegen die Evaluation,
bei der es um ein Urteilen dariliber geht, inwieweit bestimmte Materialien,
Aussagen und Methoden bestimmte Kriterien erfillen. Dabei kann sich das
Urteil auf Kriterien beziehen, die der inneren Evidenz folgen und damit in-
ternen Normen wie Logik oder Richtigkeit, oder aber auch auf dufRere Krite-
rien, die durch den Schiiler selbst bestimmt wurden oder durch der aufga-
benimmanenten Kriterien vorgegeben wurden (vgl. Bloom et al. 1972,
S.223). Gegenliber Meinungen grenzt sich das Urteilen oder Bewerten durch
den Grad an Bewusstheit ab. So handelt es sich bei der Evaluation um ein
Bewerten nach bewusst angelegten Kriterien, wahrend Meinungen auf ei-
nem intuitiven Gefhl beruhen (vgl. Goldi 2011, S.55).
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Wie bereits angeklungen hat Bloom neben seiner Lernzieltaxonomie fur den
kognitiven Bereich auch eine Klassifizierung von Lernzielen im affektiven Be-
reich entwickelt, worunter er unter anderem Begriffe wie Interesse, Einstel-
lung und Wertschatzung subsumiert. Und auch, wenn diese Taxonomie
durchaus Bedeutung in der Mathematik beikommt, bilden sie im Hinblick auf
die Denkstiltheorie eine untergeordnete Rolle, weshalb an dieser Stelle da-
rauf verzichtet wird, sie ebenfalls vorzustellen.

4.4.2. Mathematikdidaktische Analysekonzepte

Bromme, Seeger & Steinbring unterteilen die Aufgabenanalyse in zwei Teile.
Zum einen fassen sie unter dem Begriff der rationalen Aufgabenanalyse den
Bereich der mathematisch inhaltlichen Kriterien sowie ihre Gliederungsprin-
zipien zusammen und stellen die empirische Aufgabenanalyse dem gegen-
Uiber. Dabei werden unter der empirischen Aufgabenanalyse die tatsachlich
angewandten Gliederungen und Bearbeitungen der Schiler subsummiert
(vgl. Bromme/ Seeger/ Steinbring 1990, S.4f).

Im Folgenden wird auf neuere Analysemodelle eingegangen, die sich an den
speziellen Anforderungen des Mathematikunterrichts orientieren, um auf
diese Weise zu zeigen, ob und inwieweit der Denkstil in den Aufgabenanaly-
sen Beachtung findet.

4.4.2.1. Neubrands Analysemodell

Mit dem Ziel Unterrichtssituationen adaquat analysieren zu kénnen, entwi-
ckelte Neubrand ein Analyseverfahren, um die Qualitat von Aufgaben objek-
tiv zu bestimmen.

In diesem Zusammenhang analysiert sie zunachst den Aufgabenkern, gefolgt
von der Aufgabenperipherie und abschlieRend die strukturbildenden Aspek-
te einer Aufgabe. Dabei subsumiert sie unter dem Aufgabenkern die Variab-
len Art des Wissens, Wissenseinheiten und Kontext.
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Kategorie Subkategorie
Art des - prozedurales bzw. algorithmisches Wissen
Wissens - Faktenwissen
- konzeptuelles bzw. begriffliches Wissen
- mehrere Wissensarten treten kombiniert auf
Wissens- - eine Wissenseinheit explizit gegeben
einheiten - eine Wissenseinheiten implizit enthalten
- mehrere Wissenseinheiten explizit gegeben
- unter mehreren Wissenseinheiten sind nicht alle, aber
mindestens eine implizit enthalten
- mehrere implizite Wissenseinheiten liegende Aufgabe
zugrunde
Kontext
Kontext der Aufgabe
ohne
llgemeiner . inner- rwei n
io%?ex? ° auBermathematisch mather:atisch ?natﬁ.t‘la(rgi—
text
schein-
i iver real ri m ure
c Saver | e, e MOV gy oca
_gCJ world
5
£ | Mathe-
g’ matisches
< | Stoffgebiet
Anwei- - explizit genannt (z.B. etwas ausrechnen, etwas ausfullen
sungen oder etwas tun etc.)
- implizit in der Aufgabe enthalten (z.B.
.2 | Grad der - in der Aufgabe ist (nur) nach der Loésungsidee gefragt
2 | Ausfiihrung - die Aufgabe ist vollstandig zu I6sen
2 | Art der - Inwieweit kommen Text und/oder Symbole vor
2 | Aufgaben- - Visualisierung in Form von Bildern, Konstruktionen, gra-
§ reprasen- fische Darstellung usw.
S tation - reale Gegenstande (zum Beispiel Modelle geometri-
5 scher Kérper) sind Bestandteil der Aufgabenstellung
< - _es werden Handlungsteile in der Aufgabe einbezogen
Tab. 4.1.: Neubrands Aufgabenanalysekriterien

Mit der von Neubrand verwendeten Analysedimension, die die Art des Wis-

sens betrifft, tragt sie dem Umstand Rechnung, zu identifizieren, ob es sich

bei den Aufgaben primar um fertigkeitsorientierte, d. h. Aufgaben, die auf
das Beherrschen bestimmter Prozeduren abzielen, oder fahigkeitsorientierte

Aufgaben, die sich
widmen, handelt.

dem Ausbau von Fahigkeiten wie dem Probleml&sen

83




Dissertation Michaela Camin
Teil I: Theorie

Grundsatzliche unterscheidet Neubrand zwischen zwei Arten von Wissen
und folgt damit der Auffassung von Hiebert & Lefevre. Das bedeutet, dass sie
Wissen, das sich ausschlielRlich auf die Durchfiihrung eines Verfahrens be-
zieht (prozedurales Wissen) grundsatzlich von Wissen, das sich auf die An-
wendung von Wissenseinheiten bezieht (konzeptuelles Wissen) trennt.
Hiebert & Lefevre (1986) beschreiben dabei prozedurales Wissen als das
Wissen, welches bendtigt wird, um ein mathematisches Verfahren durchfiih-
ren zu kdnnen und explizieren dazu, dass das auch bedeutet, Kenntnisse syn-
taktischer Art und grundlegender mathematischer Symbole zu besitzen. Das
heillt konkret, wenn eine Aufgabe dazu auffordert durch Umformung einer
bestimmten Gleichung zur Lésung zu gelangen, muss fiir die Bearbeitung das
Wissen Gber die Bedeutung der dargebotenen Zeichen (mathematischen
Symbole) vorhanden sein, genauso wie das Wissen (ber mathematisch zu-
lassige Transformationen der Gleichung. Gesondert betrachten Hiebert &
Lefevre das prozedurale Wissen in Bezug auf komplexere Operationen, die
sich auf Prozeduren beziehen, die ,nicht dem Standardrepertoire mathema-
tischer Symbole angehdren” (Neubrand 2002, 5.108).

Bei konzeptuellen bzw. begrifflichen Wissen handelt es sich demgegeniiber
um Wissen, das sich durch reichhaltige Beziehungen auszeichnet, wobei das
vorhandene Beziehungsgeflecht um entsprechendes Wissen immer wieder
erginzt und angepasst wird. Das heilSt, neues Wissen wird erworben, indem
eine Beziehung mit einem neuen Wissenselement verknipft wird, sei es
durch die Schaffung einer komplett neuen oder die Anderung einer beste-
henden Beziehung (vgl. Hiebert/ Lefevre 1986, S.3ff).

Abgesehen von diesen beiden grundsatzlichen Wissensarten, so merkt Neu-
brand an, gibt es durchaus Aufgaben, die ausschlief8lich Faktenwissen erfor-
dern. Das heiBt, in diesem Aufgabentyp wird lediglich nach der Reproduktion
von Regeln und Bezeichnung verlangt, nicht aber nach einer Anwendung die-
ser.

Innerhalb der Analysedimension der Wissenseinheit legt Neubrand ihren Fo-
kus darauf, ob es sich um explizit gegebene oder implizit enthaltene Wis-
senseinheiten handelt und erst nachrangig, ob eine oder mehrere Wissens-
einheiten und in welchen Kombinationen sie vorliegen. Dabei definiert sie
Wissenseinheit wie folgt:
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,Die von einem [hypothetischen] Experten im Hinblick auf die Anforderung der
jeweiligen Aufgabe aktivierten Wissensbestandteile werden hier als (die zur
Lsung der Aufgabe notwendigen) Wissenseinheiten bezeichnet” (Neubrand
2002, S. 95).

Als ,explizit” bezeichnet Neubrand in diesem Zusammenhang Aufgaben die
den Ansatz zur Bearbeitung der Aufgabe bereits benennen. Der Schiiler muss
sich folglich nicht erst Giberlegen, wie er eine Aufgabe angehen muss, um zur
richtigen Lésung zu kommen. Demgegeniiber handelt es sich um implizit
enthaltenes Wissen, wenn der Schiiler bei der Bearbeitung einer Aufgabe die
Wissenseinheiten, die zur Losung bendtigt werden, erst modellieren® muss,
d. h., er selbst entscheiden muss, wie er zur Losung kommt (vgl. Neubrand
2002, S.101).

Ein weiterer Grundbegriff des Analysesystems ist der Kontext, der sich je
nach Aufgabe in seiner Art und dem Grad seiner Verbindung mit der Aufgabe
unterscheidet. Die Bedeutung der Variable Kontext begriindet sich darin,
dass sie Aufschluss (ber die in der Aufgabe enthaltenen Vernetzung von
Fach- und Sachwissen bzw. die Beziehungshaltigkeit der Aufgabe in der Ma-
thematik selbst gibt.

Unter dem allgemeinen Kontext fasst Neubrand sowohl die auBermathema-
tische Anwendung, wie sie beispielsweise in Aufgaben mit Sachbeziigen zu
finden sind, als auch den innermathematischen Kontext zusammen, bei dem
die zu bearbeitende Wissenseinheit innermathematische Bezlige erfordert.
Aber auch Aufgaben ohne erweiterten mathematischen Kontext, d. h., eine
Aufgabe ohne (ber die Wissenseinheit selbst hinausgehende kontextuelle
Einbettung, gehdren fir Neubrand zum allgemeinen Kontext. Demgegeniber
stellt sie den situativen (speziellen) Kontext, der sich auf die Bereichsspezifi-
tat des Wissens bezieht und unterscheidet auch hier zwischen dem Grad der
Realitatsnahe, indem sie zwischen dem ,real world“-Kontext mit realisti-
schen Daten und Zusammenhéangen, dem ,scheinbar real world“-Kontext,

9 5je verwendet Modellieren hier im Sinne des spater von Baireuther etablierten Modellie-
rungskreislauf, der neben den Ubersetzungsprozessen von Realsituationen in Mathematik
zusdtzlich eine Modellierung innerhalb der Sachbeschreibung etabliert, wobei es sich in dem
oben genannten Zusammenhang um ein erweitertes Textverstdndnis handelt.
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mit seinen konstruierten Daten und Einkleidung, sowie den , measurement”-
Aufgaben, bei denen mit GroRen und Anzahlen (z.B. 234 Schiler) gerechnet
wird.

Auch innerhalb des situativen innermathematischen Kontextes wird hier un-
terschieden zwischen einem globalen Kontext, der sich auf verschiedene
Teilgebiete der Mathematik bezieht, wie beispielsweise die Verknipfung
zwischen Arithmetik und Geometrie, und dem lokalen Kontext, wenn sich die
Anforderungen der Aufgabe auf ein Teilgebiet der Mathematik beschrankt
(vgl. Neubrand 2002, S.112ff).

Um den Aufgabenkern herum befindet sich die Aufgabenperipherie (vgl.
Neubrand 2002, S.118ff), die genauere Anweisungen flir den Schiller enthialt,
um die Aufgabe zu bearbeiten. Dazu zahlen beispielsweise explizit gemachte
oder implizit enthaltene Arbeitsaufforderungen, Strukturierungen, die durch
Zerlegung in Teilaufgaben entstehen, der Grad der Bearbeitung, der durch
die Frage nach einer Losungsidee bzw. die komplette Bearbeitung der Auf-
gabe gegeben ist, sowie der Art der Aufgabenprasentation, die sich auf die
Art der Informationsvermittlung durch Text, Symbole, Visualisierung in Form
von Bildern Tabellen oder durch reale Modelle beziehen.

4.4.2.2. Aufgaben-Analyse aus der COACTIV-Studie

Im Rahmen der COACTIV-Studie aus den Jahren 2003 und 2004 wurden ins-
gesamt knapp 50.000 einzelne Mathematikaufgaben auf ihr kognitives Akti-
vierungspotential analysiert. Dazu entwickelten Jordan et al. ein Klassifikati-
onsschema mit den entsprechend mathematikdidaktisch relevanten Aspek-
ten von Aufgaben.

Die Bedeutung des inhaltlichen Rahmens fiir die kognitiver Aktivierung sehen
Jordan et al. darin, inwieweit inhaltliche Vernetzung und stoffliche Verbin-
dung in Aufgaben hergestellt werden, aber auch inwieweit diese Vernetzun-
gen zu frither Erlerntem gezogen wird. Aufgrund dessen unterscheiden Jor-
dan et al. zwischen dem Stoffgebiet der Arithmetik, welches neben dem
Rechnen und den Zahlbereichen, auch den Umgang mit GréRen, Proportio-
nalitdt und Potenzen beinhaltet und dem Bereich der Algebra, worunter der
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Umgang mit Variablen und Gleichungen fallen. Daneben trennen die Autoren
die Geometrie, mit ebenen Figuren und Abbildungen, der Flachen- und Vo-
lumensbestimmung und der Anwendung von Pythagoras, Strahlensatzen und
trigonometrischen Funktion, von dem Stoffgebiet der Stochastik ab, mit der
beschreibenden und beurteilenden Statistik sowie der Kombinatorik und
Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Innerhalb der Curricularen Wissensstufe unterscheidet sich einfaches Wissen
vom anspruchsvollen Wissen insofern, dass beim einfachen Wissen grundle-
gende Begriffe der Sekundarstufe 1 verwendet werden, wahrend im an-
spruchsvollen Wissen fortgeschrittene Verfahren und Begriffe genutzt wer-
den.

In dem Versuch in ihrer Aufgabenklassifikation das mathematische Denken
abzubilden um damit das kognitive Potenzial von Aufgaben zu erfassen, un-
terscheiden die Autoren zwischen rechnerischen Aufgaben, die auf das pro-
zedurale-algorithmische Denken ausgerichtet sind, begrifflichen Aufgaben
und technischen Aufgaben.

Technische Aufgaben zeichnen sich dabei dadurch aus, dass sie nur techni-
sches Wissen, d. h. Faktenwissen oder Fertigkeiten erfordern, wahrend be-
griffliche Aufgaben auf konzeptionelles Denken abzielt und rechnerische
Aufgaben vorwiegend auf das prozedurale Denken.

Um den Prozess der Auseinandersetzung mit einer Aufgabe deutlich zu ma-
chen, orientieren sich Jordan et al. an dem bekannten Zyklus des Modellie-
rens, wobei es ihnen nicht darum geht, den kompletten Modellierungskreis-
lauf zu durchlaufen, sondern ihn als Vorlage zu betrachten, um einzelne An-
forderungen zu identifizieren. Auf diese Weise erhalten die Autoren sechs
einzelne Bearbeitungsschritte zur Losung von Aufgaben:

- Das aufermathematische Modellieren als Ubersetzungsprozess von
Realitat und Mathematik, sowohl bei der Mathematisierung von Real-
situationen als auch bei der Interpretation und Validierung mathema-
tischer Resultate
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- Innermathematisches Modellieren als Ubersetzungsprozesse inner-
halb der Mathematik®®

- Mathematische Grundvorstellungen als die , Beziehung zwischen dem
mathematischen Gehalt, der Realitdt und den individuellen mentalen
Strukturen” (Jordan u.a. 2008, S.89), die fur den Schiler den Kern des
mathematischen Inhalts reprasentieren

- Umgang mit mathematikhaltigen Texten als Interpretationsleistung,
um mathematisch relevante Information aus entsprechenden Texte
bzw. Aufgaben zu entnehmen (vgl. Jordan u.a. 2008, 5.89)

- Mathematisches Argumentieren als Fahigkeit eine geschlossene Ar-
gumentationskette hervorzubringen bzw. andere Argumentationen
nachvollziehen und bewerten zu kénnen, wobei hier nicht nur die
Ausfiihrung eines Beweises gemeint ist, sondern auch das Argumen-
tieren durch eine stringente Strategie

- Der Gebrauch mathematischer Darstellungen als Fahigkeit Darstellun-
gen zu verstehen, Informationen aus ihnen herauszulésen, sie inter-
pretieren und beurteilen zu kdnnen (vgl. Jordan u.a. 2006, S.34ff)

Und schlieflich gilt es den Losungsraum der Aufgabe zu analysieren, wobei
zum einen die Anzahl der explizit oder implizit geforderten Lésungswege und
zum anderen die Bearbeitungsrichtung Beriicksichtigung findet. Die Bearbei-
tungssichtung beinhaltet dabei, ob die Bearbeitung der Aufgabe der Bearbei-
tungsrichtung, der in der Mathematik Gblichen entspricht, oder aber entge-
gengesetzt verlauft.

Insgesamt ergibt sich damit folgende Ubersicht:

20 |st in der Aufgabe keine Innermathematische Modellierung notwendig, so kann es sich

entweder um eine technische Aufgabe handeln oder aber um eine auBermathematische

Aufgabe, bei der nach dem Ubersetzungsprozess lediglich noch Basiswissen benétigt wird.
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Dimension Kategorie Bedeutung der Auspriagung
A —Inhaltlicher | 1 — Stoffgebiet 1=Arithmetik, 2=Algebra, 3=Geometrie,
Rahmen 4=Stochastik

2 — Curriculare Wis- | 1=Grundkenntnisse, 2=Einfaches Wissen der

sensstufe Sekundarstufe |, 3=Anspruchsvolles Wissen
der Sekundarstufe |

B — Kognitiver | 3 —Typ mathemati- | 1=Technische Aufgabe,

Rahmen schen Arbeitens 2=rechnerische Aufgabe,
3=begriffliche Aufgabe

C — Kognitive 4 - AuBer- 0=Nicht bendétigt,

Elemente des | mathematisches 1=Standardmodellierungen,

Modellierungs- | Modellieren 2=Mehrschrittige Modellierungen,

kreislaufs 3=Modellreflexion, -validierung oder -
eigenentwicklung

5—Inner- 0=Nicht bendétigt,

mathematisches 1=Standardmodellierungen,

Modellieren 2=Mehrschrittige Modellierungen,
3=Modellreflexion, -validierung oder -
eigenentwicklung

6 — Grund- 0=Nicht bendtigt, 1=Eine elementare Grund-

vorstellungen vorstellung oder (triviale) Kombination von
verwandten elementaren Grundvorstellun-
gen, 2=Eine erweiterte Grundvorstellung o-
der eine nicht-triviale Kombination von ele-
mentaren, aber nicht verwandten Grundvor-
stellungen, 3=Mehr als dies

7 — Umgehen mit 0=Nicht bendtigt, 1=Unmittelbares Textver-

mathematikhaltigen | stehen, 2=Textverstehen mit Umorganisation,

Texten 3=Verstehen logisch komplexer Texte

8 —Mathematisches | 0=Nicht benotigt, 1=Standardbegriindungen,

Argumentieren 2=Mehrschrittige Argumentation,

9 — Umgehen mit 0=Nicht bendtigt, 1=Standarddarstellungen,

mathematischen 2=Wechsel zwischen Darstellungen,

Darstellungen 3=Beurteilen von Darstellungen

D — Losungs- 10 — Bearbeitungs- 1=vorwarts,
raum richtung 2=rilickwarts

11 - Anzahl der ge-
forderten Losungs-
wege

O=kein Losungsweg,
1=ein Losungsweg,
2=mehrere Lsungswege

Tab. 4.2.: Uberblick iiber ausgewihlte Kategorien des Klassifikationsschemas (Jordan

etal. 2006, 5.91)
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Neben den oben angefiihrten primér kognitiven Anforderungen an Aufgaben
fihren Jordan et al. auch strukturelle Kategorien an, die auf die Schwierigkeit
wirken. Hierzu gehért zum einen die sprachlogische Komplexitat, die sich aus
der Ubereinstimmung von Textteilen und der Reihenfolge der Bearbeitungs-
schritte und der Komplexitat der sprachlichen Elemente zusammensetzt. Als
zweites Strukturelement verweisen die Autoren auf die Art der Reprasenta-
tionsformate (Instruktionen) und beziehen sich dabei auf die Reprasentation
von Bildern, Tabellen und Diagrammen, die einen direkten Bezug zur Aufga-
be haben.

4.4.3. Diskussion der mathematikdidaktischen Analysemodelle

In dem Bewusstsein, dass Analysemodelle stets zielgerichtet sind und somit
kein allumfassendes Analyseinstrument zur Verfligung steht, wird in diesem
Abschnitt trotzdem ein detaillierterer Blick auf die angefiihrten Analysedi-
mensionen geworfen und zu dem Denkstilkonstrukt in Beziehung gesetzt.

So findet sich zwar in dem mathematikdidaktischen Modell von Jordan et al.
durchaus eine Dimension, die das mathematische Denken abbilden soll, je-
doch bezieht sich diese darauf, das kognitive Potenzial einer Aufgabe zu er-
fassen und weniger auf, die mit einem Denkstil verbundenen Vorgehenswei-
sen beim Lésen der Aufgaben (vgl. Jordan et al. 2008).

Es zeigt sich jedoch, dass die angefiihrten Modelle durchaus Merkmale bein-
halten, die sich mit der Auspragung des Denkens nach Borromeo Ferri in Ein-
klang bringen lassen, jedoch wird ihnen nicht die entsprechende Bedeutung
fiir das Denken eingeraumt. Stattdessen handelt es sich um Kriterien, die die
formale Ausgestaltung der Aufgaben beinhalten in dem Sinne, wie Abbildun-
gen oder Formeln in der Aufgabe reprasentiert werden. Fiir Neubrand zahlt
die Aufgabenreprasentation dementsprechend in die Analyseperipherie (vgl.
Neubrand 2002) und bei Jordan wird dies unter der strukturellen Ausgestal-
tung gefasst (vgl. Jordan et al. 2006).

Insgesamt lasst sich entsprechend schlussfolgern, dass in der mathematikdi-
daktischen Aufgabenforschung die mathematischen Denkstile bisher wenig
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Raum eingenommen haben und somit auch an dieser Stelle von einem For-
schungsdesiderat gesprochen werden kann.
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5. Methodologie und Design der Studie

,Every cobbler thinks leather is the only thing. Most
social scientists [...] have their favorite methods with
which they are familiar and have some skill in using. [...]
But we should at least try to be less parochial than cobb-
lers.”

(Trow 1957, zit. nach Brewer/ Hunter 2006, S5.10)

Die Studie fuRt auf der Annahme, dass es Mathematikaufgaben im schulischen
Kontext gibt, deren Bearbeitung einen bestimmten Denkstil nahelegt. Die Dar-
legung der Lithner-Studie (vgl. Lithner et al. 2013, siehe Kapitel 5.1.) gibt erste
Hinweise auf die Bestatigung dieser Annahme und soll im Folgenden kurz vor-
gestellt werden, da sie nicht nur Anteil an der Motivation dieser Arbeit hat,
sondern dariiber hinaus auch eine Konsequenz von mismatch-Aufgaben (zur
Begriffsklarung siehe Kapitel 5.1.) aufzeigt, also Aufgaben, die einen anderen
Denkstil nahelegen als den eigenen. Die Nahe einer Aufgabe zu einem der
Denkstile kann dabei entweder durch entsprechende Formulierungen und Pra-
sentation der Aufgabe bestimmt werden oder aber auch dadurch, dass die Be-
arbeitung in einem der Denkstile mit wesentlich mehr Aufwand verbunden ist
als in dem anderen. In einigen Fallen sind Aufgaben sogar nur mithilfe eines
Vorgehens |dsbar, welches die Anwendung einer der Denkstile erfordert. Doch
gerade dadurch, dass einige Aufgaben nur in einer Weise zu l6sen sind, die ei-
nem der Denkstile entspricht, kann in der Konsequenz bedeuten, dass die
Schwierigkeit einer Aufgabe nicht allein vom Bearbeitungsniveau abhangt, son-
dern auch davon, ob es sich um eine mismatch-Aufgabe handelt.

Um zu Uberprifen, inwieweit der Denkstil nun tatséchlich Einfluss auf das Auf-
gabenempfinden und die Bearbeitung der Schiiler hat, wurde Schilern der
neunten Jahrgangsstufe eine Auswahl von Aufgaben zur Bearbeitung vorgelegt.
Dabei unterlagen die Aufgaben bestimmten Richtlinien, um so den Einfluss an-
derer Faktoren zu minimieren.

In den folgenden Kapiteln werden zunachst genauer die zugrunde liegenden
Forschungsfragen (Kapitel 5.1.) sowie das daraus entstandene Forschungsdes-
ign und seine methodische Verortung (Kapitel 5.2.) dargestellt. Damit einher-
gehend folgen die detaillierte Analyse der Aufgaben, die in der Studie Verwen-
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dung fanden (Kapitel 5.4.) sowie weitere strukturelle Entscheidungen in Bezug
auf die Durchfiihrung (Kapitel 5.6.) und Auswertung (Kapitel 5.7.).

5.1. Forschungsfragen

Insgesamt liefern die bestehenden Analysemodelle aus der mathematikdi-
daktischen Forschung ein weitreichendes Instrument zur objektiven Bewer-
tung von Aufgaben, deren verwendete Kriterien jedoch von der Zielsetzung
des Modells beeinflusst werden. So ist beispielsweise Neubrands Analyse-
modell auf die Verwendung von Aufgaben in Unterrichtssituationen und ihr
Potenzial fiir Selbsttatigkeit ausgerichtet, wahrend Jordan et al. das kognitive
Aktivierungspotenzial von Aufgaben untersuchen (vgl. Jordan et al. 2006;
Neubrand 2002).

Dennoch zeigt sich, dass die hier vorgestellten mathematikdidaktischen Mo-
delle (vgl. Kapitel 4.4.2.1. und 4.4.2.2.) jeweils eine Kategorie verwenden, die
auf das Denken des Bearbeitenden abzielt. Jordan und seine Kollegen geben
explizit an, dass sie sich bemihen die gesamte Spannweite des mathemati-
schen Denkens zu erfassen und fihren zu diesem Zweck ihrer Aufgabenklas-
sifikation die Typen mathematischen Arbeitens ein. (vgl. Jordan et al. 2006,
S.15f, hierzu auch Kapitel 4.4.2.2.) Hierin unterscheiden sie zwischen Aufga-
ben, bei denen das prozedural-algorithmisches Denken im Fokus steht von
denen des begrifflichen Denkens oder aber technische Aufgaben. Weiterhin
pladieren sie dafir, ein ausgewogenes Verhaltnis zwischen diesen drei Typen
im Unterricht zu etablieren, um ,die in den drei Typen erfassten Denkweisen
addquat auszubilden” (Jordan et al. 2006, 5.16). In weiteren Explikationen
zeigt sich jedoch, dass sich die Typen mathematischen Arbeitens auf die Art
des Wissens bezieht, das fir die Lésung der Aufgabe herangezogen wird. Es
lasst sich erkennen, dass die bei Jordan et al. vertretene Auffassung mathe-
matischen Denkens nicht auf den hier verwendeten Begriff des Denkstils ab-
zielt.

Und auch Neubrand hat in ihrem Analyseverfahren eine ganz dhnliche Sub-
kategorie, die sie als Art des Wissens bezeichnet. Zwar lasst sich hierunter
durchaus die Reprasentation des Wissens verstehen, welche gerade in Bezug
auf das hier zugrunde gelegte Modell von Borromeo Ferri einen Teil des
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Denkstils bildet, Neubrand versteht hierunter jedoch die Unterscheidung
zwischen fertigkeitsorientierten und fahigkeitsorientierten Aufgaben. Bei ei-
nem Vergleich zwischen ihrer Typisierung und der hier vertretenden Auffas-
sung des Konstrukts Denkstil als die Vorliebe fiir den Einsatz der eigenen Fa-
higkeiten (vgl. Kapitel 1.2.), wird deutlich, dass die angefiihrten Kategorien
nicht auf den Denkstil referieren, sondern auf die Ausbildung von Fahigkei-
ten und Fertigkeiten. Dementsprechend kann hier nicht davon die Rede sein,
dass in Neubrands Analysemodell der Denkstil im Fokus des Interesses steht.
Lediglich in der Art der Aufgabenreprdsentation fuhrt Neubrand Gestal-
tungsmerkmale von Aufgaben an, die Einfluss auf die Bearbeitungsweise ha-
ben kénnten und somit einen bestimmten Denkstil nahelegen. Allerdings
verkennt sie aus meiner Sicht die Bedeutung der unterschiedlichen Ausge-
staltung und geht deshalb nicht auf damit einhergehende mdogliche Konse-
guenzen ein.

Die Bedeutung des Denkstils fir das Losungsverhalten, und damit fir die
Aufgabenanalyse, zeigt sich jedoch meines Erachtens unter anderem in der
Design-Studie von Lithner und seinen Kollegen. Denn auch wenn die Studie
primar auf die Auswirkungen von Routinelernen ausgerichtet ist, zeigt die
Studie durchaus auf, welchen Einfluss Prasentationsformen und die damit
nahegelegte Bearbeitung einer Aufgabe auf das Losungsverhalten von Schii-
lern hat. Als angestrebtes Ziel untersuchten die Autoren die Frage, inwieweit
das Lernen von CMR (Creative Mathematically Founded Reasoning) effizien-
ter ist als das Lernen von AR (Imitative Algorithmic Reasoning). Dabei erhiel-
ten Schiler der AR-Gruppe neben der normalen Aufgabenprasentation auch
immer noch den Verweis auf themenspezifische Algorithmen und ihre An-
wendung (siehe Abb. 5.1.), wahrend die CMR-Gruppe keinen gesonderten
Einblick in die Verwendung von entsprechenden Algorithmen erhielt. In der
unten dargestellten Aufgabe zeigt sich das, indem der Hinweis auf den ent-
sprechenden Algorithmus fehlt, sodass nach der Zeichnung direkt die Frage
»HOow many matches are needed to get 6 squares in a row?” folgt.
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In diesem Zusammenhang scheint es unabladssig Aufgaben auch unter dem
Aspekt match bzw. mismatch, wie er bei Sternberg zu finden ist (vgl. Stern-
berg 1997, vgl. Kapitel 1.2.), zu analysieren, um so einen méglichen Zusam-
menhang zwischen Aufgabenbearbeitung und mathematischen Denkstil auf-
zudecken und in der Folge einen einseitigen Einsatz der Aufgaben zu verhin-
dern. Hierbei bedarf es jedoch einer Modifikation des Begriffs, da eine Pas-
sung von Denkstil und Aufgaben die Bearbeitung des Schilers vernachlassigt.
Folglich werden die Begriffe hier wie folgt gefasst:

Match bezeichnet die Passung des Denkstils der Schiiler entweder auf die
Aufgabenausrichtung oder auf die Bearbeitung. Zur weiteren Differenzie-
rung wird dementsprechend von einem Aufgaben-match bzw. match-
Aufgaben gesprochen, wenn der Denkstil des Schiilers mit dem Denkstil
identisch ist, der in der Aufgabe gefordert ist. Auf der anderen Seite soll
von einer match-Bearbeitung gesprochen werden, wenn die vom Schiiler
gemachte Bearbeitung denkstilkonform ist und entsprechend von einer
mismatch-Bearbeitung, wenn die Bearbeitung des Schiilers in dem ande-
ren Denkstil erfolgt.

Um die Auswirkungen von Aufgaben des einen oder anderen Denkstils auf
die Schiler und ihre Bearbeitung zu untersuchen, bemiht sich die vorliegen-
de Studie, die hier zugrunde gelegten Hypothesen zu prifen sowie die damit
zusammenhangenden Fragen zu beantworten:

Hypothese 1: Es gibt Aufgaben, die in ihrer Bearbeitung einen bestimm-
ten Denkstil nahelegen.

- Wodurch unterscheiden sich Aufgaben, die auf visuell-bildliche oder
formal-analytische Weise leichter geldst werden kénnen?
- @Gibt es verschiedene Typen von denkstilnahen Aufgaben?

Diese erste Hypothese bildet die Grundlage fir die durchgefiihrte Studie, so
dass die angefiihrten Fragen hier einen besonderen Stellenwert einnehmen.

Es geht dabei darum, Aufgaben auf einen eingeschrankten Lésungsraum hin
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zu analysieren und zu klaren, wodurch diese Einschrankungen zustande
kommen. (siehe Kapitel 5.4.2.)

Thema der zweiten Frage ist, ob diese Einschrankungen sich aus dem Kon-
text selbst konstatieren, ob dies auf bewusste Formulierungen im Aufgaben-
text zuriickzufiihren ist und inwiefern weitere Unterschiede auszumachen
sind, die in Bezug auf denkstilnahe Aufgaben zu einem dritten Aufgabentyp
fahren.

Hypothese 2: Es ist schwer, entgegen des eigenen Denkstils zu arbeiten.

- Wie kann das Aufgabenempfinden erfasst werden?

- Inwieweit lassen sich Unterschiede zwischen Analytikern und visuel-
len Denkern feststellen? Gibt es noch andere beobachtbare Unter-
schiede?

Die erste hier aufgebrachte Frage zielt nicht darauf ab, ob Schiiler in einer
Selbstauskunft Gber ihr persénliches Aufgabenempfinden ihr wirkliches Emp-
finden darlegen oder ihre Antwort durch ihren ,Ruf’ und ihrer Position in der
Klasse beeinflusst wird. Vielmehr geht es in dieser Frage darum zu klaren,
inwiefern die Bearbeitung selbst Riickschliisse auf das Aufgabenempfinden
zuldsst, wie beispielsweise die Bearbeitung aus der Studie von Schwank und
ihren Kollegen (2003) ersichtlich (vgl. Kapitel 3.3.), die wiederholt abbricht
und neue Ansatze verfolgt, um zur Lésung zu kommen.

Die letzte Frage zielt vor allem darauf, ob es beobachtbare Differenzen zwi-
schen Analytikern und visuellen Denkern gibt, die Uber eine formal-
analytische bzw. visuell-bildliche Arbeitsweise hinausgeht. So ist es durchaus
denkbar, dass insbesondere eine mismatch-Bearbeitung Elemente aufzeigt,
die auf spezifische Merkmalsauspragungen schlieen lassen.

Hypothese 3: Das personliche Erleben des Anspruchs einer Aufgabe und
der damit einhergehenden Bearbeitung lasst sich auch durch
ein Mismatch zwischen Aufgabe und eigenem Denken erkla-
ren.
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- Inwieweit hangt das Erleben der Aufgabe mit der Auspragung des
Denkstils zusammen?

Die Frage unter Hypothese 3 bezieht sich auf den Vergleich zwischen analyti-
schem und visuellem Denkstil und der damit einhergehenden Prifung, in-
wieweit festgestellte Unterschiede auf den mathematischen Denkstil der
Schiler zuriickzufiihren ist. Das heif$t, es gilt mdgliche andere Einflussfakto-
ren als Ursache fiir Differenzen in dem Erleben und der Bearbeitung der Auf-
gaben auszuschlieRen.

Die vorangestellten Fragen bilden den Rahmen fiir die vorliegende Studie
und haben demzufolge Auswirkungen auf das gewahlte Studiendesign und
den damit einhergehenden Richtlinien zur Ausgestaltung der Untersuchung.
Fiir die Transparenz in meinem Forschungsprozess sollen die entsprechen-
den Entscheidungen fiir die Konzeption im Folgenden dargelegt und in Be-
ziehung zu den Forschungsfragen gesetzt werden.

5.2. Zugrunde gelegte Methodologie der Studie

Aufgrund des zugrundeliegenden Forschungsinteresses und der damit ein-
hergehenden Forschungsfragen, wurde ein mehrschichtiges Forschungsdes-
ign gewahlt, in dem neben der quantitativen Ausrichtung (Fragebogen zur Er-
fassung des Aufgabenempfindens sowie die Korrektheit der Losungen) eben-
falls qualitative Elemente (Auswertung des offenen Aufgabenteils) zum Tra-
gen kommen. Solch ein Vorgehen bietet die Chance, ein Phanomen aus un-
terschiedlicher Perspektive zu untersuchen, was in der vorliegenden Studie
erlaubt die Verhaltens- und Arbeitsweisen der Schiiler aus den Perspektiven
Korrektheit der LOsungen, Aufgabenempfinden sowie Auffalligkeiten im indi-
viduellen Vorgehen zu betrachten.

Der Unibersichtlichkeit halber wird die Darlegung zur Konzeption des For-
schungsdesigns in mehrere Abschnitte gegliedert. Hierbei bezieht sich der
erste Abschnitt auf Verortung des grundsatzlichen Studiendesigns, wahrend
in den anschlieBenden Abschnitten auf die unterschiedlichen Testteile ein-
gegangen wird. Dabei wird die methodologische Begriindung fiir die Konzep-
tion eines (offenen) Leistungstests sowie der Auswertung nach dem themati-
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schen Codieren (vgl. Kuckartz 2007, S.83ff) getrennt von der Ausgestaltung
der begleitenden Fragen sowie deren quantitative Verarbeitung herausge-
stellt.

Quantitative Erhebung mit qualitativen Elementen — Monostrand Conversion
Design

Entworfen als eine Studie unter Konzeption eines (offenen) Leistungstests
mit begleitenden Fragen und erginzenden, statistischen Erhebungen, han-
delt es sich um ein Quasi-Mixed Design (vgl. Teddlie/Tashakkori 2006, S.16),
wobei im Folgenden entsprechend der Kritik von Girtler & Huber von einem
Multimethod Design gesprochen werden soll (vgl. Gurtler/ Huber 2012,
S.37f). Der Blick in die Forschung zeigt, dass es innerhalb der Methodenin-
tegration und -kombination zahlreiche Abgrenzungsmaoglichkeiten gibt, z.B.
solche, die die unterschiedlichen Forschungsschritte empirischen Arbeitens
in den Fokus nehmen (vgl. Glaser-Zikuda et al. 2012) oder auch solche, die
die zeitliche Gestaltung der Forschung als zentral annehmen (vgl. Kelle/ Erz-
berger 2008).

Den Versuch die diversen Unterscheidungsmerkmale iber Multimethods De-
signs hinaus zu gruppieren, unternehmen Teddlie & Tashakkori und berufen
sich hierfiir auf die Dimensionen strand und method. Zur Strukturierung der
Dimension strand grenzen Teddlie & Tashakkori die Monostrand Designs von
den Multistrand Designs und kombinieren beides mit der Dimension method.
Diese unterliegt einer gleichartigen Abgrenzung innerhalb der Methoden-
auswahl nach Monomethod Designs und Multimethod Designs bzw. in Tedd-
lie & Tashakkoris Terminologie Mixed Methods Design (vgl. Teddlie/ Tashak-
kori 2006, S.15). Auf diese Weise ergeben sich vier Kategorien von Stu-
diendesigns:

- Monomethod Monostrand Designs
- Monomethod Multistrand Designs
- Multimethod Monostrand Designs
- Multimethod Multistrand Designs (vgl. Tab. 5.1.)

Strand bezieht sich hierbei auf den Forschungsstrang, wobei dieser ,includes
three stages: the conceptualization stage, the experiential stage ( methodo-
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Der Abgrenzung der Designs von Teddlie & Tashakkori folgend, lasst sich die
vorliegende Studie als Monostrand Conversion Design klassifizieren, da des
Qualitizing ,,QUAN data are transformed into data that can be analyzed qua-
litatively” (Teddlie/Tashakkori 2006, S.17). Diese Zuordnung begriindet sich
aus der konkreten Ausgestaltung des Tests in der quantitativen Tradition, die
sich aus den oben genannten Forschungsfragen und zugrundeliegenden Hy-
pothesen ergibt. Dennoch wurde aufgrund der ersten Auswertungen (siehe
Kapitel 6.1.) eine ,methodische Perspektivenerweiterung” (Buchholtz 2016,
S.197) vorgenommen, um ,.ein besseres Verstandnis [der vorliegenden] wis-
senschaftlichen Befunde” (Buchholtz 2016, 5.198) zu entwickeln. Ebendes-
halb wurden zur Detailanalyse die quantitativ erhobenen Daten des offenen
Aufgabenteils auf eine qualitative Auswertungsmethode zuriickgegriffen. Die
hier zur Anwendung kommenden Elemente der quantitativen Erhebung und
der teilweise qualitativen Auswertung werden im Weiteren dargelegt.

Aufgabenteil — (offener) Leistungstest

Der Leistungstest besteht aus je flinf denkstilnahen Mathematikaufgaben
(siehe Kapitel 5.4.2), die ein groRes Spektrum des Mathematikunterrichts
(siehe Kapitel 5.4.3.) abbilden und von den Schilern bearbeitet werden. Die
Entscheidung fiir ein derartiges Studiendesign begriindet sich zum einen in
der urspriinglichen Annahme, dass denkstilkonforme Aufgaben von den
Schilern erfolgreicher gelést werden als Aufgaben, die nicht ihrem Denken
entsprechen. Zum anderen bietet ein selbststandiges und vollsténdiges Be-
arbeiten der Aufgaben, ohne weitere Einschrankungen, zusatzlich die Mog-
lichkeit, die Ursachen fir den Erfolg im Denkstil zu identifizieren. Das heif3t,
es bedurfte einer Auswertungsmethode, die Einblicke in bewusste, aber vor
allem in unbewusste Abldufe und Strukturen im Vorgehen der Schiiler auf-
zeigt (vgl. Flick/ Kardorff/ Steinke 2008, S.14). Dementsprechend wird der
Bearbeitungsprozess der Schiiler nicht durch vorgegebene Antwortméglich-
keiten eingeschrankt, sondern stattdessen Raum fir individuelle Vorlieben
sowie entsprechende Fahigkeiten geschaffen. Auf diese Weise ist es moglich,
auch kleinsten Nuancen in den unterschiedlichen Bearbeitungen Rechnung
zu tragen. Und gerade in Bezug darauf, dass das Ziel der Studie ist, die Ver-
haltens- und Arbeitsweisen der Schiler entlang ihres mathematischen Denk-
stils unvoreingenommen zu untersuchen, ist ein Aufgabenteil mit uneinge-
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schrankter Bearbeitungsmoglichkeit unumganglich. Flick u.a. merken dar-
Uiber hinaus an, dass der Einsatz von standardisierten Methoden nur dann
moglich ist, wenn eine feste Vorstellung Gber den untersuchten Gegenstand
besteht (vgl. Flick/Kardorff/Steinke 2008, S.18). Dagegen beruht der Fokus
von qualitativer Forschung grundsatzlich auf ,Beobachtungen [im weitesten
Sinne,] die nicht mit den Erwartungen des Forschers ubereinstimmen,
[wodurch] diese ,abweichenden’ Phénomene zum Forschungsgegenstand
werden und die Theorie durch die Suche nach einer Erklarung fiir die devian-
ten Fille eine Weiterentwicklung und Prazisierung erfahrt” (Lamnek 1993,
S.110).

Wie sich in diesem Zitat zeigt, ist es flir die qualitative Auswertung unum-
ganglich, eine entsprechende Offenheit beziiglich der gemachten Beobach-
tungen an den Tag zu legen, weshalb sie haufig als ein grundlegendes Giite-
kriterium in der qualitativen Forschung an sich angefihrt wird (vgl. Steinke
2004, S.181). Dabei bezieht sich diese Grundhaltung nicht nur auf die Ausge-
staltung der eigenen Untersuchung (Probandenwahl, Untersuchungssituati-
on und Methoden), sondern vor allem auf die Explorationsfunktion qualitati-
ver Forschungsmethoden. Abgeleitet aus der Explorationsfunktion ergibt sich
eine flexible Vorgehensweise, die es dem Forschenden erlaubt im Verlauf
seiner Studie Untersuchungsmethoden an neu gewonnene Daten und besse-
rem Verstandnis anzupassen, was auch in meiner Studie nach der Vorerhe-
bung zu entsprechenden Anpassungen fihrte. Auferdem ergibt sich daraus
die Forderung nach einem unvoreingenommenen Blick auf den Forschungs-
gegenstand. Das heifdt, dass im Vorherein keine Hypothesen (Ex-ante Hypo-
thesen) formuliert werden dirften, die anschlieRend zu prifen sind. Meine-
feld bezeichnet ein derartiges Festlegen sogar als ,Grundiibel” und fihrt un-
ter Bezug auf Glaser und Strauss an, ,dies gefahrde die Unvoreingenom-
menheit gegeniiber ,dem Feld’ und beeintrachtige die Fahigkeit, die empiri-
schen Daten in gegenstandsangemessenen Kategorien wahrzunehmen und
zu interpretieren” (Meinefeld 1997, S.22). Lamnek spricht in diesem Zusam-
menhang sogar von der ,,zum methodischen Prinzip erhobene Verzégerung
der theoretischen Strukturierung [und] in der Konsequenz ein Verzicht auf
vorab zu formulierende und dann in der Untersuchung zu priifende Hypo-
thesen” (Lamnek 1993, 5.23). Doch trotz des allgemeinen Konsenses, dass es
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sich bei der qualitativen Forschung um einen hypothesengenerierenden Vor-
gang handelt, zieht Hopf (vgl. Hopf 1993) dies in Zweifel.
Die beiden zugrunde gelegten Einwande gegen eine hypothesenpriifende
qualitative Forschung beziehen sich zum einen darauf, dass die zur Hypothe-
sen- und Theorieprifung nétigen reprasentativen Zufallsstichproben aus for-
schungspraktischen Griinden in qualitativen Studien nicht bewaltigbar sind.
Und zum anderen zielen die Einwéande auf die Beflirchtung, dass vorab for-
mulierte Hypothesen zu einer Einschrankung in der Auseinandersetzung mit
dem Datenmaterial fithren bzw. die erhobenen Daten nicht unvoreinge-
nommen interpretiert werden. Gegen den ersten Einwand argumentiert
Hopf mit dem Typus der zugrunde liegenden Hypothesen und ihrem Grad an
Geltungsanspruch. Als Beispiel seien hier die ,Hypothesen (lber singulare
Tatbestande” (Hopf 1993, S.14) genannt und lediglich darauf verwiesen, dass
ebendieser Hypothesentyp ,sich auch — oder gegebenenfalls nur — mit Hilfe
qualitativer oder historischer Forschungsmethoden als wahr oder falsch er-
weisen” (Hopf 1993, S. 14) kann. Dem zweiten Hauptargument gegen eine
hypothesenpriifende qualitative Forschung stellt Hopf gegeniber, dass es
zwar durchaus maglich sei, einer derartigen Einschrankung zu unterliegen, es
in der allgemeinen Forschungspraxis jedoch genug Beispiele dafiir gabe, ei-
nen derartigen Fehler nicht zu begehen.
Die hier stark verkirzten dargelegten Positionen zeigen, dass es durchaus
denkbar ist, Hypothesen aus einem Einzelfall zu generieren und diese an-
hand anderer Falle zu priifen.
Es zeigt sich folglich, dass die in dieser Studie gemachten Vorannahmen ein
qualitatives Vorgehen nicht ausschlieRen, wohl aber eine Anpassung des De-
signs zulassen, wenn neue Erkenntnisse dies bedingen. So musste auch in
dieser Studie nach den Ergebnissen der Vorstudie das Design angepasst wer-
den.
So zeigte sich in den Ergebnissen meiner Vorstudie, dass eine alleinige Analy-
se nach der Korrektheit der Loésung zur Bestimmung des Erfolgs beim Ldsen
der Aufgabe nicht aussagekraftig war. Die Vorstudie umfasste hierbei eine
Stichprobe von 108 Gymnasiasten, von denen 25 als Visuelle Denker (9 m /
16 w) sowie 18 als Analytiker (16 m / 2 w) identifiziert werden konnten. Die
Ergebnisse zeigten, dass die denkstilkonformen Aufgaben zwar von 41,6 %
der visuellen Denker und mismatch-Aufgaben von lediglich 32,8 % korrekt
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geldst wurden, jedoch konnte eine entsprechende Beobachtung nicht fiir die
Analytiker bestatigt werden. Hier |&sten nur 26,7 % die match-Aufgaben rich-
tig, wahrend 46,7 % mismatch-Aufgaben richtig gelost wurden.

Dies fiihrte zum einen dazu, die Analysemethode zur Korrektheit zu modifi-
zieren (siehe Kapitel 5.5.) und zum anderen dazu, dass die Erhebung des
Aufgabenempfindens ergédnzt wurde. Dariber hinaus wurde der Fokus der
Arbeit auf einen Vergleich des Vorgehens zwischen Schiilern mit unter-
schiedlichem mathematischem Denkstil gelegt und die Analyse des Aufga-
benteils entsprechend angepasst. Die Auswertung orientiert sich an Hopfs
systematisiertem Vorgehen zum thematischen Codieren, da die Auswertung
Hfar vergleichende Studien entwickelt [wurde], die mit aus der Fragestellung
abgeleiteten, vorab festgelegten Gruppen arbeiten” (Flick 2007, S.402) und
dies in der vorliegenden Untersuchung der Fall ist.

Grundgedanke des thematischen Codierens von Hopf und ihren Mitarbeitern
ist dabei, dass alle Schritte des Auswertungsverfahrens direkt am konkreten
Material vorgenommen werden, dieses jedoch seine Bedeutung im weiteren
Verlauf des Verfahrens nicht durch das Kategorisieren und die Codierung
einbift.

Das Verfahren selbst gliedert sich in vier Schritte:

Entwicklung von Auswertungskategorien
Codierung des erhobenen Materials
Erstellung von Falllibersichten

el A

Vertiefende Analyse von ausgewihlten Fallen (vgl. Hopf 1995a,
5.29f)

Bereits mit der Planung der Datenerhebung werden erste Kategorien gebil-
det, wozu auch gehort, dass ,auf die Theorie bezogene Begriffe und Katego-
rien schon vor der Erhebung festgelegt werden” (Kuckartz 2007, S.85). Diese
vorab entwickelten Kategorien gehen auf theoretische Vorannahmen zuriick,
missen allerdings als ,Prototypen” verstanden werden, die durchaus an die
erhobenen Daten angepasst werden kénnen, sodass schlieRlich ,alle Katego-
rien [...] in den empirischen Daten verankert” (Kuckartz 2007, S.84) sind.

Wahrend des Codierens werden die zuvor gebildeten Kategorien an das Ma-
terial angelegt und gegebenenfalls weiter ausdifferenziert oder angepasst.
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Erst mit dem (berarbeiteten Codierleitfaden wird das gesamte Datenmateri-
al abschlieRend vercodet (siehe Kapitel 5.7.1.).

Der dritte Schritt des thematischen Codierens bezieht sich auf die Uber-
blicksgewinnung anhand von Falllbersichten. Hierbei werden die erhobenen
Daten in Uberblickstabellen dargestellt, um ,zur Transparenz der Untersu-
chung beizutragen, die Materialbasis ein Stlick weit offenzulegen und damit
zur intersubjektiven Uberpriifbarkeit beizutragen” (Schmidt 1997, S.562).
Dariiber hinaus bieten die Uberblickstabellen die Méglichkeit Zusammen-
hange aufzudecken sowie Ausnahmen zu identifizieren. Dieser Schritt bildet
damit die Basis fiir die vertiefende Analyse. So fuhrt Hopf in ihrer Studie zum
Zusammenhangen zwischen rechtsextremen Orientierungen und familialen
Erfahrungen an:

,Diese Quantifizierungen auf der Ebene des Gesamtmaterials bildeten
eine wichtige Grundlage fir den nidchsten Auswertungsschritt: die quali-
tative Analyse von Einzelfdllen. Mit Hilfe der Falliibersichten lieBen sich
die Interviews hierfiir begriindet anhand der durch die Codierung auf-
gedeckten Konstellationen auswihlen” (Hopf et al. 1995b, S.30).

Im abschlieRenden Schritt werden Einzelfélle vertiefend analysiert und an-
hand des Textes Hypothesen aufgestellt oder aufgestellt Hypothesen (ber-
prift. Dabei werden die Fallbeispiele so aufbereitet, dass Zusammenhéange
am konkreten Text aufgezeigt werden kdnnen, um so den identifizierten Zu-
sammenhang nachvollziehbar herauszustellen. Dabei erfolgt die Falldarstel-
lung sehr konzentriert und auf die Beantwortung theoretischer Fragen ge-
richtet.

Die (geschlossenen) Begleitfragen — Statistische Erhebungen

Neben dem offenen Aufgabenteil werden ergidnzende Aussagen, sowohl zu
den Aufgaben selbst, als auch zur jeweiligen Aufgabenbearbeitung gestellt.
Das bedeutet, dass jede Aufgabenbearbeitung mit drei Begleitfragen ab-
schlieit, wobei sich die Items, mit wenigen Ausnahmen, auf die Bereiche
,Bekanntheit”, ,Aufgabenempfinden” sowie ,Elemente des Denkstils” be-
ziehen. In den Begleitfragen gilt es Aussagen (ber die jeweilige Aufgabe
selbst, aber auch Uber die eigene Bearbeitung der jeweiligen Aufgabe an-
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hand einer vierstufigen Rating-Skala zu beurteilen (zur Ausgestaltung siehe
Kapitel 5.5. und 5.7.2.). Eine solche Ergdnzung zum offenen Aufgabenteil
scheint insofern sinnvoll, als dass selbst dann relevante Informationen ge-
wonnen werden kdnnen, wenn sich im Bearbeitungsfeld der Aufgabe keine
Bearbeitung befindet. So ist den Items durchaus zu entnehmen, warum die
Bearbeitung abgebrochen wird, bevor irgendetwas niedergeschrieben wurde
bzw. eventuell auch, warum eine Aufgabe als schwer empfunden wurde.
Insbesondere das Aufgabenempfinden zielt auf die Hypothese 2 ab und der
damit verbundenen Priifung, inwieweit das Erleben des Anspruchs einer
mismatch-Aufgabe mit dem eigenen Denkstil zusammenhangt. Dariiber hin-
aus erlaubt eine derartige Ausgestaltung den direkten Vergleich zwischen vi-
suellen und analytischen Denkern.

Ziel dieser Kombination der Erhebungsmethoden ist, einen mehrperspektivi-
schen Blick auf das Erleben der Schiler zu erhalten und Erklarungen fir die
uneindeutige Ergebnisse, die sich in der Vorstudie abzeichneten, zu erhalten.
Dabei werden die Ergebnisse der unterschiedlichen Methoden in der Daten-
erhebung nicht bloR zusammengetragen und nebeneinander gestellt, denn
durch ,,ein [Multimethod]-Design lassen sich Erkenntnisse erzielen, die Gber
die Ergebnisse einzeln eingesetzter qualitativer oder qualitativer Forschung,
aber auch (ber die bloRe Addition von deren Ergebnissen, hinausgehen”
(Kuckartz 2014, S.75). Und ebendiese Chance eines Multimethod-Ansatzes
wird hier genutzt, um die Ergebnisse anzureichern und entsprechende Folge-
rungen ziehen zu kénnen.

5.3. Denkstilerhebung

Um den Denkstil der Schiiler zu ermitteln, wurde in der vorliegenden Arbeit
auf das von Borromeo Ferri entwickelte Instrument zur Erhebung des Denk-
stils zurlickgegriffen (vgl. Borromeo Ferri 2012). Dabei wurde die von ihr
entwickelte Selbstauskunft sowohl fir Lehrende und Studierende als auch
flir Lernende im Alter von 15 — 16 Jahren angepasst und erfasst alle in ihrem
Modell enthaltenen Merkmale des Denkstils. Insgesamt werden so in 27
Items die Art der Reprasentation (visuell-bildlich/formal-analytisch), die Art
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der Vorgehensweise (ganzheitlich/zergliedern) und die Art der Verarbeitung
von Informationen (interne/externe Orientierung) auf einer vierstufigen Li-
kert-Skala gemessen.

Da fiir die hier vorliegende Arbeit vor allem die Unterscheidung von formal-
analytisch und visuell-bildlich von Bedeutung ist, wurde die entsprechende
Selbstauskunft soweit verknappt, dass den Schiilern lediglich die Items zur
Erhebung der Art der Reprasentation vorgelegt wurden. Auf diese Weise er-
halten die Schiler elf Items, die sich auf ihre Praferenzen im Mathematikun-
terricht beziehen, deren interne Konsistenz auf der Skala visuell-
bildlich/formal-analytisch mit einem cronbachs a von .75 bis .90 gut bis zu-
friedenstellend ist (vgl. Borromeo Ferri 2014, S.17).

5.4. Das Aufgabendesign

Die Auswahl und Entwicklung der Aufgaben erfolgte durch die forschungs-
methodische Entscheidung, dass lediglich solche Aufgaben Verwendung fin-
den, die durchaus auch in der Schule eingesetzt werden kénnen und auch
eingesetzt werden. Aus diesem Grund entstammen einige Aufgaben konkret
aus Schulbuchwerken, wahrend andere fir die Sekundarstufe 1 angepasst
wurden. Auf diese Weise entstanden zehn Aufgaben, die im Mathematikun-
terricht durchaus bearbeitet werden.

Um dariber hinaus Einflussfaktoren auf die Bearbeitung der Aufgaben wei-
testgehend zu minimieren, wurden die Aufgaben so entwickelt bzw. ausge-
wahlt, dass sie ein breites Spektrum abdecken. Das heif’t, dass es sich bei
den fir die Studie verwendeten Aufgaben teilweise um Aufgabentypen han-
delt, die den Schilern im Mathematikunterricht in dhnlicher Form bereits
begegnet sein kdnnten, als auch um solche, die ihnen unbekannt sind.
Konkret zeigt sich dies, indem einige Aufgaben aus Schulbiichern, entspre-
chend der hier vorliegenden Anforderungen, modifiziert, Beispielaufgaben
aus den Bildungsstandards angepasst oder auch geeignete Aufgaben aus der
eigenen Lernbiografie entnommen wurden.

Dennoch wurde bei der Auswahl und der Entwicklung darauf geachtet, dass
sich die Aufgaben nur auf den Schiilern bekannte Inhaltsstoffe beziehen, ge-
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nauso wie darauf, dass sie ein dhnliches Anforderungsniveau in Prasentati-
onsform und den notwendigen Bearbeitungsschritten aufweisen.

5.4.1. Analyse der verwendeten Aufgaben nach notwendigen Bearbei-
tungsschritten

Wie vorangestellt, werden in diesem Unterkapitel die Bearbeitungsschritte
der Aufgaben genauer analysiert und verglichen. Und obwohl es zahlreiche
Beispiele dafiir gibt, die notwendigen Schritte zur Bearbeitung von spezifi-
schen Aufgaben zu analysieren und dokumentieren (z.B. Problemldsen, Mo-
dellierung), wurde sich in Anbetracht der hier verwendeten Aufgabenvielfalt
dazu entschlossen, ein modifiziertes Bearbeitungsmodell zu verwenden, das
sich auf die Grundlagen von Pélyas allgemeiner Aufgabenbearbeitung stiitzt.
Zum Zweck der Darlegung des eigenen Modells sei hier kurz auf das Bearbei-
tungsmodell von Pélya eingegangen.

Grundsatzlich warnt Pélya vor der Annahme, dass mathematische Probleme
in einem Schritt zu |8sen sind, sondern bedirfen vielmehr einer Anzahl von
Einzelschritten, die schlussendlich zur Losung fiihren. Die Schwierigkeit sieht
er weiterhin darin, dass zur Losung der Aufgabe die Einzelschritte bekannt
sein missen, um das Ziel nicht aus den Augen zu verlieren (vgl. Pélya 1939, S.
113ff). Gerade auch in Bezug auf seine eigene Lehrtatigkeit dient die ,Tabel-
le”, wie Pdlya sein Modell nannte, dazu, den Lésungsweg von Aufgaben zu
strukturieren und Fragen zu geben, die den Schiler dazu befahigen sollen,
sich selbst die Bearbeitungsschritte immer wieder zu vergegenwartigen.
Dabei gliedert er seine Tabelle in vier Phasen, die wahrend der Bearbeitung
einer Aufgabe zum Tragen kommen:

1. Verstehen der Aufgabe: Ohne ein grundsatzliches Verstandnis fiir eine
Aufgabe ist deren Losung nicht méglich, deshalb benennt Pdlya eine
Reihe von Fragen, die darauf abzielen, verschiedene Teile der Aufga-
benstellung zu identifizieren und entsprechend zu verstehen. Hierun-
ter fallen Fragen wie ,Was ist unbekannt? Was ist gegeben? Wie lau-
tet die Bedingung?“ (Pélya 1967, S.20).
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2. Das Ausdenken eines Plans bezieht sich auf die Entwicklung einer Idee
zur Lésung und die damit einhergehenden notwendigen Schritte, um
diese Idee entsprechend umzusetzen. Dabei kann es dem Schiiler hel-
fen auf entsprechende Erfahrungen mit ahnlichen Aufgaben zuriick-
zugreifen und entsprechend zu modifizieren. Diesbeziiglich betont
Pdlya die Notwendigkeit ber entsprechende Vorkenntnisse zu verfi-
gen (vgl. Pdlya 1939, 5.122).

3. Ausfiihren des Plans: Gegenliber der zweiten Phase ist diese Phase
leichter zu durchlaufen, da die entsprechenden Ideen bereits vorhan-
den sind und es in dieser Phase der Aufgabenbearbeitung vor allem
darum geht, den vorhandenen Plan durchzufiihren. Die Schwierigkeit
besteht darin, dass in jedem Schritt der Durchfiihrung die konkrete
Bearbeitung in das Konzept des Plans passt.

4. Eine abschlieBende Riickschau gibt den Schiilern nicht nur die Még-
lichkeit ihre Ergebnisse zu priifen, sondern darliber hinaus fihrt die
Riickschau zu einem Festigen des Wissens und auch dazu, Fahigkeiten
zum Problemldsen zu entwickeln (vgl. Pélya 1967, S.28ff).

Im Laufe seiner Arbeit untergliedert Pélya die erste Phase seines Bearbei-
tungsprozesses zum einen in die grundsatzliche Auseinandersetzung mit der
Aufgabe und zum anderen in die Phase zur Erarbeitung eines besseren Ver-
stdndnisses. Dabei bezieht sich die grundsatzliche Auseinandersetzung mit
der Aufgabe darauf, dass sich die Situation vorgestellt wird und bereits hier
moglicherweise notwendiges Wissen reaktiviert wird. Erst dann ist nach
Pdlya die Mdoglichkeit gegeben, die Aufgabe vollends zu verstehen und in die
konkretere Bearbeitung zu gehen (vgl. Pdlya 1967, S.48ff).

Darauf aufbauend ergibt sich flir die Darstellung des hier verwendeten Ana-

lyseinstruments zur detaillierteren Auffacherung des Bearbeitungsprozesses
folgende Abbildung:
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Schiller zunachst das Vorgehen geplant und entsprechend Strategien ausge-
wahlt, die wahrend des gesamten Prozesses immer wieder Uberprift und
eventuell korrigiert werden.

In der abschliefenden Phase, die auf das Produzieren von Ldsungen refe-
riert, gilt es, die in Phase 3 ermittelten und bearbeiteten Teilziele zu vervoll-
standigen, indem unter Umstanden notwendige GréRen bestimmt oder Er-
gebnisse berechnet werden und diese gegebenenfalls zu kombinieren. Zu-
satzlich erfolgt die Priifung des so erhaltenen Ergebnisses, was sich zum ei-
nen auf die Korrektheit der Bearbeitung bezieht und zum anderen auf die
Bedeutung des Teilergebnisses fiir die Endlésung der Aufgabe.

Je nachdem, ob die Losung der Aufgabe in einem Zug erfolgen kann oder
aber aus mehreren Bearbeitungsschritten besteht, gilt es zurlick zu Phase 3
zu springen, um das nachste Teilziel und damit die nachsten Bearbeitungs-
schritte zu verfolgen und somit die letzten beiden Phasen erneut zu durch-
laufen. Das kontinuierliche Durchlaufen der Bearbeitungs- und Lésungsphase
flhrt schlieBlich zum Endergebnis.

Die in dieser Studie eingesetzten Aufgaben werden hier mithilfe des modifi-
zierten Modells von Pélya detailliert analysiert®®, um anschlieRend die Ver-
gleichbarkeit der Aufgaben herauszustellen. Es wird in der Analyse zunachst
die Grundidee der einzelnen Aufgabe angegeben, um anschlielend die er-
warteten Bearbeitungsschritte der Schiler (Phase drei und vier) in idealisier-
ter Weise darzulegen. Hierbei wird die Reihenfolge der Aufgaben, wie sie
sich im Test befindet, zugunsten der Gegenlberstellung des Denkstils nach
den Inhaltsbereichen der Bildungsstandards abgeandert.

24 Fur die Analysen nach ihrem Denkstil sowie die Einordnung in die Bildungsstandards, siehe
Kapitel 5.4.2. und 5.4.3..
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Ein formal-analytisches Vorgehen wirde hier zu einer Argumentationskette
fihren, in der zunachst die Frage geklart wird, wie viele Mbglichkeiten es
gibt, ein Hoélzchen an ein bereits gelegtes anzulegen. Da entsprechend der
Aufgabe zwei Holzchen nur gerade oder im rechten Winkel aneinander lie-
gen dirfen, ergibt sich, dass die Hélzchen mit 90°-, mit 180°- oder mit 270°-
Winkel zueinander liegen und es somit drei Méglichkeiten fiir ein Anlegen
gibt. Diese Voriiberlegung wird auf jedes weitere Anlegen lbertragen und
fihrt somit dazu, dass 3 - 3+ 3 = 27 Moglichkeiten ermittelt werden.

Dieses Vorgehen beriicksichtigt jedoch nicht, inwieweit die angefiihrten Ne-
benbedingungen erfillt werden. So muss liber die Frage nach der Anzahl der
Moglichkeiten hinaus beachtet werden, dass einige der Loésungen kongruent
sind und eben diese Figuren aus der Gesamtanzahl der Méglichkeiten gestri-
chen werden missen. Darliber hinaus erfasst ein derartiges Vorgehen auch
keine Figuren, bei denen sich drei Hoélzchen in einem Punkt treffen. Um
ebendiese ,doppelten und fehlenden Figuren” zu ermitteln, bedarf es eines
visuell-bildlichen Vorgehens.

Bezuglich der zeichnerischen Ermittiung der Figuren und vor allem der Frage,
ob wirklich alle Figuren erfasst worden sind, bieten sich unterschiedliche
Strategien fiir eine systematische Bearbeitung an. Die hier aufgezeigte Stra-
tegie bezieht sich dabei auf die Kettenldnge der Hélzchen?. Ausgehend von
der langsten Kette, die gebildet werden kann, arbeitet man sich sukzessive
zur kiirzesten Kette. Das heiflt, nachdem eine Vielzahl von Figuren gefunden
wurden, werden diese zunachst danach geordnet, wie viele Moglichkeiten es
gibt, mit vier Hélzchen eine viergliedrige Kette zu legen. Dann folgen die
Moglichkeiten eine dreigliedrige Kette zu konstruieren usf. Auf diese Weise
ergeben sich folgende Bearbeitungsschritte:

% \on einer Kette soll im Zuge dieser Aufgabenanalyse gesprochen werden, wenn die ver-
wendeten Holzchen eine gerade Linie bilden, unabhangig davon, ob an den Verbindungssti-
cken in der Mitte der Linie weitere Hélzchen angelegt wurden. Dementsprechend bedeutet
eine zweigliedrige Kette, dass die ldngste gerade Strecke genau zwei Hblzchen lang ist, wie
es beispielsweise bei dem ,Kreuz” der Fall ist.
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Zum anderen gilt es zu erkennen, welche Zahlen bei der Multiplikation eine
Endnull im Produkt erzeugen.

Fakultdten 10Z0Of

Fakultat, geschrieben als n!, ist eine Rechenart, bei der die natirlichen
Zahlen bis zu einem bestimmten Wert miteinander multipliziert werden.
Beispiel: 6! =1-2-3:4-5-6 =720

Bestimme mit wie vielen Nullen das Ergebnis von 20! endet, ohne die ge-
samte Zahl auszurechnen.

Das heif3t flir das Beispiel von oben 6! = 720 endet auf einer Null. Der Ta-
schenrechner liefert fiir diese Frage nicht das richtige Ergebnis.

Die Bearbeitungsschritte stellen sich wie folgt dar:
Il Aufgabe bearbeiten:

1. Ursache fur Endnullen finden:
Die Multiplikation mit 10 oder eines Vielfachen davon fihrt zu
einer Endnull. Hier: 10 und 20

2. 10 oder ein Vielfaches davon kann als Produkt zweier Zahlen er-
zeugt werden:
10 ist das Produkt von (2 * 5) und die Vielfachen sind durch Viel-
fache von 2 und 5 zu produzieren. Hier z.B.: (2-5), (4 5),
(2-15), (6+15) etc.

3. Anzahl der Vielfachen von 2 und 5, die nicht 10 oder 20 sind:
8 Vielfache von 2
2 Vielfachen von 5

4. Aus Punkt 3. zu ziehende Schlussfolgerung:
Da eine 10 oder ein Vielfaches von 10 immer sowohl ein Vielfa-
ches von 5 als auch von 2 benétigen, gibt es nur zwei Produkte,
die neben Punkt 1. das gewiinschte Ergebnis liefern.

5. Summieren aller Endnullen:
Punkt 1. +Punkt 4.
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Il Aufgabe bearbeiten:
1. Grundflache berechnen:

80 cm\?
GTonne =7T'< > )
2. Volumen berechnen:
Punkt 1.multipliziert mit der Hohe
3. Einheit der H6he angleichen:
1m=100cm

IV (Teil-)Losungen produzieren:
4. Rechenprozedur vervollstandigen:

80 cmy 2
T ( ) +100 ¢cm = 502.655 cm?®

Il Aufgabe bearbeiten:
5. Zeit bestimmen:
Punkt 4.

251
IV (Teil-)Losungen produzieren:
6. Einheiten angleichen:
1l = 1dm?®
502.655 cm?® = 502,655 dm?
7. Rechenprozedur vervollstandigen:
502,655 dm?

25 dm3

min
8. Ldsung interpretieren und prasentieren:

=~ 20,1 min

Um die Tonne zu fillen, braucht man etwa 20,1 min.

Obwohl die beiden vorangegangenen Aufgaben sehr unterschiedlichen Quel-

len entnommen worden sind und damit grundsatzlich von einem Auseinan-

derklaffen des jeweiligen Umfangs auszugehen ware, zeigt die Analyse, dass

beide Aufgaben durchaus miteinander vergleichbar sind.

Zu erklaren ist dies zum einen mit dem Problemldsecharakter der Aufgabe
des Sparlineals und der damit verbundenen Notwendigkeit diverse Informa-
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Il Aufgabe bearbeiten:
1. Berechnung der Flache des Quadrats:
AQuadrat =a-a=a’

2. Berechnung aller Halbkreise (iber den Seiten:

a 2
Aller Halbkreise = 4 (% (T[' (E) ))

3. Berechnung der vier , Licken”:
ArLiicken = T 1% — a?
4. Berechnung der Sicheln:
1 a2
Asicheln = 4 - (5 (ﬂ' (5) )) —(m-r?—a?

5. Den Radius mit Pythagoras berechnen:
=) () =2 ()

IV (Teil-)Lésungen produzieren:
6. Durch Umformung Punkt 2. vereinfachen:

s (r@)=2 (@)=t a
7. Einsetzen des ermittelten Radius r in Punkt 4.:

Agicheln — 4. (l. (n . (3)2» 1?4 a2 | einsetzen
2 2

aZ
-n-az—n-Z-(E) —a?

NP N

1
= -n-az—i-n-az—a2 = a?
8. Lbdsung interpretieren und prasentieren:
Die Flache aller vier Sicheln betragt Agicheln = @2 Was gernau

dem Flacheninhalt des Quadrats entspricht.

Wie der Vergleich der beiden Aufgaben aus dem Inhaltsbereich Raum und
Form aufzeigt, bedarf es bei der Bearbeitung der einzelnen Aufgaben gleich
viele Bearbeitungsschritte, obwohl er durchaus die Frage zulasst, ob einzelne
Bearbeitungsschritte der Aufgaben nétig waren (vgl. Bearbeitungsschritte 1.
bis 3. von Aufgabe 7RFv) bzw. einzelne Bearbeitungsschritte nicht weiter
aufgefachert werden missten (vgl. Aufgabe 2RFf, Bearbeitungsschritt 2., 3.
oder 7.).
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Hierzu ist einzurdumen, dass die Bearbeitungsschritte 1. bis 3. (7RFv) nicht
zwingend in der hier vorliegenden Reihenfolge bearbeitet werden missen,
wodurch jedoch der Anschein entsteht, dass eventuell nur ein Bearbeitungs-
schritt, statt der hier angegebenen drei, nétig ist. Dem ist jedoch insofern zu
widersprechen, als dass die grundsatzliche Idee, eine Hilfslinie von ,Punkt zu
Punkt”, der anschlieBenden Uberpriifung bedarf, ob es sich hierbei um ein
geeignetes Vorgehen handelt. Es muss dementsprechend an einer Stelle des
Bearbeitungsprozesses geprift werden, ob andersgeartete Hilfslinien nicht
Lzielfihrender” sind, als dass es Hilfslinien von ,,Punkt zu Punkt” sind.

Und auch der Einwand, dass Bearbeitungsschritt 2. bzw. 3. (2RFf) eigentlich
eine Abfolge mehrere Bearbeitungsschritte darstellt, lasst sich insofern ent-
kraften, als dass es sich bei dem Zusammenlegen aller vier Halbkreise (Bear-
beitungsschritt 2.) und entsprechend aller vier ,Licken” (Bearbeitungsschritt
3.) lediglich um eine Interpretation der Abbildung handelt und somit ent-
sprechend des Modells zum Informationen herausarbeiten zu zihlen ist. Und
auch bezlglich Bearbeitungsschritt 7. ist anzumerken, dass es sich um eine
Vervollstindigung einer Rechenprozedur handelt und somit tatséchlich einen
Bearbeitungsschritt darstellt.

Gemessen an den Bearbeitungsschritten der beiden vorliegenden Aufgaben
bestatigt sich demnach, dass beide dhnliche Anforderungen in den Bearbei-
tungsschritten aufweisen.
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Seil um den Aquator 8FZf

Denke dir um den Aquator der Erde, mit seinen 40030 km, ein straff ge-
spanntes Seil. Dieses Seil wird nun um genau einen Meter verlangert, dann
wird es wieder gleichmaRig um den Aquator gelegt. Wegen der Verlange-
rung steht das Seil nun Uberall etwas vom Aquator ab.

UAQuator =2-m-r=40030 km

Kann nach dieser Verlangerung eine Maus mit etwa 4 cm Héhe unter dem
Seil durchlaufen?

Fiir die Bearbeitung der Aufgabe ergeben sich die folgenden acht Schritte:

Il Aufgabe bearbeiten:
1. Radius der Erde berechnen:

2-mr =40030 km [2:m
o e = 40030 km
2
2. Radius des verlangerten Seils berechnen
2-m-r=40030km+1m [:2:m
o ret = 40030 km+1m
2

3. Den Hohenunterschied berechnen:
Punkt 2. und Punkt 1. subtrahieren

IV (Teil-)Losungen produzieren:

4. Einheit der Verlangerung an den Umfang angleichen:
1m = 0,001 km
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5. Rechenprozedur vervollstandigen:

AT = Tseil — TErde

_ 40030 km+1m 40030 km

2n 2
_ 40030,001 km 40030 km

2n 2n

~ 6370,97253112 km — 6370,97237197 km
= 0,00015915 km
6. Losung auf Fragestellung priifen:
Die Maus ist 4 cm hoch, wie steht das im Verhaltnis zu meiner
km-Angabe?
7. Den Héhenunterschied in cm ausdricken:
0,00015915 km = 0,15915m = 15,915 cm
8. Losung interpretieren:
Die Maus mit einer Héhe von 4cm passt unter dem Seil unter-
durch, da sein Abstand zur Erde 15,9 cm betragt.

Die Bearbeitungsschritte der beiden vorangegangenen Aufgaben des In-
haltsbereichs Funktionaler Zusammenhang zeigen auf, dass die Anforderun-
gen an den Bearbeitungsprozess der Schiler durchaus in ihrem Umfang ver-
gleichbar sind.

Bearbeitungen der Aufgaben Silverstone — Taschengeld

Wie bereits in der Regentonnen-Aufgabe ist die Grundidee der Aufgabe Sil-
verstone bereits im Text genannt. Die Schwierigkeit in dieser Aufgabe liegt
vor allem in der Uberfithrung der gegenstindlich dargestellten Informatio-
nen in eine entsprechende mathematische Visualisierung, welche die Aufga-
be als ein Graph im Koordinatensystem vorsieht.
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sein dirfte. Die in dieser Aufgabe vorliegenden Sachsituation wurde deshalb
bewusst nicht aus dem bereits bekannten Kontext kreiert, sondern lediglich
aus der Umwelt der Schiller entnommen.

Taschengeld 1Dzf

In einer Tageszeitung findet man folgende Statistik Gber die Verteilung von
Taschengeld sowie eine kommentierende Aussage des Direktors:

Taschengeld |\ 1 15 Euro | 25 Euro | 40 Euro | 50 Euro | 60 Euro
pro Monat

Anzahl der 43 48 29 102 20 8
Schiiler

Der Direktor meint dazu: ,Die Schilerinnen und Schiiler der Mittelstufe be-
kommen im Monat zwischen 10 und 60 Euro, und schaut man sich die Da-
ten genauer an, sieht man, dass den meisten Schiilern durchschnittlich 40
Euro im Monat zur Verfigung stehen.”

Was meinst du zu der Aussage des Direktors? Hat er die durchschnittliche
Hoéhe des Taschengeldes richtig angegeben?

Um die Aussage des Direktors auf Korrektheit zu Gberpriifen, bedarf es der
Ermittlung der durchschnittlichen Hohe des Taschengeldes und dem an-
schlieBenden Vergleich mit der von dem Direktor angegebenen 40 € pro
Monat. Das heif3t fiir den Lésungsweg Folgendes:

Il Aufgabe bearbeiten:
1. Dateninterpretieren:
— Die Spalten von unten nach oben gelesen, geben an, wie viele
Schiler (untere Zelle) eine bestimmte Summe Taschengeld
(obere Zelle) erhalten
2. Wissen Uber den Durchschnitt abrufen:
— Gesamte vorhandene Geldmenge gleichmalig auf alle befrag-
ten Schiler umverteilen
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Dariuber hinaus verdeutlicht die direkte Gegeniiberstellung der hier darge-
stellten Ergebnisse der Analyse, dass alle Aufgaben eine dhnliche Anzahl von
notwendigen Bearbeitungsschritten aufweisen (siehe Tab. 5.2.), so dass ihr
Einfluss auf das Empfinden und die erfolgreiche Bearbeitung minimiert wur-
de.

5.4.2. Der den Aufgaben inhdrente Denkstil

Wie bereits im Forschungsiuberblick dargelegt, zeichnet sich ein visuell-
bildlich gepragtes Vorgehen dadurch aus, dass verstarkt auf Skizzen, Dia-
gramme o. a. in der Bearbeitung und allgemeiner dem Verstandnis von Ma-
thematik zuriickgegriffen wird. Demgegeniber praferiert ein analytischer
Denker ein Vorgehen, das vorrangig auf Variablen, Terme und Formeln zu-
rackgreift (vgl. Kapitel 2.3. und 3.2.).

Ubertragt man diese charakteristischen Merkmale innerhalb des Vorgehens
beim Mathematiktreiben auf die Analyse von Aufgaben, so bedeutet das,
dass sich visuell-bildliche Aufgaben vor allem dadurch auszeichnen, dass ihre
Bearbeitung auf ein visuell-bildliches Vorgehen ausgerichtet ist und entspre-
chend, dass formal-analytische Aufgaben sich vor allem durch ein formales,
algebraisches Vorgehen auszeichnen. Dies soll jedoch nicht heiRen, dass Auf-
gaben des einen oder anderen Typs nicht auch auf andere Weise |6sbar sind
(vgl. Riding/Rayner 2012, Schwank 1990), sondern, dass ein andersgeartetes
Vorgehen mit einem erheblich gréReren Aufwand verbunden ist.™

In der detaillierten Analyse der einzelnen Bearbeitungsschritte der Aufgaben
fanden sich immer wieder auch Verweise darauf, welchen Denkstil die ein-
zelnen Aufgaben nahelegen (vgl. Kapitel 5.4.1.). Dies soll in diesem Kapitel
nun expliziert werden, indem sowohl die Aufgabenstellung wie auch der im-
plizit enthaltene Losungsansatz analysiert werden. Fir die verwendeten Auf-
gaben ergibt sich folgende Ubersicht:

31 Es soll zusitzlich darauf aufmerksam gemacht werden, dass die hier unternommene Diffe-

renzierung der Aufgaben nicht bedeutet, dass grundsétzlich jede Aufgabe dem einen oder
anderen Typ zuzuordnen ist. Vielmehr ist es so, dass eine Vielzahl von Aufgaben auf unter-
schiedliche Weise und diesbeziiglich auch sowohl visuell-bildlich als auch formal-analytisch
I6sbar sind.
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Dementsprechend zeigt sich, dass das einzig zielfihrende Vorgehen zur L6-
sung dieser Aufgabe ist, die mdglichen Figuren visuell-bildlich darzustellen
und entsprechend auszuzahlen.

Wie sich demgegeniiber in der im vorangegangenen Kapitel dargestellten
Darlegung der einzelnen Bearbeitungsschritte der Aufgabe zeigt, handelt es
sich bei der Fakultdten-Aufgabe um ein formal-analytisches Vorgehen. So
wird innerhalb dieser Aufgabe indirekt gefordert, dass durch logische Uber-
legungen und entsprechende innermathematische Argumentationen jene
Zahlen bestimmt werden, die innerhalb einer Multiplikation im Produkt zu
einer Endnull fihren. Zu begriinden ist die notwendig formal-analytische Be-
arbeitung damit, dass die fur diese Aufgabe notwendige Argumentation nur
anhand der konkret vorliegenden Fakultat und dem zugrundeliegenden for-
malen Verstandnis der Besonderheiten der Multiplikation vorgenommen
werden kann. So ist der Ausdruck der Fakultdat dem formalen Bereich der
Mathematik entnommen und selbst bei der Interpretation der Fakultat als
Folge und der damit méglichen visuell-bildlichen Reprasentation besitzt die-
se Reprasentation keinen Wert fiir die Beantwortung der Frage nach den
Endnullen.

Die Analyse des inhdrenten Denkstils der Aufgabe Sparlineal ergibt, dass die-
se Aufgabe ein visuell-bildliches Vorgehen nahelegt. Der Versuch eines for-
mal-analytischen Vorgehens, ganz ohne visuelle Stiitzung, kénnte Gber die
Frage erfolgen, wie viele Ldngen mit einer bestimmten Anzahl von Markie-
rungen erfasst werden kénnen. Dabei ergibt die rein formale Betrachtung
des Problems folgende Ubersicht:

136






Dissertation Michaela Camin
Teil II: Studiendesign

Zu ermitteln ist dann jedoch, wo t auf dem Sparlienal liegt, sodass keine der
bereits ablesbaren Langen abgebildet werden. Ein solches Vorgehen, ohne
visuell-bildliche Reprasentation, gestaltet sich durch die Begrenzung der Ge-
samtlange des Sparlineals zwar nicht allzu schwer, dennoch erleichtert eine
entsprechende Skizze das Vorgehen bei der Losung ebenjener Aufgabe.

Die Regentonnen-Aufgabe ist demgegeniiber eine formal-analytische Aufga-
be, die bereits durch ihren Aufgabentext und den konkreten Bezug zu der
Volumenformel ein bestimmtes Vorgehen nahelegt. Ein rein visuelles Vorge-
hen gestaltet sich bei dieser Aufgabe insofern schwierig, da sich die zeichne-
rische Losung zum einen durch die MafRstabstreue und zum anderen durch
die Dreidimensionalitat als problematisch erweist. Zudem gibt es keine Még-
lichkeit die Einfullgeschwindigkeit des Wassers visuell-bildlich darzustellen.
Dementsprechend sind die Schiiler dazu angehalten die vorgegebene Formel
entsprechend zu interpretieren und auf das vorliegende Problem anzuwen-
den, um so rechnerisch das Volumen der Tonne zu bestimmen, um anschlie-
Rend die bendétigte Zeit fir das Fillen der Tonne zu errechnen.

Die Denkstil-Paarung in der Leitidee Raum und Form bezieht sich auf die vi-
suell-bildliche Aufgabe zu der Innenwinkelsumme in einem beliebigen Fiinf-
eck und der analytisch-formalen Aufgabe zur Variation der Méndchen des
Hippokrates.

Dabei handelt es sich bei der Innenwinkelsummen-Aufgabe deshalb um eine
visuell-bildliche Aufgaben, da die Begrindung fir die Innenwinkelsumme ei-
nes beliebigen Flinfecks auf visuelle Art, in Form von Hilfslinien erfolgen soll.
Durch die explizite Vorgabe des Einzeichnens von Hilfslinien in die abgebilde-
te Figur, wird der Schiiler dazu angehalten eine Begriindung fiir die Frage-
stellung zu finden, die sich auf die konkrete Abbildung bezieht. Aber auch
dariiber hinaus ist der tendenziell natirlichere Zugang zu diesem Beweis ein
visuell-bildlicher. So ist es zwar durchaus denkbar einen Zugang aus der line-
aren Algebra zu wahlen, dieser beinhaltet neben der umstandlichen Be-
zeichnung jeder Strecke zur Bestimmung der Richtung auch die Verwendung
der trigonometrischen Funktionen zur Bestimmung der WinkelgréRen. Je-
doch zeigt bereits die oberflachliche Beschreibung, dass ein derartiges Vor-
gehen mit erheblich mehr Aufwand verbunden ist, wodurch deutlich wird,
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dass der visuell-bildliche Beweis der Innenwinkelsumme der naheliegende
ist.

Die Aufgabe, die die Variation der Mdndchen des Hippokrates zum Gegen-
stand hat, kénnte durch die enthaltene Abbildung zunachst fiir eine visuell-
bildliche Aufgabe gehalten werden, was jedoch nicht der Fall ist, da die Ab-
bildung in dieser Aufgabe lediglich die Funktion bernimmt, den notwendi-
gen Text zur Beschreibung der Situation zu reduzieren. Zur Bearbeitung der
Aufgabe ist es allerdings notwendig, auf formale Aspekte der Mathematik
zuriickzugreifen, da ein entsprechendes Messwerkzeug zur Bestimmung der
Flachen in der Regel nicht vorliegt. Zudem birgt die Verwendung von ent-
sprechenden Messwerkzeugen haufig die Gefahr von Ungenauigkeiten, ge-
rade im Messen von Flachen, die durch Kurven begrenzt sind. Um dieser Un-
genauigkeit vorzubeugen, ist es notwendig, einen formalen Beweis zu fiih-
ren, der sich auf die Anwendung des Pythagoras stitzt, wie in der Analyse
der Bearbeitungsschritte bereits deutlich geworden ist.

Wie im vorangegangenen Kapitel beschrieben, bezieht sich das House of
Dots auf die Fortsetzung eines Punktmusters. Die Nahe zum visuellen Denk-
stil konstatiert sich zum einen daraus, dass die Aufgabenstellung explizit for-
dert, die Anzahl der Punkte zu ermitteln, indem die Bildungsregel anhand der
Zeichnungen beschrieben wird und zum anderen durch die hier notwendigen
Abbildungen, durch die der Schiiler erst die Méglichkeit erhalt, entsprechen-
de visuelle Verdnderungen innerhalb der Abbildungen aufzudecken, um auf
diese Weise das nachste Haus und seine Punkte ermitteln zu kénnen.
Dennoch ist es denkbar, diese Aufgabe formal-analytisch zu I6sen, indem
durch Auszahlen der abgebildeten Hauser und dem Vergleich der Anzahlen
der Punkte zweier benachbarter Hauser die Verdnderung zum néchsten Haus
mittels Fortsetzung der Zahlenfolge bestimmt wird. Aus einem derartigen
Vorgehen lasst sich zunachst ein Algorithmus konstruieren, mit dessen Hilfe
schlieBlich rechnerisch bestimmt werden kann aus wie vielen Punkten das
folgende Haus besteht.

Um die Bearbeitungen der Schiiler entsprechend eines visuell-bildlichen Vor-
gehens zusatzlich zu lenken, wurde in der Aufgabe explizit nach der Bildungs-
regel der Hauser gefragt. Das heiflt, dass die Schiiler auf diese Weise dazu
angehalten werden, konkret an den Abbildungen zu arbeiten, indem sie zu-
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nachst jede einzelne Figur fir sich betrachten und entlang einer selbst ge-
wahlten Struktur, wie beispielsweise zunidchst die Grundseite, dann die Hohe
und schlieRlich der Aufbau des Dachs, die Punkte auszdhlen. Durch dieses
strukturierte Zahlen, eventuell unter zu Hilfenahme von Rechenoperationen,
werden die Verdanderungen von Haus zu Haus deutlich und schlieflich heran-
gezogen, um Haus 4 zu zeichnen und entsprechend auszuzihlen.

Demgegeniiber bedarf es bei der Aufgabe zum Seil um den Aquator, die
ebenfalls aus dem Inhaltsbereich Funktionaler Zusammenhang stammt, ei-
nes formal-analytischen Zugangs. So ist die Grundidee hinter dieser Aufgabe,
dass zunachst der Radius der Erde aus dem gegebenen Erdumfang ermittelt
wird, um diesen dann mit dem neuen Radius zu vergleichen, der sich aus der
Summe des Erdumfangs und der Verlangerung des Seils um einen Meter
ergibt. Ebendiese Grundidee gibt vor, auf welche Weise die Aufgabe bearbei-
tet werden soll, um zu der richtigen Lésung zu kommen. Verstarkt wird die
Aufforderung nach einer formal-analytischen Bearbeitung durch die den
Aufgabentext begleitende Formel zur Ermittlung des Erdumfangs.

Die Paarung zum Inhaltsbereich Daten und Zufall besteht aus den beiden
Aufgaben Silverstone und Taschengeld, wobei die visuell-bildliche Aufgabe
durch Silverstone vertreten ist. Bei diesem Repradsentationswechsel gilt es,
die gegenstandliche Darstellung eines Rundenverlaufs in ein mathematisches
Modell zu tGberfihren, indem die entsprechenden Daten aus der Darstellung
herausgelost und umgedeutet werden. Das heifft, dass die hier gewahlte
Darstellung der Aufgabe auf doppelte Weise dem visuellen Denkstil nahe-
liegt, zum einen durch seine visuelle Reprasentation in der Aufgabe und zum
anderen durch das Uberfithren in ein Koordinatensystem als visuelles Mo-
dell.

Demgegeniiber handelt es sich bei der Taschengeld-Aufgabe um eine Aufga-
be, in der das arithmetische Mittel der Hoéhe des Taschengeldes anhand ge-
gebener Daten bestimmt werden muss. Die Bestimmung des Durchschnitts
bedarf eines rechnerischen Vorgehens und ist somit grundsatzlich eine for-

3 Demgegentiber ist auch ein rekursiver Zugang denkbar, der sich derart zeigt, dass das vo-
rangegangene Haus in dem betrachteten Haus positioniert wird, umso lediglich die Struktur
in den hinzugekommenen Dots ermitteln. Doch auch bei diesem Vorgehen liegt der Fokus
auf der visuellen-bildlichen Bearbeitung.
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mal-analytische Aufgabe, es sei denn, es wird explizit eine visuell-bildliche
Bearbeitung in Form von Diagrammen gefordert. Dies ist in der vorliegenden
Aufgabe jedoch nicht der Fall, womit gezeigt wiare, dass es sich um eine Auf-
gabe handelt, die den analytischen Denkstil naheliegt.

Wie eingangs in der Tabelle dargestellt, handelt es sich bei den hier zur An-
wendung gekommenen Aufgaben um Aufgaben, die einem bestimmten
Denkstil zuzurechnen sind. Die fiir die Arbeit essentielle Hypothese, dass es
Aufgaben gibt, die in ihrer Bearbeitung einen bestimmten Denkstil nahele-
gen (vgl. Kapitel 5.1.), lasst sich folglich bestatigen. Darlber hinaus belegt die
Analyse, dass die Nahe zu einem der Denkstile nicht per se dem themati-
schen Inhalte der Aufgabe zugerechnet werden kann, sondern es vielmehr
Aufgaben aus jedem Inhaltsbereich gibt, die das eine oder andere Vorgehen
erforderlich machen.

Allerdings zeigt die genauere Analyse auch, dass die Nidhe zu einem be-
stimmten Denkstil durchaus in der Intensitét variieren. So wurde in diesem
Kapitel herausgestellt, dass beispielsweise die Streichholz-Aufgabe keine an-
dere Bearbeitung zuldsst als eine visuell-bildliche, wahrend beim House of
Dots durchaus ein formal-analytisches Vorgehen denkbar ware. Darliber hin-
aus zeigt die vorangegangene Analyse jedoch auch, dass die Ausgestaltung
der Aufgabe durchaus Einfluss auf die intendierte Bearbeitung haben und die
Denkstilnahe entsprechend verstarken kann.

In Bezug auf die Forschungsfragen lasst sich dementsprechend folgern, dass

- es Aufgaben gibt, die eindeutig ein visuelles oder analytisches Vorge-
hen erfordern, wobei sich die Denkstilndhe aus der Aufgabe selbst
ergibt.

- es Aufgaben gibt, die zwar einen bestimmten Denkstil nahelegen, mit
gesteigertem Aufwand jedoch andere Vorgehensweisen zulassen.

- es Aufgaben gibt, die per se mithilfe unterschiedlicher Denkstile |6s-
bar sind und nur durch die Ausgestaltung der Aufgabe einen Denkstil
nahelegen.

Die vorliegende Arbeit stitzt sich vorrangig auf Aufgaben, die aus sich heraus
einen bestimmten Denkstil nahelegen, um die Mdglichkeit einzuschranken,
141



Dissertation Michaela Camin
Teil II: Studiendesign

dass Schiiler bei der Bearbeitung an den Vorgaben vorbei auf ihren eigenen
Denkstil zurlickgreifen und damit zu ihrer Losung kommen. Dennoch muss
hier eingeraumt werden, dass einige der Aufgaben zwar durchaus einen be-
stimmten Denkstil nahelegen, jedoch mit gesteigertem Aufwand auch anders
|6sbar sind. Die Vorgehensweise wurde in diesen Aufgaben jedoch zusatzlich
durch ihre Ausgestaltung gelenkt. (vgl. Innenwinkel, Sparlineal, House of
Dots)

5.4.3. Analyse beziiglich der Inhaltsbereiche der Bildungsstandards

Bereits in den vorangegangenen Kapiteln zu den Analysen der Aufgaben
wurde die Einteilung der Aufgaben anhand der Bildungsstandards angedeu-
tet. In diesem Kapitel soll nun explizit dargestellt werden, warum es sich bei
den Aufgaben um solche handelt, die einem bestimmten Inhaltsbereich zu-
zuordnen sind.
Die bundesweit geltenden Bildungsstandards fir den mittleren Schulab-
schluss in Mathematik traten mit Beginn des Schuljahres 2004/2005 in Kraft
und bilden seitdem eine verpflichtende Grundlage fiir den Unterricht. Um
die Qualitat schulischer Bildung zu sichern, implementierte die Kultusminis-
terkonferenz ,Standards fir den mittleren Schulabschluss in den Fachern
Deutsch, Mathematik und Erste Fremdsprache (Englisch/Franzésisch)” (KMK
2003, S.3). Diese formulieren die zu erreichenden Bildungsziele als fachbezo-
gene Kompetenzen, die bis zum jeweiligen Abschluss erworben werden sol-
len, ohne jedoch Unterrichtsstandards vorzugeben. (vgl. Blum 2010, S.17)
Trotzdem werden die erwiinschten Kompetenzen anhand von vorgeschlage-
nen Kerninhalten des jeweiligen Fachs erworben. Das heifSt, dass aus den
Bildungsstandards Anhaltspunkte fiir die Gestaltung von Mathematikunter-
richt abgeleitet werden kénnen, die individuelle Lernwege berlicksichtigen,
,damit mathematisches Wissen funktional, flexibel und mit Einsicht in vielfal-
tigen kontextbezogenen Situationen angewendet werden kann“ (KMK 2003,
S.6).
In diesem Sinne hat sich die Autorin bei der Entwicklung der im Test Ver-
wendung findenden Aufgaben ebenfalls an den inhaltsbezogenen mathema-
tischen Kompetenzen der Bildungsstandards orientiert:
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- Leitidee Zahl bezieht sich auf die Kompetenzen des sicheren Um-
gangs in unterschiedlichen Zahlbereichen, ein fundiertes Operati-
onsverstandnis inklusive ihrer Zusammenhange sowie ihre Anwen-
dung in Sachsituation und kombinatorischen Uberlegungen.

- Leitidee Messen umfasst einen addquaten Umgang mit GréRen,
insbesondere fir Langen, Flachen, Volumen und Winkel, sowohl
bezogen auf das Messen wie auch das Berechnen.

- Die Leitidee Raum und Form beinhaltet Kompetenzen zur Raum-
vorstellung, Kenntnisse Giber ebene und dreidimensionale Figuren
sowie Uber geometrische Abbildungen.

- Die Leitidee Funktionaler Zusammenhang subsumiert Kompeten-
zen, die sich auf lineare, proportionale oder antiproportionale
Funktionen und ihre Eigenschaften stiitzen.

- Daten und Zufall als Leitidee enthélt Aspekte der Datenerhebung,
der statistischen Verwendung sowie dem Beschreiben und Be-
stimmen von Zufallen und Wahrscheinlichkeiten. (vgl. KMK 2003)

Orientiert an ebendieser Abgrenzung der einzelnen Leitideen, handelt es sich
sowohl bei Streichhélzchen- als auch bei der Fakultdten-Aufgabe um Aufga-
ben der Leitidee Zahl.

Nicht als eigene Leitidee angefiihrt, ist die Kombinatorik als Teilgebiet der
Mathematik ebenfalls in den Bildungsstandards innerhalb der Leitidee Zah/
prasent. Dabei bezieht sich die Kombinatorik auf das systematische Abzahlen
von Anordnungsmaoglichkeiten, wie es in der vorliegenden Studie bei der
Streichhélzchen-Aufgabe notwendig ist. Die Schiiler werden in dieser Aufga-
be explizit darum gebeten, zu ermitteln, wie viele Moglichkeiten es gibt, vier
Hélzchen aneinander zu legen, und sind entsprechend dazu aufgefordert
kombinatorische Uberlegungen anzustellen, um die Anzahl der jeweiligen
Moglichkeiten zu bestimmen” (KMK 2003, S.10). Ein ebensolches Vorgehen
wird als Standard fiir inhaltsbezogene mathematische Kompetenzen inner-
halb der Leitidee Zah/ aufgefiihrt.

Ebenfalls der Leitidee Zah! zuzuordnen ist die Fakultdten-Aufgabe, da der
entscheidende Grundgedanke zur Lésung die Anwendung spezifischer Struk-
turen der Multiplikation und ihre Bedeutung fir das Ergebnis ist. Das heif3t
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konkret, die Schiler greifen auf ihre Kenntnisse tGber die Rechenoperationen,
hier der Multiplikation, zuriick und Ubertragen diese auf die Fakultat. Ent-
sprechend der hier dargestellten Anforderungen an die Bearbeitung der Auf-
gaben handelt es sich hier um eine Aufgabe der Leitidee Zahl (vgl. KMK 2003,
S.10).

Die Aufgaben Sparlineal und Regentonne haben beide ihren Schwerpunkt in
der Leitidee Messen.

Als gegenstandsbezogene Aufgabe, die sich auf das Messen von Abstanden
bezieht, ist die Aufgabe zum Sparlineal der Leitidee Messen zuzuordnen.
Hierbei nutzen die Schiler die Grundprinzipien der Langenmessung (vgl. KMK
2003, 5.10) und modifizieren sie dahingehend, dass ein Messen auch moglich
ist, wenn ein Messgerat nicht an seinem Ursprung angelegt wird. Erst durch
diese Grundiiberlegungen ist die Entwicklung eines Sparlineals méglich.

Die Anforderung der Regentonnen-Aufgabe an die Schiler ist zunachst ein-
mal das Berechnen des Volumens der Regentonne, die in der Aufgabe zu ei-
nem Zylinder stilisiert wurde, um anschlieBend die Fillgeschwindigkeit aus-
zurechnen. Insbesondere die Volumenberechnung ist Inhalt der Leitidee
Messen, ebenso wie das damit verbundene Wihlen der Einheiten und einer
situationsgerechten Anpassung bezlglich der Fillgeschwindigkeit. Dariber
hinaus ist auch die Verwendung der Angabe fir die Fillgeschwindigkeit zur
Berechnung der bendtigten Zeit in dieser Leitidee aufgefiihrt. (vgl. KMK
2003, S.10f)

Der Leitidee Raum und Form sind in der vorliegenden Untersuchung sowohl
die Innenwinkelsumme des Fiinfecks als auch die Variation der Mdndchen des
Hippokrates zuzuschreiben.

Als Standards der Leitidee Raum und Form werden explizit aufgefiihrt, dass

Schiler Eigenschaften und Beziehungen geometrischer Objekte nicht nur be-

schreiben und begriinden, sondern dariiber hinaus ,diese im Rahmen des

Problemlésens zur Analyse von Sachzusammenhingen” (KMK 2003, S.11)

auch nutzen kénnen. In der hier verwendeten Aufgabe zeigt sich ein derarti-

ges Vorgehen, indem die Innenwinkelsumme von Finfecken ermittelt wer-
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den soll, was mithilfe von Hilfslinien erreicht wird, die den Satz zur Innen-
winkelsumme von beliebigen Dreiecken anwendbar machen.

In der Leitidee Raum und Form sind eine Reihe von Standards aufgefiihrt, die
zur Bearbeitung der Méndchen des Hippokrates notwendig sind, allem voran
die Kompetenz der Schiiller geometrische Strukturen in der Umwelt zu er-
kennen. In der hier vorliegenden Aufgabe ist der erste Schritt darin zu sehen,
dass die Schiler erkennen, dass die Sicheln aus Halbkreisen bestehen, deren
innere Begrenzungen sich durch die Halbkreisabschnitte des quadratum-
schlieBenden Kreises ergeben. Dariliber hinaus ist es fir die Bearbeitung
notwendig, den Radius des umschlieBenden Kreises in Abhangigkeit der Kan-
tenlange des Quadrats zu ermitteln, was eine direkte Anwendung des Satzes
des Pythagoras zur Folge hat, womit ein weiterer Aspekt der Leitidee Raum
und Form zur Anwendung kommt (vgl. KMK 2003, S.11).

Bei den Aufgaben House of Dots sowie Seil um den Aquator handelt es sich
um Aufgaben, die der Leitidee Funktionaler Zusammenhang zuzurechnen
sind.

Der Zusammenhang zwischen dem House of Dots und der Leitidee Funktio-
naler Zusammenhang ist nicht so vordergrindig, wie es bei der Zugehorigkeit
der anderen Aufgaben zu ihren Leitideen ist, dennoch ist eine derartige Zu-
ordnung durchaus tragfahig. So ist der Grundgedanke bei dem House of Dots
der, dass die Regelhaftigkeit der Abbildungen erkannt und auf ein weiteres
Element Gbertragen wird. Wie bereits in dem Unterkapitel 5.4.1. angemerkt,
handelt es sich hierbei im eigentlichen um eine Folge, bei der jedoch auf die
formale Darstellung verzichtet wird. Es gilt dementsprechend implizit, die
vorgegebene Vorschrift zu beachten, um das nachste Folgeelement zu be-
stimmen. Dieses Vorgehen kommt der Bestimmung der kennzeichnenden
Merkmale einer Funktion gleich, welche der Leitidee Funktionaler Zusam-
menhang zuzuschreiben ist. (vgl. KMK 2003, S11)

»Schiler |6sen realitatsnahe Probleme im Zusammenhang mit linearen [...]
Zuordnungen” (KMK 2003, S.12) ist explizit als Standard in den inhaltsbezo-
genen mathematischen Kompetenzen festgeschrieben und stellt in Bezug auf
die Aquator-Aufgabe den Grund fiir eine derartige Zuschreibung dar. Noch
deutlicher wird die Deklarierung dieser Aufgabe als der Leitidee Funktionaler
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Zusammenhang zugehorig, wenn die Bearbeitung dahingehend verandert
wird, dass nicht von der Erde ausgegangen wird, sondern von einer erheblich
kleineren Kugel.** Die Kugel wird anschlieBend sukzessive vergréRert, um
den funktionalen Zusammenhang zwischen den ermittelten Abstanden des
jeweiligen Seils zum entsprechenden Kugelumfang herzustellen. Beginnt
man folglich mit einer Kugel von 1 m Radius und der Verlangerung des Seils
um 1 m, so kann ermittelt werden, dass der Abstand zwischen Kugeloberfla-
che und Seil 0,159 m betragt. Wird der Radius der Kugel nun systematisch
vergréRert, wahrend die Verlangerung des Seils weiterhin 1 m betragt, so
zeigt sich, dass der Abstand unabhéangig von dem Radius der Kugel ist. Dem-
entsprechend kann davon ausgegangen werden, dass der Abstand auch im
Kontext der Aufgabenstellung identisch ist. Mit einem derartigen Vorgehen
wird der Zusammenhang zur klassifizierenden Leitidee noch deutlicher.
Trotzdem bedarf es auch bei diesem Vorgehen der Umrechnung vom Radius
zum Umfang, der Verlangerung des Umfangs um 1 m und der Umrechnung
des neuen Umfangs zu einem neuen Radius. Das heif3t, dass sich die Grund-
struktur dieser Aufgabe diesbeziiglich nicht groRartig veréndert, lediglich die
Bearbeitungsschritte, die nétig sind, um eine entsprechende Verallgemeine-
rung zu entdecken, nehmen zu.

Die beiden verbleibenden Aufgaben entstammen der Leitidee Daten und Zu-
fall, womit sowohl die Taschengeld-Aufgabe als auch Silverstone in dieser
Leitidee liegen.

Die Aufgabe Silverstone fordert die Schiiler dazu auf, Daten in einer gegebe-
nen Abbildung als relevant zu erkennen und diese in grafisch darzustellen,
um die Zusammenhéange entsprechend zu verdeutlichen. Dieses Vorgehen
bezeichnen die Bildungsstandards in der Leitidee Daten und Zufall als ,Schii-
ler sammeln systematisch Daten [...] und stellen sie graphisch dar” (KMK
2003, S.12).

Die Grundidee zur Lésung der Taschengeld-Aufgabe ist die rechnerische Er-
mittlung des Durchschnitts, um so die Aussage des Direktors bestatigen bzw.
widerlegen zu kénnen. Fir die Bearbeitung der Aufgabe Uber die Grundidee

* Die Grundstruktur wird dabei nicht verindert, da die Berechnung des Radius aus einem Kugelumfang ebenso
wie die Berechnung des neuen Umfangs nach der Verlangerung des Seils weiterhin erforderlich ist.
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hinaus bedarf es verschiedener Bearbeitungsschritte, die der Leitidee Daten
und Zufall zuzuordnen sind. Hierzu zahlt allem voran die Fahigkeit Tabellen
lesen und die relevanten Daten herausldsen zu kdnnen. Ein ebensolches
Vorgehen findet sich in den Standards als ,Schiiler werten graphische Dar-
stellungen [...] von statistischen Erhebungen aus [und] interpretieren Daten
unter Verwendung von Kenngrofen” (KMK 2003, S.12). Ferner sind die Schi-
ler dazu aufgefordert, die vorhandenen Daten in einem neuen Zusammen-
hang zu stellen, um die Aussage des Direktors, aufgrund ihrer Datenanalyse
zu prifen.

Mithilfe der vorangestellten Analyse lasst sich belegen, dass die hier ver-
wendeten Aufgaben ein breit gefachertes Spektrum des Mathematikunter-
richts abbilden. Zudem zeigt die vorgenommene Analyse, dass jeder Inhalts-
bereich sowohl eine visuell-bildliche als auch eine formal-analytische enthalt.
Durch ein derartiges Vorgehen in der Konzeption und Auswahl der Aufgaben
wurde sich bemiht den Einfluss von Vorlieben und Fahigkeiten, die sich auf
die unterschiedlichen Inhaltsbereiche der Mathematik beziehen, zu minimie-
ren, um so die Bedeutung des Denkstils herauszustellen.

5.5. Die begleitenden Fragen

Neben dem offenen Leistungsteil wird jede Aufgabe durch drei begleitende
Fragen erginzt, wobei sich diese aus dem Grad der Zustimmung zu bestimm-
ten Aussagen ergeben. Thematisch beinhalten die begleitenden Fragen Aus-
sagen zu dem Bekanntheitsgrad der jeweiligen Aufgabe, dem Aufgabeemp-
finden und schlieRlich einer Aussage den Denkstil betreffend.

Die Auswahl der jeweiligen Aussagen erfolgt nach dem Grundsatz der Klar-
heit und Gegenstandlichkeit, was sich vor allem in der verwendeten Sprache
der Aussagen zeigt. In diesem Sinn wird auf Negationen verzichtet und abs-
trakte Konstrukte konkretisiert, was sich beispielsweise darin zeigt, dass das
Aufgabenempfinden auf die empfundene Schwere der Aufgabe reduziert
wird. Hierbei bewerten die Schiiler die Aussage ,Die Aufgabe fiel mit leicht”
auf einer vierstufigen Skala, von , trifft nicht zu“ (0) bis ,trifft zu” (3).
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Ferner wurden die Aussagen positiv formuliert, sodass die Zustimmung zu
einer Aussage mit einem positiven Smiley auch vom Inhalt wiinschenswert
ist. Das heilt, dass die Aussagen zur Aufgabenschwere grundsatzlich in der
Formulierung , Diese Aufgabe fiel mir leicht.” abgedruckt ist, um die Zustim-
mung mit dem positiven Smiley in Ubereinstimmung zu bringen.

Der Grundsatz der Gegenstandlichkeit wird dartber hinaus durch einen kon-
kreten Bezug zu der vorliegenden Aufgabe hergestellt, indem Teile der Auf-
gabe in die Formulierung aufgenommen werden, wie beispielsweise ,Ich
konnte mir die Hélzchen gut vorstellen”.

Die Aussagen, die den jeweils nahegelegten Denkstil betreffen, werden als
ergidnzende Informationen in die Aufgabencodierung einbezogen, da sie
auch dann Einblicke in die Bearbeitung der Aufgaben gewdahren, wenn im of-
fenen Aufgabenteil nichts niedergeschrieben wurde. Die (iberwiegenden
Aussagen zielen dabei auf die Art der internen Reprasentation der Schiiler,
denn insbesondere, wenn Schiiler keine tragfahigen ldeen zur Lésung entwi-
ckeln kdénnen, kann dies dazu fiihren, dass sie die Bearbeitung abbrechen
und ihre ersten Ideen nicht notieren, wodurch keine Hinweise auf die Ge-
danken und entsprechenden Ideen sichtbar sind. Die folgende Tabelle zeigt
auf, inwiefern Informationen dann aus den Angaben gezogen werden kén-
nen:

Aufgabe Aussage

Die Abbildung habe ich nur benutzt, um mich zu erinnern, was ich

2RFf
rechnen muss.

3GMv Ich habe mir das 10 cm lange Lineal vorgestellt.

4FZv  Ich habe die Regeln mithilfe der Abbildungen gefunden.

5GMf Ich musste mir die Situation erst vorstellen.

6Z0Ov  Ich konnte mir die Hélzchen gut vorstellen.

7RFv  Eine bildhafte Begriindung zu finden, fiel mir leicht.

8FZf  Ich habe gleich angefangen zu rechnen.

9DZv  Ich wusste gleich, wie ich die Zeichnung machen soll.

10ZOf  Eine Begriindung, bei der man rechnet, zu finden, fallt mir leicht.

Tab. 5.6.: Aussagen aus den begleitenden Fragen, die sich auf den Denkstil
beziehen
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Die Giberwiegende Zahl der Aussagen bezieht sich auf eine visuelle interne
Reprasentation. Dies ist bewusst gewahlt, da haufig insbesondere der gym-
nasiale Mathematikunterricht formal-analytisch ausgerichtet ist und damit
ein ebensolches Vorgehen herausstellt. Damit erméglichen die Aussagen, ein
formales Vorgehen daraufhin zu priifen, inwieweit ein Schiiler seine Darstel-
lung an die Ausrichtung des Mathematikunterrichts anpasst, obwohl er ein
visuelles Vorgehen bevorzugt. Lediglich die Aussagen zu den Aufgaben 7RFv
und 10ZOf zielen bewusst nicht auf die konkrete Aufgabe, sondern auf eine
Aussage zur generellen Ausgestaltung von Begriindungen, um einen allge-
meineren Blick auf die Begriindungshaltung der Schiiler zu gewinnen.

Um dariber hinaus zu gewahrleisten, dass die Schiiler in den begleitenden
Fragen nicht in einen Automatismus verfallen, der eine immer gleiche An-
kreuzstruktur zur Folge hat, wurde zum einen die Reihenfolge der Aussagen
bewusst randomisiert, sodass die Aussagen zu den unterschiedlichen Berei-
chen nicht in der immer gleichen Reihenfolge erscheinen und zum anderen
wurden die Formulierungen teilweise leicht verandert.

5.6. Stichprobe und Durchfiihrung

Die vorliegende Untersuchung basiert auf einer Erhebung in der Zeit von
Marz 2016 bis Dezember 2016, wobei insgesamt 282 Schiler aus 16 Klassen
der Jahrgangsstufen 9 befragt wurden. Die Auswahl der Jahrgangsstufe er-
folgte aufgrund dessen, dass die zur Bearbeitung nétigen Themenkomplexe
im Mathematikunterricht bereits thematisiert wurden und der Denkstil ent-
sprechend ausgebildet ist. Die Gesamtzahl der Klassen ergibt sich auRerdem
aus der Zusammensetzung von sechs Gymnasialklassen und zehn Gesamt-
schulklassen aus den Bundesldndern Hessen (1/5), Niedersachsen (0/5) und
Hamburg (5/0).

Durch die Erhebung in den neunten Jahrgangsstufen zentriert sich das Alter
bei 14 — 15 Jahren, wobei sich die gesamte Spannbreite auf ein Alter von 13
— 17 Jahren erstreckt. Griinde fir die breitere Altersstruktur trotz einheitli-
cher Jahrgangsstufe sind zum einen daran festzumachen, dass es sich bei ei-
ner Klasse um eine sogenannte Vorbereitungsklasse handelt, in der Schiler
mit nur geringen Kenntnissen der deutschen Sprache zunachst ein Jahr lang
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erlautert und darum gebeten, dass, auch wenn Aufgaben nicht bearbeitet
wirden, die ergdnzenden Fragen beantwortet werden. Dariber hinaus wur-
den den Schiilern die weiteren Rahmenbedingungen genannt und darauf
aufmerksam gemacht, dass die Schiiler sich fur Fragen an den Versuchsleiter
wenden kdnnten.

Auf diese Weise konnte flir Fragen, die sich auf fehlendes Faktenwissen ab-
zielten, situationsbezogen entschieden werden, wie diese zu beantworten
sind, ohne die Bearbeitung der Schiler in Bezug auf ihren Denkstil zu beein-
flussen. Darliber hinaus war es so moglich, Fragen in immer gleicher Weise
zu beantworten, um so méglichst vergleichbare Ausgangsbedingungen zu
schaffen.

5.7. Auswertungsrichtlinien

Nachdem in den vorangegangenen Kapiteln zunachst dargelegt wurde, nach
welchen Grundsatzen die vorliegende Studie ausgestaltet wurde und wie sie
durchgefiihrt wurde, wird in den folgenden Abschnitten, der Auswertungs-
prozess dargestellt. Hierbei wird zunachst Bezug auf die Entstehung der hier
entwickelten Typisierung der Falle genommen und im Sinne der Transparenz
offengelegt. Und auch wenn die vorliegenden Arbeitsschritte nicht derart
eindeutig voneinander zu trennen sind, wie es die Vorgehensweise von Hopf
impliziert, wird sich im Folgenden bemdiht, ihre Struktur beizubehalten:

Entwicklung von Auswertungskategorien
Codierung des erhobenen Materials
Erstellung von Falllbersichten

el O

Vertiefende Analyse von ausgewihlten Fallen (vgl. Hopf 1995a,
S.29f, vgl. auch Kapitel 5.2.)

Im darauffolgenden Abschnitt werden die Auswertungsmethoden der beglei-

tenden Fragen beschrieben und verdeutlicht, auf welche Forschungsfragen
diese abzielen.
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5.7.1. Thematische Codierung des Aufgabenteils

1. Entwicklung von (ersten) Auswertungskategorien
Die Entwicklung der Auswertungskategorien begann bereits in der Erhe-
bungsphase und orientierte sich an der Unterscheidung zwischen einem
formal-analytischen und einem visuell-bildlichen Vorgehen. Hierzu wurden
die beiden Arten der Informationsreprasentation von Borromeo Ferri zu-
grunde gelegt und entsprechend auf die Vorgehensweise bei der Bearbei-
tung von Aufgaben (bertragen. Da die vorliegende Arbeit auf die Gegen-
Uberstellung der Bearbeitungsweisen von visuellem und analytischem Denk-
stil abzielt, wurde bei der Konzeption der Kategorien dabei die vorliegende
Bearbeitung in Beziehung zu dem erhobenen Denkstil gesetzt. Dementspre-
chend entwickelte sich zunachst eine grobe Rasterung der zu erwartenden
Ergebnisse in

- denkstilkonforme Bearbeitung (2)

- Bearbeitung im anderen Denkstil (3),
die neben den obligatorischen Kategorie ,nicht bearbeitet” (0) sowie ,nicht
eindeutig” (1) den ersten Schritt der Codierung kennzeichnen.

2. Codierung des erhobenen Materials

Erst mit Sichtung des Datenmaterials wurde die Verfeinerung des Codierma-
nuals in Bezug auf die Forschungsfrage, inwieweit sich Unterschiede zwi-
schen visuellen Denkern und Analytikern feststellen lassen, vorgenommen.
Hierbei hat es sich bewahrt, einen zusammenhéngenden Bearbeitungspro-
zess als eine Codiereinheit festzulegen. Dabei wird in diesem Zusammenhang
von einem zusammenhangenden Bearbeitungsprozess gesprochen, wenn die
einzelnen Bearbeitungsschritte aufeinander aufbauen und in irgendeiner
Weise den Bezug zueinander verdeutlichen. Auf diese Weise wird dem Um-
stand Rechnung getragen, dass die Aufgabenbearbeitung lediglich durch das
vorgegebene Freifeld eingeschrankt ist und somit der Fokus nicht auf der
formalen Ausgestaltung der Bearbeitung liegen kann. Eine derartige Festle-
gung fahrt dazu, dass jeder Aufgabenbearbeitung genau ein Code zugeord-
net wird.
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diese Weise ist die Codierung erheblich hochauflésender als es die For-
schungsfragen erfordern, was anschlieRend ein reduzierendes Umcodieren
ndtig macht.

Mit dem Ziel der Reduktion von Datenmengen wurden in einem entspre-
chenden Arbeitsschritt die gebildeten Codierungen daraufhin analysiert, in-
wiefern sie Auskunft iber einen Zusammenhang zwischen Denkstil und Be-
arbeitung gibt. Auf diese Weise konnte der dreistufige Code auf einen zwei-
stelligen verkirzt werden, der durch seine Kombinationsmaoglichkeiten noch
immer ein gutauflésendes System darstellt. Hierbei setzt sich der jeweilige
Code in der ersten Stelle aus den vorab entwickelten Kategorien, im Folgen-
den Hauptkategorien genannt, und in der zweiten Stelle (Feincodierung) ge-
nauer den Bezug zu dem Denkstil herstellt. Die zweite Stelle stuft sich zudem
nach den moglichen Aussagen (iber den Denkstil und ihrer Bedeutung fir die
Forschungsfrage:

0 = | einfach Abbruch ohne ersichtlichen Grund im
Denkstil (bspw. weil schwer, Wissen fehlt oder
trotz leicht)

1= | Argumentation ohne Gehalt (selbst Argumenta-
tion / Argumentation ist Banane) oder ohne
math. Stlitzung

2 = | Plétzlich Lésung (nur die Losung ist angegeben /
Bearbeitung passt nicht zur Losung)

3 = | Abbruch mit Angaben bzgl. des Denkstils (eige-
ner Denkstil war nétig / Probleme mit dem an-
deren Denkstil)

4 = | Argumentation, die einem der Denkstile folgt

5 = | (vermeintlich) vollstandige Bearbeitung ohne
Besonderheiten bzgl. des Denkstils

6 = | Argumentation, die Elemente beider Denkstile
zeigt

7 = | Nutzung von Elementen beider Denkstile

8 = | Besonderheiten im Denkstil

Tab. 5.9.: Kurzdarstellung der verwendeten Codes™

35 Zum ausfiihrlichen Codiermanual siehe Anhang A-2..
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Das in Abb. 5.5. abgebildete Schiilerbeispiel zeigt im Bearbeitungsfeld keine
Hinweise auf eine Bearbeitung, weshalb es der Hauptklasse 0 zuzuschreiben
ist. Jedoch zeigen die begleitenden Fragen, dass die Aufgabe nicht einfach
Uibergangen wurde, sondern gibt Hinweise darauf, weshalb die Aufgabe nicht
bearbeitet werden konnte. Dabei werden insbesondere die Fragen, die den
Denkstil betreffen herangezogen, um weitere Aussagen (ber die Nicht-
Bearbeitung zu rekonstruieren. In dem oben gezeigten Fall, gibt der visuelle
Schiler an, dass er Schwierigkeiten hatte, sich die Hélzchen vorzustellen. In
Verbindung mit seiner Aussage, dass ihm die Aufgabe schwerfiel und er als
visueller Denkstil eine Bearbeitung vorzieht, die auf entsprechenden Vorstel-
lungen und gegenstindlichen Zeichnungen, ist diese Anreuzkombination e-
her nicht erwartbar. Aus diesem Grund handelt es sich hier um eine Beson-
derheit beziglich des Denkstils und wird entsprechend mit ,, 8 in der zwei-
ten Stelle codiert, weshalb fir diese , Bearbeitung” der Code ,08" vergeben
wurde.
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Das abgebildete Beispiel zeigt eine visuelle Bearbeitung dadurch, dass der
Schiller in der vorgegebenen Zeichnung eines Finfecks Hilfslinien einzeich-
net, um die Begriindung fiir die Innenwinkelsumme zu geben. Aufgrund des-
sen, dass die Schilerin, von der die Bearbeitung stammt eine Praferenz fir
ein analytisches Vorgehen hat, handelt es sich um ein Vorgehen, das nicht ih-
rem Denkstil entspricht (3).

Die Drei in der zweiten Stelle bedeutet dabei, dass ein Abbruch der Aufgabe
mit erwartbaren Angaben zum Denkstil einhergeht.

Hierbei zeigt sich der Abbruch in der Bearbeitung darin, dass zwar Hilfslinien
eingezeichnet wurden, die dazugehorigen Erklarungen jedoch fehlen. Es ist
folglich anhand der Bearbeitung nicht zu sagen, ob die Schiilerin ihre Hilfsli-
nien begriindet gewahlt hat oder sie in einem blinden Versuch gesetzt wur-
den. Allerdings gibt sie in den begleitenden Fragen durchaus an, dass sie sich
die Hilfslinien vorher tberlegt hat, sodass davon ausgegangen werden muss,
dass hier ganz bewusst die Begriindung, die aus den Hilfslinien entsteht,
nicht gegeben wurde. Daneben gibt sie an, dass es ihr schwerfiel eine bild-
hafte Begriindung zu finden, sodass der Verdacht naheliegt, dass die Ursache
flir den Abbruch mit dem Denkstil zusammenhangt.

Auf diese Weise ergibt sich fir diese Bearbeitung der Code 33.

Wie bereits angemerkt gibt es neben den drei vorangegangen verdeutlichten
Hauptkategorien auch noch eine Kategorie ,nicht eindeutig”. Diese Unein-
deutigkeit kann auf verschiedene Weisen entstehen. Zum einen dadurch,
dass Schiler versuchen iber eine Argumentation zur Losung zu kommen, die
nicht zwingend Hinweise auf den Denkstil gibt. So kénnen beispielsweise die
fir eine tragfahige Argumentation notwendigen mathematischen Stitzun-
gen und Garanten fehlen, womit der Schiler ebenjene mathematischen
Elemente ausspart, die Hinweise auf die verwendete Vorgehensweise ent-
halten. Zum anderen sind Bearbeitungen dann nicht eindeutig, wenn Bear-
beitungsprozesse abbrechen und durch einen Ldosungsansatz des anderen
Denkstils ersetzt werden oder der Bearbeitungsprozess Elemente beider
Denkstile nutzt.

Im folgenden Schiilerbeispiel bearbeitet eine Schiilerin mit visuellem Denkstil
eine analytisch ausgerichtete Aufgabe.
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Mit den angefiihrten Beispielen soll verdeutlicht werden, dass fir die Verga-
be der Codes nicht nur auf die gezeigten Aufgabenbearbeitungen Bezug ge-
nommen wurde, sondern teilweise auch die begleitenden Fragen, insbeson-
dere jene, die den Denkstil betreffen, herangezogen. Auf diese Weise ergibt
sich ein detaillierteres Bild fur die Bearbeitungen und maégliche Ursachen fir
bestimmte Auffalligkeiten.

Um die Vergabe der Codes abzusichern wurde zudem die Beurteiler-
Ubereinstimmung mithilfe von Cohens Kappa bestimmt. Hierbei wurde der
Vergleich nicht wie (blich auf unterschiedliche Codierer bezogen, sondern
die Intrarater Reliabilitdt ermittelt, die hier darauf abzielt zu priifen, inwie-
weit das Auswertungsinstrument Uber die Zeit hinweg zu den gleichen Er-
gebnissen fuhrt. Um hierbei nicht von der urspriinglichen Codierung beein-
flusst zu werden, lagen die beiden Codierphasen ein dreiviertel Jahr ausei-
nander, sodass auch in diesem Fall von unabhangigen Auswertungen gespro-
chen werden kann.
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bei soll hier dann von einer Mehrzahl gesprochen werden, wenn drei der
finf match- bzw. mismatch-Aufgaben entsprechend bearbeitet wurden.
Andersherum wird dann von einer schlingernden Bearbeitung gesprochen,
wenn der Schiiler die Mehrzahl der Aufgabenbearbeitung abbricht mit Ver-
weis auf den Denkstil, oder aber innerhalb seiner Bearbeitung sowohl visuell-
bildliche als auch formal-analytische Elemente verwendet.

Auf diese Weise

4. Vertiefende Analyse von ausgewabhlten Fallen

Abschliefend werden die identifizierten Typen anhand ausgewahlter Fille
zunachst vorgestellt und zur Verdeutlichung der Typologie entsprechend
analysiert, wobei die Daten aus den begleitenden Fragen entsprechende Be-
ricksichtigung finden.

5.7.2. Auswertung der begleitenden Fragen

Zur Unterstlitzung der qualitativen Daten und der sich daraus ergebenden
Typologie werden die begleitenden Fragen zunachst separat ausgewertet
und anschlieBend mit den vorhandenen Ergebnissen in Beziehung gesetzt.
Entsprechend der grundlegenden Erwartung, dass match-Aufgaben als leich-
ter empfunden werden und auch besser geldst werden, wird zunachst ein
Mittelwertvergleich zwischen visuellen und analytischen Denkern vorge-
nommen. Abgesichert werden die Vergleiche tGber die Ermittlung der Signifi-
kanz mithilfe des T-Tests. Um zusétzlich die Fahigkeiten und Leistungen der
Schiler als Einflussfaktoren ausschlieBen zu kénnen, wird zudem separat
analysiert, wie sich die Werte bei Schiilern verhalten, die in ihrer Selbstaus-
kunft angeben, dass sie ,Mathe kdénnen”.

Dartber hinaus wird mit einer Gegeniberstellung der Mittelwerte in den
beiden Aufgabengruppen (match- und mismatch-Aufgaben) der Einzelfalle
geprift, inwieweit sich die identifizierten Phanomene der qualitativen Aus-
wertung auch in den quantitativen Werten bestatigen lassen.
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Wie bereits in Kapitel 5.5. beschrieben, werden die Aussagen, die sich auf
den jeweils nahegelegten Denkstil beziehen, erganzend in der Codierung mit
beriicksichtigt, da sie vertiefende Einblicke in die Bearbeitung der Aufgaben
ermoglichen. Insbesondere, wenn im offenen Aufgabenteil nichts niederge-
schrieben wurde, geben einige Aussagen Aufschluss tGber (unbewusste) Ur-
sachen. Die folgende Tabelle zeigt auf, aus welchen Aussagen entsprechende
Informationen entnommen werden kénnen und inwieweit eine (Nicht-) Zu-
stimmung die Codierung beeinflusst. Um jedoch der Uniibersichtlichkeit vor-
zubeugen, werden hier nicht alle mdglichen Beeinflussungen dargestellt,
sondern sich auf jene bei einer Nicht-Bearbeitung beschrankt:

Aussage Ablesbare Informationen

Weist ein visueller Denker die Aussage zuriick,
dass die Abbildung nur als Erinnerungsstitze ge-
nutzt wurde, gerade auch in Verbindung damit,
dass sie notig war, kann trotz fehlender Bearbei-
tung davon ausgegangen werden, dass visuell-
bildliche Elemente zur Lésung bendtigt wurden
und somit der Code 03 vergeben werden.
Stimmt er der Aussage jedoch zu, so erscheint
dies im Zusammenhang mit der Angabe, dass die
Abbildung nicht notwendig war, merkwirdig in

Die Abbildung habe Bezug auf seinen Denkstil, weshalb mit 08 codiert

ich nur benutzt, um wird.

mich zu erinnern, was  Werden demgegeniiber andere Kombinationen
ich rechnen muss. dieser beider aussagen angekreuzt, so handelt es
(2RFf) sich um widerspriichliche Angaben, aus denen

keine weiteren Informationen gezogen werden
kénnen (00).

Lehnt hingegen ein analytischer Denker diese
Aussage ab, so ist davon auszugehen, dass er die
Abbildung fiir mehr als nur zur Verdeutlichung des
Rechenwegs nutzt. In Verbindung mit einer Nicht-
Bearbeitung ist folglich daraus zu schliefRen, dass
Elemente des anderen Denkstils nétig waren, um
die Aufgabe zu |6sen. Diese Besonderheiten im
Denkstil fihren zu einer Codierung 08.
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Aussage

Ablesbare Informationen

Ich musste mir die Si-

(5GMf)

tuation erst vorstellen.

Gibt ein visueller Denker an, dass er sich die Situa-
tion erst vorstellen musste, so zeugt das davon,
dass die Nicht-Bearbeitung darauf zuriickzufiihren
ist, dass er nicht tGber die Vorstellung hinaus ge-
kommen ist und damit der Denkstil als Ursache
flir ein Scheitern gesehen werden kann. Es wird
03 als Code vergeben.

Gibt ein Analytiker hingegen an, dass er sich die
Situation zunachst vorstellen musste, verdeutlicht
er damit die Notwendigkeit, zunachst auf den an-
deren Denkstil zurlickgreifen zu missen, was bei
einer formal-analytisch ausgerichteten Aufgabe
nicht zu erwarten ist (08).

Ich konnte mir die
Hélzchen gut vorstel-
len. (6Z0v)

Lehnt ein Schiler mit visuellem Denkstil diese
Aussage ab, so erklart er, dass er Schwierigkeiten
mit Elementen seines eigenen Denkstils hat, was
zur Vergabe des Codes 08 fiihrt.

Weist ein analytischer Denkstil diese Aussage zu-
riick, zeigt das in Zusammenhang mit einer Nicht-
Bearbeitung Schwierigkeiten mit Elementen des
anderen Denkstils auf (03).

Eine bildhafte Begriin-
dung zu finden, fiel
mir leicht. (7RFv)

Von einer Zuriickweisung dieser Aussage von ei-
nem Schiler mit visuellen Denkstil ist zunachst
nicht auszugehen, ist dies doch der Fall, so lasst
das auf eine Besonderheit schliefRen, weshalb der
Code 08 vergeben werden muss.

Bei der Ablehnung dieser Aussage von einem Ana-
lytiker ist davon auszugehen, dass gerade die
Elemente eines visuell-bildlichen Vorgehens die
Begriindung erschweren und die Ursache fir die
Nicht-Bearbeitung dementsprechend in dem
Denkstil liegt (03).
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Aussage

Ablesbare Informationen

Ich wusste gleich, wie
ich die Zeichnung ma-
chen soll. (9DZv)

Gibt ein visueller Denker an, dass er nicht wusste,
wie er eine Zeichnung anfertigen soll, so stellt dies
eine Besonderheit in Bezug auf den eigenen
Denkstil dar, weshalb hier der Code 08 vergeben
wird.

Mit der Ablehnung dieser Aussage rdumt ein Ana-
lytiker ein, dass er Schwierigkeiten bei der Anfer-
tigung der Zeichnung hat, was direkt auf den
Denkstil hinweist und somit folglich mit 03 zu co-
dieren ist.

Eine Begriindung, bei
der man rechnet, zu

(10ZOf)

Weist ein Schiler mit visuellem Denkstil diese
Aussage zuriick, so verdeutlicht das Schwierigkei-
ten, die er mit dem formal-analytischen Element
bei Begriindungen hat, sodass insbesondere mit
einer Nicht-Bearbeitung dies als Ursache fir das
Scheitern in dieser Aufgabe betrachtet werden
muss. (03)

finden, fallt mir leicht.

Weist hingegen ein Schiler mit analytischem
Denkstil diese Aussage zuriick, so zeigt die eine
Besonderheit bei der Annahme, dass Analytiker
mit Elementen ihres eigenen Denkstils keine oder
nur geringe Schwierigkeiten haben. Aus diesem
Grund ist die Vergabe des Codes 08 folgerichtig.

Tab. 5.12.: Einfluss der begleitenden Fragen auf die Codevergabe

In der dargestellten Ubersicht zeigt sich folglich, dass auch dann Informatio-

nen aus den Angaben der Schiiler entnommen werden kénnen, die Riick-
schliisse auf mogliche Schwierigkeiten zulassen, wenn der Schiiler keine Be-

arbeitung zeigt. Wie bereits genannt, lassen sich die Angaben in den beglei-

tenden Fragen, die den Denkstil betreffen, jedoch nicht nur auf Nicht-
Bearbeitungen beziehen, sondern geben dariber hinaus auch bei abgebro-

chenen Bearbeitungen teilweise Aufschluss (iber die Griinde fur diesen Ab-

schluss.

Aus diesem Grund soll hier noch einmal betont werden, dass die entspre-
chende Codierung nicht allein auf der gezeigten Bearbeitung beruht, sondern

alle Angaben des Schiilers mit beriicksichtigt, um auf diese Weise ein umfas-

senderes Bild von der entsprechenden Bearbeitung zu erhalten.
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6. Ergebnisse der Studie

Die im Folgenden dargestellten Ergebnisse der durchgefiihrten Studie zeigen
auf, dass die Grundannahme, nach welcher Schiiler in match-Aufgaben erfolg-
reicher sind und diese gleichfalls als leichter empfinden, nur zum Teil bestatigt
werden konnte. Hierbei zeigen die vorliegenden Daten, dass es zwar durchaus
Zusammenhange zwischen Aufgabenbearbeitung und Denkstil gibt, diese sich
jedoch deutlich heterogener darstellen als zundchst angenommen. Aufgrund
dieser ersten Befunde bedurfte es der detaillierteren Analyse der Aufgabenbe-
arbeitung, um die entsprechenden RegelmaRigkeiten herauszuarbeiten.

Die nachfolgenden Kapitel zeichnen anhand der vorgestellten Ergebnisse
gleichzeitig die Suche nach maoglichen Erklarungen nach (siehe Kapitel 6.1.).
Jedoch erlauben die Darstellungen in Kapitel 6.2. erst einen differenzierteren
Blick auf den Zusammenhang zwischen mathematischem Denkstil und der Auf-
gabenbearbeitung dadurch, dass die Aufgaben geordnet einander gegeniber
gestellt werden und der Unterschied zwischen ihnen nachfolgend systematisch
dargelegt wird. Anhand einer geringen Fallauswahl wird, wie in den Abschnit-
ten von Kapitel 5.7. angefiihrt wurde, verdeutlicht, wie sich die unterschiedli-
chen Typen innerhalb der Bearbeitungen herausarbeiten lassen.

AbschlieBend werden je ein visuelles und ein analytisches Fallbeispiel aus je-
dem der Typen dargestellt, um explizit zu verdeutlichen, wie zu dieser Einschat-
zung gelangt wurde. Hierzu werden zunachst die einzelnen Schiiler mit einigen
charakteristischen Angaben vorgestellt und anschlieend ihre Bearbeitungen
genauer analysiert. Darliber hinaus werden ebenfalls die Mittelwerte ihrer
match- und mismatch-Aufgaben zu ihrem Aufgabenempfinden und der Kor-
rektheit ihrer Losungen zueinander in Beziehung gesetzt (Kapitel 6.3. und Un-
terkapitel).

6.1. Vergleich der Denkstile
Nachdem in Kapitel 5.6. bereits auf den Umfang und die Struktur der Stich-
probe eingegangen wurde, soll ihre Zusammensetzung hier nach der fiir die-

se Studie entscheidenden Denkstiltypen analysiert werden. Die daraus fir
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des Losens und ihr Aufgabenempfinden nicht deutlich auf den Denkstil zu-
rickzufiihren ist. Dementsprechend werden die folgenden Ausfiihrungen ih-
ren Fokus auf die Kontrastierung von Analytikern und visuellem Denkstil le-
gen.

Insbesondere das Aufgabenempfinden bildet, neben dem Mal der Korrekt-
heit der Bearbeitungen, einen wichtigen Indikator fir mogliche Unterschiede
in der Bearbeitung. Hierzu wurden die Mittelwerte der begleitenden Fragen
zum Aufgabenempfinden mit ihrer vierstufigen Skala von 0 (Ich fand die Auf-
gabe schwer) bis 3 (Ich fand die Aufgabe leicht) der beiden Denkstile berech-
net und miteinander verglichen.

Es zeigt sich, dass die formal-analytischen Aufgaben von Schiilern des analy-
tischen Denkstils als leichter empfunden werden. Insbesondere bei der Auf-
gabe zum Fillen der Regentonne lasst sich ein deutlicher Unterschied fest-
stellen, bei dem die Schiler mit visuellem Denkstil dazu tendieren, dass die
Aufgaben als eher schwer empfunden werden (Mittelwert 0,78), wahrend
analytisch denkende Schiiler diese als eher leicht einstufen (Mittelwert 1,52).
Aber auch die librigen Aufgaben zeigen eine mittlere Differenz von 0,49 zu-
gunsten der Analytiker.
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Dagegen ist auffallig, dass alle visuell-bildlich ausgerichteten Aufgaben eben-
falls von den Schilern mit analytischem Denkstil als leichter empfunden
werden, wenn auch nicht so deutlich wie es bei formal-analytisch ausgerich-
teten Aufgaben der Fall ist. Das heit, dass entgegen der Annahme, dass
Schiler Aufgaben als tendenziell leichter einstufen, die eine Bearbeitung
entsprechend ihrer bevorzugten Art des Denkens erfordern, dies in dieser
Erhebung nicht bestéatigt werden konnte.

Der anschliefende zweiseitige Hypothesentest hat dabei signifikante Ergeb-
nisse fir die meisten formalen Aufgaben ergeben, hierunter die Regentonne-
Aufgabe (p = 0,003), die Taschengeld-Aufgabe (p = 0,013), die Aufgabe zu
den Méndchen des Hippokrates (p = 0,018) und das Seil um den Aquator
(p = 0,035). Dariiber hinaus hat sich gezeigt, dass die Irrtumswahrschein-
lichkeit bei der visuell-bildlich ausgerichteten Aufgabe Silverstone
(p = 0,024) unterhalb des kritischen Wertes von p = 0,05 liegt. Somit kann
der tendenzielle Unterschied zwischen dem Aufgabenempfinden von visuel-
lem und analytischem Denkstil auch fur die Grundgesamtheit angenommen
werden kann.

Die lberwiegend visuell-bildlich ausgerichteten Aufgaben zeigen hingegen
mit Werten von p = 0,370 bis p = 0,824 keine signifikanten Ergebnisse
(siehe Anhang A-4.1., S. A-13f).

Ein deutlich anderes Bild zeigt sich bei der separaten Gegeniiberstellung der
Mittelwerte der Gymnasiasten. Die Entscheidung diese gesondert zu be-
trachten, begriindet sich in den unterschiedlichen Anforderungen der jewei-
ligen Schulform und der damit einhergehenden Selektion nach Leistungen
vor dem Eintritt in die weiterfiihrende Schule.
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Leistung besteht, ebenso mdglich, dass Schiler mit visuellem Denkstil erfolg-
reicher in visuell-bildlich ausgerichteten Aufgaben sind als in formal-
analytischen.

Auf Basis der Mittelwerte von Analytikern und visuellen Denkern fiir die ein-
zelnen Aufgaben zeigt sich, dass auf der dreistufigen Skala von 0 (falsch ge-
|6st) Gber 1 (richtiger Ansatz zur Losung) bis 2 (richtige Losung) der Mittel-
wertvergleich belegt, dass denkstilkonforme Aufgaben geringfligig besser ge-
|6st werden. Lediglich zwei der visuell-bildlichen Aufgaben, die zum Sparline-
al (3GMv) und Silverstone (9DZv), folgen dieser Tendenz nicht (siehe graue
Markierungen in Tab. 6.6.), sondern werden von Analytikern erfolgreicher
bearbeitet als von visuellen Denkern.

Auffallig ist darlber hinaus, dass es sich bei den beiden Aufgaben, deren
mittlere Differenz am groéften ist, um solche handelt, die eine formal-
analytische Bearbeitung erfordern. So zeigt sich in der Fakultaten-Aufgabe
eine mittlere Differenz von 0,36 und in der Aufgabe zum Seil um den Aqua-
tor von sogar 0,41.
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(p = 0,22) und zur Innenwinkelsumme (p = 0,75) deutlich, dass eine verall-
gemeinerbare Aussage zu einem Zusammenhang hier nicht gemacht werden
kann.

Um zu prifen, ob diese nicht verallgemeinerbaren Ergebnisse auf die Stich-
probe zurlickzufiihren sind oder ob dies mit den differenzierten Leistungsan-
forderungen der unterschiedlichen Schulformen zusammenhangt, wurden
der Mittelwertvergleich separat fiir die Gymnasiasten wiederholt.

Hierbei zeigen Schiler des Gymnasiums im Vergleich zur Gesamtstichprobe
jedoch nur sehr geringfiigig bessere Leistungen. Bemerkenswert scheint al-
lerdings die Tatsache, dass die gymnasialen Analytiker (ber alle Aufgaben
hinweg sogar etwas schlechter abschneiden (mit einer mittleren Differenz
von —0,014), wahrend die Schiler mit visuellem Denkstil bessere Leistungen
zeigen (die mittlere Differenz betragt hier 0,06). Hierbei zeigen die gymna-
sialen Analytiker sowohl bei mismatch-Aufgaben als auch bei match-
Aufgaben im Mittel ein leicht schlechteres Ergebnis (mittlere Unterschiede
von —0,016 und —0,012), wahrend visuelle Denker zumindest in den match-
Aufgaben besser abschneiden als die Schiller beider Schulformen gemeinsam
(die mittlere Differenz liegt hier bei 0,122).
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Dabei handelt es sich bei den graugefarbten Codegruppen um jene Aufga-
ben, die unabhingig vom match oder mismatch der Aufgaben auf Schwierig-
keiten beim Bearbeiten der Aufgabe hinweisen. Die grau schraffierten Code-
gruppen kategorisieren eine aufgabenaddquate Bearbeitung entsprechend
ihrer Verortung entlang der Achsen. Dementsprechend zeigen die Codes 20
bis 27 und 28 in match-Aufgaben zwar durchaus ein angemessenes Losever-
halten, jedoch deuten sie in mismatch-Aufgaben auf Schwierigkeiten beim
Bearbeiten hin. Abschliefend werden die entsprechenden Subkategorien
nach den in den Aufgabengruppen mehrheitlich vorliegenden Bearbeitungen
mit schlingernde oder aufgabenaddquate Vorgehensweise betitelt.

Die dargestellte Fallauswahl der bevorzugt analytisch denkenden Schiiler
zeigt auf, dass die Schiler innerhalb der match- und mismatch-Aufgaben
ganz unterschiedlich versuchen zu Lésungen zu kommen. Der dabei hervor-
gehobene Unterschied zwischen einer aufgabenadaquaten Bearbeitung (in
der Tabelle hellgrau schraffiert), also einer Vorgehensweise, die die entspre-
chende Aufgabe nahelegt, und einer irgendwie andersgearteten Bearbeitung
(in der Tabelle grau geflllt), zeigen die Schwierigkeiten, die einige Schiler
hatten, die Aufgaben wie vorgesehen zu |6sen. Daran angekniipft wurden die
jeweiligen Aufgabenbldcke (match und mismatch) daraufhin analysiert, wel-
ches Label anhand der mehrheitlichen Vergabe der Codegruppen zu verge-
ben ist.

Auf diese Weise ergeben sich fir jeweils ein Label fiir match-Aufgaben und
eines fur mismatch-Aufgaben, die in ihrer Kombination den jeweiligen Typ
ausmachen (letzte Spalte der Tab. 6.10.).
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In Aufgabe 9DZv (Silverstone) wurde mit der Zeichnung eines Koordinaten-
systems begonnen, die Bearbeitung jedoch abgebrochen bevor die der Ge-
schwindigkeit Gbertragen wurde. Interessant bei dieser Aufgabe ist jedoch,
dass Anastasia Fondant Schwierigkeiten bei der Anfertigung der Zeichnung
einrdumt. Dies kann jedoch damit zusammenhangen, dass solche Aufgaben
im Unterricht bisher nicht gelést wurden, wie sie selbst angibt.

match-Aufgaben Bearbeitungszusammenfassung

Sparlineal uneindeutiges Vorgehen mit Hinweisen auf visu-
elle interne Reprasentation

House of Dots visuell-bildliche Beschreibung anhand der eigenen
Zeichnung

Streichhdélzchen visuell-bildliche Bearbeitung der Aufgabe

Innenwinkelsumme visuelle Argumentation losgeldst vom visuellen
Ansatz

Silverstone visueller Ansatz

Tab. 6.14.: Zusammenfassende Ubersicht von Anastasia Fondants Bearbei-
tungen der match-Aufgaben

Es bestatigt sich folglich die eingangs genannte Behauptung, dass Anastasia
Fondant als charakteristische visuelle Vertreterin des Typ | in match-
Aufgaben eine mehrheitlich aufgabenadaquate Vorgehensweise offenbart.
Ebenso verhélt es sich in den mismatch-Aufgaben, wie folgend aufgezeigt
wird.

Anastasia Fondants Bearbeitung der Taschengeld-Aufgabe zeigt ein formal-
analytisches Vorgehen, das sich in der Rechnung der Schiilerzahl sowie in der
Bestimmung des prozentualen Anteils manifestiert. Und auch, wenn A-
nastasia Fondant auf diese Wiese den bewusst irrefiihrenden Aspekt der
Formulierung prift und somit die eigentliche Frage nicht beantwortet, ist ih-
re Bearbeitung als aufgabenadédquat anzusehen.
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mismatch-Aufgaben Bearbeitungszusammenfassung
Taschengeld formal-analytisches Argumentieren

Moéndchen des Hippokra- | Ansatze eines visuell-bildlichen Vorgehens
tes

Fillen der Regentonne formale Bearbeitung mit Nutzung der angegebe-

nen Formel

Seil um den Aquator formal-analytischer Ansatz, dem plétzlich eine
Losung folgt

Fakultaten formal-analytisches Vorgehen

Tab. 6.15.: Kurzbeschreibung von Anastasio Fondants Bearbeitungen der
mismatch-Aufgaben

Das bestatigt, dass Anastasia Fondant auch in den mismatch-Aufgaben so
arbeitet, wie die Aufgaben es nahelegen, weshalb (ber den Aufgabentyp
hinweg von einer aufgabenadaquaten Bearbeitung gesprochen werden kann.
Daruber hinaus zeigen ihre Mittelwertvergleiche, dass sie Aufgaben, die ih-
rem eigenen Denken entsprechen, auch als leichter empfindet, wenn auch
nur geringfugig (Mittelwerte von 1,6 zu 1,4 bei einer Skalierung von 0 bis 3).
Zudem werden match-Aufgaben von ihr deutlich richtiger geldst als Aufga-
ben, die nicht ihrem Denken entsprechen. Entsprechend steht der Mittel-
wert 1,0 (richtige Idee) bei match-Aufgaben einem Mittelwert von 0,25 bei
mismatch-Aufgaben auf einer dreistufigen Skala (0 bis 2) gegenlber.

Typ | konnte dariiber hinaus ebenfalls bei den Analytikern rekonstruiert wer-
den, was an der folgenden Analyse des Schiilers, der sich Fliegerkénig ge-
nannt hat, verdeutlicht wird.

Fliegerkdnig besucht die gleiche Klasse wie Anastasia Fondant und ist eben-
falls 14 Jahre zum Zeitpunkt der Erhebung. Jedoch zeigt seine Selbstauskunft,
dass er Mathematik ohne Einschriankungen mag und auch, dass er gut in
dem Fach ist.

Insbesondere in Aussagen, die den analytischen Denkstil betreffen, macht er
deutlich, dass er Mathematik vor allem durch Variablen und Formeln ver-
steht und er auch in seinem Loésungsverhalten bevorzugt auf Formeln zu-
rickgreift. Dennoch sieht er Mathematik nicht als das Behalten und Anwen-
den von Definitionen und Formeln an, sondern erkennt ihre Bedeutung fir
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Unterricht bisher nicht bekannt waren. Dennoch |6st er die Aufgabe wie vor-
gesehen und weitestgehend richtig.

Bei der Gegenlberstellung sowohl der match- als auch der mismatch-
Bearbeitungen vom Fliegerkénig ergeben sich folgende Ubersichten:

match-Aufgaben Bearbeitungszusammenfassung

Taschengeld formal-analytische Bearbeitung, gefolgt von einer
Neuinterpretation der Frage

Méndchen des Hippokra- | visuelle Argumentation

tes

Fillen der Regentonne beginnt formal-analytisch, bricht dann jedoch ab
Seil um den Aquator formal-analytische Idee, dann intuitive Losung
Fakultaten formal-analytisches Argumentieren

Tab. 6.16.: Ubersicht der Bearbeitungen von Fliegerkdnig in match-Aufgaben

mismatch-Aufgaben Bearbeitungszusammenfassung

Sparlineal visuell-bildliche Lésung

House of Dots ausfihrliche visuell-bildliche Bearbeitung

Streichhdélzchen zeichnerische Darstellung der Figuren

Innenwinkelsumme ausreichende Erklarung anhand der Abbildung

Silverstone Darstellung in einem korrekten Koordinatensys-
tem

Tab. 6.17.: Kurzdarstellung von Fliegerkdnigs Bearbeitungen in mismatch-
Aufgaben

Der direkte Vergleich beider Ubersichten lasst darauf schlieRen, dass Flieger-
kbnig unabhangig von dem der Aufgabe inharenten Denkstil zur Losung
kommt, indem er keine Probleme zeigt, die auf seinen Denkstil zurlickzufiih-
ren sind. Trotzdem zeigt ein Vergleich der Korrektheit sowie des Aufgaben-
empfindens, dass Fliegerkénig in mismatch-Aufgaben sowohl erfolgreicher
ist, als auch, dass er diese als leichter empfindet.

Beziglich der Korrektheit seiner Losungen ergibt sich in match-Aufgaben ein
Mittelwert von 0,4 auf der dreistufigen Skala, womit er noch unter einer
richtigen ldee zur Lésung steht, wahrend er in mismatch-Aufgaben mit ei-
nem Mittelwert von 0,8 haufig zumindest einen korrekten Ansatz zeigt.
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Entsprechend dieses Typs zeigen sich in Louisas Bearbeitungen der match-
Aufgaben Uberwiegend auch visuell-bildliches Lésungswege. So enthalt die
Aufgabe 3GMv eine Abbildung ihres Sparlineals mit gesetzten Markierungen,
fiir das House of Dots wurde zunachst die Veranderungen beschrieben und
anschliefend eine Zeichnung des vierten Hauses angefertigt und auch das
Koordinatensystem fir Silverstone wurde skizziert. Und obwohl die Aufga-
ben mehrheitlich nicht richtig geldst wurden, zeigen die begleitenden Fragen
auf, dass Louisa die match-Aufgaben eher als leicht eingestuft hat. Dies deckt
sich mit ihren Angaben in den Aussagen, die den Denkstil betreffen, in denen
sie haufig angibt, dass sie keine Probleme mit visuellen Elementen der Auf-
gabe hat.

Zur Verdeutlichung sei hier auf Abb. 6.11. hingewiesen, in der das einzige
Mal in den match-Aufgaben nicht visuell-bildlich gearbeitet wurde, sondern
Hlediglich” visuell-bildlich argumentiert. Trotzdem ist auch in dieser Bearbei-
tung in den begleitenden Fragen zu erkennen, dass sie es eher leicht findet,
eine visuell-bildliche Begriindung zu finden.

match-Aufgaben Bearbeitungszusammenfassung
Sparlineal visuell-bildliche Lésung

House of Dots visuell-bildliche Bearbeitung
Streichhdélzchen zeichnerische Darstellung der Figuren
Innenwinkelsumme visuell-bildliche Argumentation
Silverstone visuell-bildliche Lésung

Tab. 6.18.: Ubersicht von Louisas Vorgehensweise in match-Aufgaben

Entsprechend der Ubersicht von Louisas Vorgehensweisen in match-
Aufgaben zeigt sich eine grundsatzlich aufgabenadaquate Bearbeitung, an-
ders als bei den mismatch-Aufgaben. Hier zeigt Louisa mehr Unsicherheit bei
ihren Bearbeitungen, die sich haufiger auf oberflachliche Argumentationen
stlitzen oder aber auf Elemente aus beiden Denkstilen zuriickgreifen, wie die
folgenden Beispiele demonstrieren.
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match-Aufgaben Bearbeitungszusammenfassung
Taschengeld formal-analytische Bearbeitung
Moéndchen des Hippokra- | keine Bearbeitung mit Verweis auf visuell-
tes bildliche Elemente

Fillen der Regentonne keine Bearbeitung mit Verweis auf visuell-
bildliche Elemente

Seil um den Aquator formal-analytische Bearbeitung

Fakultaten formal-analytische Bearbeitung

Tab. 6.20.: Ubersicht der Bearbeitungen von Megan Fox in match-Aufgaben

Anders verhalt es sich mit den Bearbeitungen von mismatch-Aufgaben. Hier
zeigt Megan Fox haufiger, dass er Schwierigkeiten bei der Bearbeitung hat,
weshalb er die Aufgabe gar nicht 16st oder zwar visuell-bildlich beginnt, je-
doch bewusst abbricht und in den Begleitenden Fragen die Schwierigkeiten
explizit auf ebenjene Elemente zuriickfihrt.

mismatch-Aufgaben Bearbeitungszusammenfassung

Sparlineal keine Bearbeitung

House of Dots keine Bearbeitung

Streichhdélzchen zeichnerische Elemente, Schwierigkeiten beim
Vorstellen

Innenwinkelsumme zeichnerische Elemente, Schwierigkeiten mit vi-
suell-bildlichem Vorgehen

Silverstone Ansatz eines Koordinatensystems

Tab. 6.21.: Kurzdarstellung von Megan Fox’ Bearbeitungen in mismatch-
Aufgaben

Zwar bestatigt sich im Vergleich der Mittelwerte des Aufgabenempfindens,
dass Megan Fox mehr Probleme mit den Aufgaben des anderen Denkstils
hatte (Mittelwert 0,13 gegentber 0,7), jedoch zeigt sich diese Tendenz nicht
genauso in der Korrektheit seiner Losungen. Hier steht ein Mittelwert von
0,33 bei match-Aufgaben einem Wert von 0,5 in mismatch-Aufgaben gegen-
Uber.
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6.2.1.3. Typ lll: A5-GS21-W11D

In der hier durchgefiihrten Erhebung konnte kein visueller Denker Typ Il zu-
geordnet werden, zu priifen bleibt deshalb, inwieweit dies mit der Stichpro-
bengréRe und ihrer Zusammensetzung zusammenhangt. Jedoch konnte die-
ser Typ innerhalb des analytischen Denkstils rekonstruiert werden, der hier
durch die vierzehnjahrige Nele reprasentiert wird.

Nele besucht die neunte Klasse einer Gesamtschule in Niedersachsen und
sagt von sich selbst, dass sie gut in Mathe sei, das Fach aber nur okay findet,
dennoch gibt sie an, dass Mathematik fiir sie persénlich zu den wichtigeren
Dingen gehort.

In der Verteilung ihrer Aussagen den Denkstil betreffend zeichnet sich eine
Abneigung gegen ein bildliches Vorgehen an, wohingegen sie nicht ebenso
deutlich aufzeigt, dass sie Variablen und Formeln fiir ihr Verstandnis von Ma-
thematik benétigt. Trotzdem ergibt Neles Denkstilerhebung einen ausge-
pragten analytischen Denkstil.

Neles Bearbeitungen der match-Aufgaben, in ihrem Fall also der formal-
analytischen Aufgaben, offenbaren ihre Unsicherheiten beim Lésen, die hau-
figer zu Problemen bei der Bewiltigung dieser Aufgaben fuhren. Zur Ver-
deutlichung werden zunachst ihre Losungen eingehender analysiert und an-
schlieend mit den vorgestellten mismatch-Aufgaben kontrastiert.

Wie bereits in Kapitel 5.4.2. dargestellt, handelt es sich bei der Taschengeld-
Aufgabe um eine formal-analytisch ausgerichtete Aufgabe, was sie fiir Nele
zu einer match-Aufgabe macht. Tatsachlich zeigt sie in dieser Aufgabe eine
entsprechend ausgerichtete Bearbeitung, indem sie zunéachst ihr Vorgehen,
anhand der formalen Berechnung des Durchschnitts erlautert, wie die Auf-
gabe zu l8sen sei und dies auch konkret ausfiihrt.

Zwar ist ihre Aussage, alles zu addieren und dann durch 6 zu teilen, recht un-
genau und fuhrt in ihrer Anwendung nicht zur korrekten Bestimmung des
Durchschnitts, dennoch ist Nele sich sehr wohl bewusst, dass es hier um die
Errechnung einer Losung geht, um die Aussage des Direktors zu verifizieren.
Es kann also in diesem Zusammenhang festgestellt werden, dass Nele dem
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rekt* ist, gibt sie an, dass ihr die Aufgabe leicht fiel und sie dariber hinaus

auch gleich wusste, wie sie die Zeichnung machen musste.

Zusammenfassend lasst sich feststellen, dass Nele mehrheitlich (drei von

funf) Schwierigkeiten in den match-Aufgaben hatte, weshalb sie sich auf L6-

sungsversuche verlegt hat, die nicht dem von der Aufgabe nahegelegten

Vorgehen entsprechen und somit ebenfalls ihrem bevorzugten Denken wi-

dersprechen.

match-Aufgaben

Bearbeitungszusammenfassung

Taschengeld

formal-analytisches Vorgehen

Méndchen des Hippokra-
tes

visuell-bildlicher Argumentationsansatz

Fillen der Regentonne

keine Bearbeitung

Seil um den Aquator

formal-analytisches Vorgehen auf Basis falscher
Erinnerung

Fakultaten

keine Bearbeitung, weil ihr eine rechnerische Be-
grindung schwerfallt

Tab. 6.22.: Ubersicht von Neles Bearbeitungen der match-Aufgaben

Demgegeniiber zeigt sie ein regelgeleitetes Vorgehen bei mismatch-

Aufgaben sowie ein Empfinden der Aufgaben als leicht, was ein Indikator da-

flir darstellt, dass sie ihre Losungen als korrekt einschatzt.

mismatch-Aufgaben

Bearbeitungszusammenfassung

Sparlineal

visuell-bildliche Vorstellung und Bearbeitung

House of Dots

visuell-bildliche Bearbeitung anhand der Zeich-
nung

Streichhdlzchen

visuell-bildliches Vorgehen mit

Innenwinkelsumme

visuell-bildlicher Ansatz

Silverstone

zeichnerische Bearbeitung

Tab. 6.23.: Kurzdarstellung von Neles Bearbeitungen in mismatch-Aufgaben

2 sie sortiert die Messpunkte auf der Abszisse so, dass ihr Graph eine lineare Funktion be-

schreibt.
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Insgesamt lasst sich feststellen, dass Nele als reprasentatives Beispiel fir Typ
Il angesehen werden kann, der sich dadurch auszeichnet, dass entgegen der
intuitiven Annahme, dass match-Aufgaben bevorzugt auch eine match-
Bearbeitung erfahren, match-Aufgaben mehrheitlich anders bearbeitet wer-
den als es die Aufgabe nahelegt. Dies duBert sich wie bei Nele teilweise in
Argumentationsversuchen (sowohl visuell, wie analytisch oder beides) als
abgebrochene Bearbeitungen, die auf Schwierigkeiten mit dem Denkstil hin-
weisen oder auch als Bearbeitung, die beide Denkstile aufweisen. Deshalb
verwundert es auch nicht, dass Nele in match-Aufgaben im Mittel schlechter
abschneidet als in Aufgaben des anderen Denkstils, was charakteristisch fir
diesen Typ ist (Mittelwert 0,0 in match-Aufgaben und 0,25 in mismatch-
Aufgaben).

Daruber hinaus zeigt sich bei Nele auch, dass ihr Aufgaben, die ihrem Denk-
stil entsprechen im Mittel schwerer fallen als mismatch-Aufgaben (Mittel-
wert von 1,4 gegen 2,2).

6.2.1.4. TypIV:V10-GS21-M11D und A17-Gy31-W11D

Der flinfzehnjahrige Simon ist Schiler einer niedersachsischen Gesamtschu-
le, der laut Selbstauskunft gut in Mathematik ist. Dariber hinaus findet er
Mathematik eher gut und sieht die Bedeutung vor allem im technischen Be-
reich, er erkennt jedoch weniger den Alltagsbezug.

Insbesondere die Unterstitzung von Zeichnungen bei der Erklarung von
Formeln ist flir Simons Verstehensprozess wichtig und auch beim Lésen von
Aufgaben greift er auf Visualisierungen zuriick.

Wahrend bei der Aufgabe um das Sparlineal keine Besonderheiten in seiner
Bearbeitung zu beobachten sind, zeigt sich bei Simons zunachst gewahltem
Losungsweg flir das House of Dots ein eher formal-analytisch ausgerichtetes
Vorgehen. Dies ist daran festzumachen, dass er zunidchst unabhangig von
Abbildungen rein formal die Differenz zwischen den Dots zweier benachbar-
ter Hauser berechnet und anhand seiner Ergebnisse eine Regel formuliert
(+6 am Ende zwischen den Zeilen, siehe Abb. 6.23.). Jedoch andert er
schlieBlich sein Vorgehen und zeichnet das entsprechende Haus, wobei er an
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mismatch-Aufgaben Bearbeitungszusammenfassung
Taschengeld formal-analytische Bearbeitung
Moéndchen des Hippokra- | formal-analytischer Ansatz unter Angabe der
tes Notwendigkeit der Abbildung

Fillen der Regentonne neben visuell-bildlichen Elementen, formal-
analytische Bearbeitung

Seil um den Aquator visuell-bildliche Idee

Fakultaten keine Bearbeitung mit Verweis auf Schwierigkei-
ten bei rechnerischen Begriindungen

Tab. 6.25.: Ubersicht der match-Aufgaben und Simon Bearbeitungen

Und obwohl Simon auch in match-Aufgaben in seiner Bearbeitungsweise
schlingert, ist er doch etwas erfolgreicher beim Ldsen ebenjener Aufgaben
(Mittelwert von 1,0 gegeniber 0,25), wahrend sich sein Aufgabenempfinden
deutlich positiver gegenliber match-Aufgaben darstellt. Hier steht ein Mit-
telwert von 0,6 in mismatch-Aufgaben einem von 2,17 gegeniiber.

Als analytische Vertreterin des Typ IV sei hier die Schiilerin Minna vorge-
stellt. Minna war zum Zeitpunkt der Erhebung, kurz vor den Weihnachtsferi-
en, 14 Jahre alt und besuchte ein Hamburger Gymnasium. Beziiglich der Ma-
thematik gibt sie an, dass sie das Fach mag und kann.

Obwohl ihre Stellung zu den Aussagen in der Denkstilerhebung haufig einge-
schrankt sind, zeigt sie jedoch ganz klar, dass sie in ihrem Losungsprozess
meistens keine Zeichnungen bendtigt und haufig auf bekannte Formeln zu-
rickgreift.

Schwierigkeiten mit Aufgaben, die ihrem Denkstil entsprechen zeigen sich
bei Minna nicht primar in den Bearbeitungen selbst, in denen sie ein iberaus
formal-analytisches Vorgehen zeigt, sondern darin, dass sie die Mehrzahl der
Aufgaben nicht bearbeitet.

Davon ausgehend, dass Minna mit angemessener Motivation an der Studie
teilgenommen hat, zeichnet sich daher ab, dass sie die Aufgaben nicht |6sen
konnte, wobei ihr Test keine Hinweise darauf enthélt, weshalb sie sie nicht
gelést hat. Dementsprechend zeigen die match-Aufgaben Taschengeld,
Mondchen des Hippokrates und die Fakultdten-Aufgabe keine Bearbeitung
und auch die begleitenden Fragen wurden nicht beantwortet.
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mismatch-Aufgaben

Bearbeitungszusammenfassung

Sparlineal

keine Bearbeitung

House of Dots

Bearbeitung mit Elementen beider Denkstile

Streichhdlzchen

keine Bearbeitung

Innenwinkelsumme

keine Bearbeitung

Silverstone

keine Bearbeitung

Tab. 6.27.: Ubersicht von Minnas Bearbeitungen in mismatch-Aufgaben

Und obwohl Minna nur wenige Bearbeitungen in dem Test geschafft hat,

zeigt sich, aufgrund der Mittelwertvergleiche, dass sie in match-Aufgaben
ebenso gut ist wie in mismatch-Aufgaben (Mittelwerte von 1,0), jedoch die

visuellen Aufgaben als geringfigig leichter empfindet (Mittelwert von 1,5 zu

2,0).
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7. Schlussfolgerung und Ausblick

,Students need to learn [...] that the world does not
always provide us with a perfect match to our prefer-
red ways of doing things. [...] But if we want students
to show what they truly can do, match of instruction
and assessment to styles is essential.”

(Sternberg 1997, S.115)

Das vorangestellte Zitat von Sternberg driickt die Erwartung aus, dass Schiiler
match-Aufgaben erfolgreicher |6sen als mismatch-Aufgaben, wobei sich seine
Uberlegungen nicht auf die mathematischen Denkstile beziehen. An die ent-
sprechende Grundannahme, dass es Aufgaben mit inhdrentem Denkstil gibt,
schlieRen sich Fragen an, die die Bewaltigung der entsprechenden Aufgaben
von Schiilern mit unterschiedlichem Denkstil betreffen, sodass nach Gegen-
Uberstellung des analytischen Denkstils und visuellen Denkstils von Borromeo
Ferri, entsprechende Aufgaben konzipiert wurden. Die Aufgaben sind dabei so
ausgewahlt und modifiziert, dass sie lediglich mithilfe eines visuell-bildlichen
oder formal-analytischen Vorgehens bzw. nur mit erheblichem Mehraufwand
mithilfe der entgegen gerichteten Bearbeitungsweise |6sbar sind.

Ziel dieser Studie war es, zu prifen, inwieweit Schiiler des analytischen oder
des visuellen Denkstils Schwierigkeiten bei der Bearbeitung von Aufgaben, die
den entsprechend anderen Denkstil nahelegen, haben (Hypothese 2; vgl. Kapi-
tel 5.1.). Hierzu wurde die Unterscheidung zwischen match- und mismatch-
Aufgaben getroffen, die beschreibt, ob eine Passung zwischen dem Denkstil des
Schilers und der konkret vorliegenden denkstilnahen Aufgabe vorliegt. Dane-
ben ist zwischen match- und einer mismatch-Bearbeitungen zu unterscheiden,
die den Denkstil in Beziehung zu der jeweils gezeigten Bearbeitungsweise set-
zen.

Die vorliegende Studie ergab jedoch, dass ein Zusammenhang, wie ihn Hypo-
these 2 annimmt, nicht uneingeschrankt nachgewiesen werden konnte. Das
heillt, anhand der vorliegenden Ergebnisse konnte nicht bestatigt werden, dass
Schiller mit analytischem oder visuellem Denkstil die jeweiligen match-
Aufgaben grundsatzlich als leichter empfanden als ihre mismatch-Aufgaben.
Zwar konnte gezeigt werden, dass Schiiler mit visuellem Denkstil match-

Aufgabe gegeniber analytisch ausgerichtete Aufgaben als deutlich leichter
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Allerdings zeigt sich auch, dass fiir die Mehrheit der Schiler der Zugang zu
match-Aufgaben leichter fallt als bei mismatch-Aufgaben, was die zweite Hypo-
these, nach der es schwer fillt, entgegen des eigenen Denkstils zu arbeiten,
zumindest in Teilen bestatigt.

Aber auch die Verteilung Gber die beiden Denkstile analytisch und visuell hin-
weg ist insofern bemerkenswert, als dass etwa zwei Drittel der Analytiker die
formal-analytischen Aufgaben ohne gezeigte Unsicherheiten bearbeitet haben,
wahrend knapp drei Viertel der visuellen Denker Schwierigkeiten in eben jenen
Aufgaben hatten. Umgekehrt zeigt sich, dass Gber 90% der Schiler mit visuel-
lem Denkstil keine Probleme mit der Bearbeitung von visuell-bildlichen Aufga-
ben hatten, wahrend etwa 40% der Analytiker Unsicherheiten bei der Wabhl ih-
rer Vorgehensweise zeigten.

Fir die weitere Forschung ergeben sich hieraus eine Reihe von neuen Fragen
bzw. Ankniipfungspunkte, die den folgenden beiden Bereichen zuzuordnen
sind:

- Ansatz fir vertiefende Studien
- Konsequenzen fir die Schule

Zunachst soll hier auf einige der Fragen eingegangen werden, die sich aus den
bisherigen Ergebnissen fiir die weitere Forschung ergeben:

1. Inwieweit lassen sich die herausgearbeiteten Typen bei Schilern mit in-
tegriertem Denkstil ausmachen?

Die Ergebnisse der vorliegenden Studie basieren auf dem Vergleich zwi-
schen dem analytischen und dem visuellen Denkstil, da der integrierte
Denkstil keine klare Praferenz fir ein analytisches oder visuelles Vorge-
hen zeigt und somit die Unterscheidung zwischen match- und mismatch-
Aufgaben nicht vorgenommen werden kann.

Dennoch hilt die Autorin es durchaus fir moglich, dass sich bestimmte
Aufgabentypen identifizieren lassen, die von Schiilern mit integriertem
Denkstil aufgabenadéaquat bzw. schlingernd bearbeitet werden. Und ins-
besondere im Hinblick auf Ridings Auffassung des Denkstils als ein Konti-
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Allerdings raumt die Zusammensetzung der Analytiker, von denen 67,6 %
das Gymnasium besuchen und 82,4 % Mathematik mdgen auch die Mog-
lichkeit ein, dass die Ursache fiir ein derartiges Ergebnis woanders liegt.

3. Warum zeigt der Vergleich von Schiilern mit analytischem Denkstil ge-
geniber solchen des visuellen Denkstils, dass sie Aufgaben grundsatzlich
als leichter empfinden und warum sind sie erfolgreicher bei ihrer Bear-
beitung?

Zur Klarung der Frage bedarf es weiterer Untersuchungen, die die hier
hergestellte Verbindung daraufhin prift, ob die Ursache fiir den Erfolg
von Schiilern mit analytischem Denkstil tatsdchlich auf diesen zuriickzu-
fihren ist. Denn es ist ebenfalls moglich, wie bereits in Frage 2. ange-
sprochen, dass die Ursache fiir die dargelegten Ergebnisse auf die Zu-
sammensetzung der Stichprobe zuriickzufiihren ist.

Eine andere Erklarung wére jedoch auch die unterschiedliche mathema-
tische Sozialisation, die in Gymnasien eher ein analytisches Vorgehen fo-
kussiert, wahrend in der Gesamtschule die L6sung von Aufgaben mit un-
terschiedlichen Mitteln im Vordergrund steht.

4. Sind die hier entworfenen Typen ebenfalls bei Studierenden, Lehrperso-
nen und Mathematikern zu rekonstruieren? Oder welchen Einfluss hat
die Erfahrung im Mathematiktreiben auf die unterschiedlichen Typen?

Die forschungsmethodische Entscheidung fiir die Durchfiihrung an Schu-
len basiert auf der Annahme, dass Schiler die Ursache fiir ein evtl. Schei-
tern beim Ldsen von denkstilnahen Aufgaben vorrangig auf ihre Kompe-
tenzen, nicht aber auf ihren Denkstil, zurtckfiihren. Mit einer derartigen
Ursachenzuschreibung ist jedoch eine Reihe von Widerstanden ver-
kniipft, die den Schiilern den Zugang zur Mathematik erschweren kén-
nen und die es aufzubrechen gilt. Aus ebendieser Argumentation ist der
Fokus auf Schiiler gerichtet und scheint weiterhin von besonderer Be-
deutung.
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Jedoch schlief8t sich hier die Frage an, ob ein Zusammenhang zwischen
der Auspragung der Typen und der Erfahrung des Mathematiktreibenden
besteht. So scheint es méglich, dass erfahrende Mathematiker zu Exper-
ten in ihrem eigenen Denkstil geworden sind und deshalb haufiger auch
in mismatch-Aufgaben ihren eigenen Denkstil bevorzugen. Es scheint je-
doch genauso mdoglich zu sein, dass durch die vielseitige Beschaftigung in
der Mathematik die Flexibilitat erhéht wurde und der Mathematiktrei-
bende dementsprechend keine schlingernden Bearbeitungen zeigt.

Neben dem Ausblick auf weiterfiihrende Forschung steht vor allem jedoch eine
entsprechende Aufgabenanalyse als Konsequenzen fir die Schule und das Leh-
rerhandeln im Vordergrund. Dies begriindet sich in folgenden Zielsetzungen fir
den Mathematikunterricht:

Ein grundsatzliches Ziel des Mathematikunterrichts ist, dass Schiiler ,,in
der Bearbeitung von Fragen und Problemen mit mathematischen Mitteln
allgemeine Problemlosefahigkeit erwerben” (KMK 2003, S.6).

Die Kultusministerkonferenz formuliert bereits zu Beginn der Bildungs-
standards, dass ein Ziel des Mathematikunterrichts die allgemeine Prob-
lemldésekompetenz ist und expliziert dies in der allgemeinen mathemati-
schen Kompetenz Problemldsen als ,geeignete heuristische Hilfsmittel,
Strategien und Prinzipien [...] auswahlen und anwenden” (KMK 2003,
S.8). Das zeigt, dass eine grundsatzliche Forderung an Aufgaben im Ma-
thematikunterricht ist, dass die Schiler die Méglichkeit zur Flexibilitat im
Losen von Mathematikaufgaben haben. Doch auch, wenn eine derartige
Flexibilitat vor allem in solchen Aufgaben erreicht wird, die keine Bear-
beitungsweise vorgeben, sodass die Schiller ihre Vorgehensweise ohne
Einschrankungen selbst bestimmen, bleibt die Frage offen, inwieweit die-
se Flexibilitat genutzt wird.

Insbesondere in Bezug auf den Denkstil ist anzunehmen, dass Schiiler in
offengehaltenen Aufgaben vor allem jene Aufgabenbearbeitungen ver-
folgen, die ihrer Art des Denkens entspricht.

Es scheint folglich notwendig, Schilern durch entsprechende Aufgaben
auch in der Bearbeitungsweise zu unterrichten, die nicht ihrer bevorzug-
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ten Art zu denken entspricht. Verdeutlicht ist dies auch in dem Zitat von
Sternberg zu Beginn des Kapitels, in dem er die Begriindung von mis-
match-Aufgaben darin sieht, dass die Umwelt nicht immer Anforderun-
gen an uns stellt, die unsere bevorzugten Art des Handelns entspricht.
Weiter sieht er den Einsatz von match-Aufgaben jedoch darin, dass nur
auf diese Weise die Schiiler ihr tatsachliches Potenzial erkennen kénnen
(vgl. Sternberg 1997, 5.115).

Als weiterer Aspekt, in der die Bedeutung der Ergebnisse der vorliegenden Stu-
die deutlich wird, ist daneben die Differenzierung in Leistungssituationen zu
nennen:

Die Notwendigkeit der Analyse nach dem inhadrenten Denkstil der Aufgabe
wird in der Leistungsmessung in Form von Klassenarbeiten deutlich. Ohne
eine entsprechende Analyse, inwieweit die Aufgabe, die zur Leistungsmes-
sung verwandt werden soll, einen bestimmten Denkstil nahelegt, kann es zu
einer unbeabsichtigten Einseitigkeit kommen. Bezogen auf die hier ermittel-
te Verteilung der unterschiedlichen Typen fiihrt dies dazu, dass bei einer
Leistungsmessung mit vorrangig visuell-bildliche ausgerichteten Aufgaben
18,5 % der Schiler Schwierigkeiten bei der Bewaltigung der Aufgaben ha-
ben, wahrend bei einer formal-analytischen Ausrichtung 61,1 % der Schiiler
Schwierigkeiten mit entsprechenden Aufgaben zeigen.

Es schlieRt sich die Frage an, was bei einer Leistungsmessung getestet wer-
den soll, denn ohne eine vorangestellte Analyse der Denkstilinhdrenz von
Aufgaben wird neben dem Wissen und der Verstandnis der Inhalte auch ge-
priift, ob ein Schiler in der Lage ist, mismatch-Aufgaben zu bearbeiten.

Die hier angesprochenen Bereiche des Mathematikunterrichts zeigen auf, wel-
ches Potenzial in Mathematikaufgaben liegt, das bisher nicht in vollem Umfang
genutzt wird. Dariiber hinaus verdeutlichen die Ergebnisse dieser Studie jedoch
auch, welche Schwierigkeiten sich bei der Bearbeitung ebensolcher Aufgaben
bei Schilern einstellen. In ihrer Konsequenz fordert sie deshalb, die Sensibilitat
von Lehrkraften auf die Ausgestaltung von Aufgaben fiir den Mathematikunter-
richt zu lenken, um so Schiilern der hier identifizierten Typen insbesondere in
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Leistungssituationen zu ermdglichen, ihre tatsachliche Leistungsfahigkeit zu
zeigen.
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