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Das Unendliche hat wie keine andere Frage von jeher so tief das Gemüt der
Menschen bewegt; das Unendliche hat wie kaum eine andere Idee auf den

Verstand so anregend und fruchtbar gewirkt; das Unendliche ist aber auch wie
kein anderer Begriff so der Aufklärung bedürftig.

Hilbert (1926, S. 163, Herv. i. O.)

Für meinen Papa (†2020). Vielleicht sehen wir uns ja in der Unendlichkeit 
wieder. Knuddel, dein Juliki/Schnupu





Geleitwort

„Ich hab eben das Gefühl die
Geschichte wurde dafür
geschrieben dass man die Kinder
durcheinander bringt und zu
überlegen was ist richtig!“

Rosa, 3. Klasse

Dieses Zitat der Schülerin Rosa1 gibt aus der Perspektive der Lernenden einen ers-
ten Einblick in die explorative empirische Unterrichtsstudie von Julchen Brieger:
Die Schülerinnen und Schüler sollen sich intensiv mit der Gültigkeit von Aus-
sagen beschäftigen und das auf der Grundlage einer „Geschichte“, die zu diesem
Zwecke „geschrieben“ wurde. Die angesprochene Geschichte hat Julchen Brieger
in Anlehnung an den Zahlenteufel (Enzensberger & Berner, 2011) für ihre Studie
geschrieben: In einem fiktiven Streitgespräch zwischen Gottfried Wilhelm Leibniz
und Georg Cantor werden die Ideen der potentiellen und aktualen Unendlichkeit
dargelegt und die Kinder sind aufgefordert, sich in einem meta-mathematisch-
philosophischen Gespräch dazu zu positionieren. Rosa hat die didaktische Idee der
Unterrichtsstunde durchschaut und – wie man in der vorliegenden Arbeit nachlesen
kann – sich mit ihrer Gruppe auch darauf eingelassen.
Die Lernenden können so Mathematik als eine dynamische Wissenschaft kennen

lernen, in der es zum Streit kommen kann und konkrete Personen mit der Ent-
stehung und Entwicklung scheinbar unwiderruflicher Wahrheiten verknüpft sind.
Dieses dynamische Bild von Mathematik steht im Gegensatz zu der gängigen Sicht
auf Mathematik, die geprägt ist durch Eindeutigkeit und Kalkülhaftigkeit und so-
mit der Vorstellung einer fertigen, statischen Mathematik entspricht. Der Begriff
des Unendlichen ist dabei ein markantes Beispiel dafür, dass sich über Jahrhun-
derte immer wieder lebhafte Diskussionen in der Mathematik bzw. der Philosophie
entfachen – und kann auch als Beispiel für die (historische) Nähe der Mathematik
und Philosophie gesehen werden. Curricular ist das Thema Unendlichkeit jedoch
nicht explizit verankert und die mathematikdidaktische Forschung in Deutschland
– aber auch international – kann insbesondere für die in der Studie fokussierte
Altersgruppe als rudimentär bezeichnet werden. Mit der Unendlichkeit im Mathe-
matikunterricht der Grundschule bzw. zu Beginn der Gesamtschule greift Julchen
Brieger nicht nur ein Thema auf, das aufgrund der impliziten Durchdringung der
Schulmathematik curricular bedeutsam erscheint, sondern darüber hinaus auch
geeignet scheint, Interesse und Motivation an der Mathematik – als Schulfach und
als Wissenschaft – zu fördern.

1 Rosa hat als Schülerin (3./4. Jg) an der in dieser Schrift vorgestellten explorativen Studie
teilgenommen. Der Name entspricht der von Julchen Brieger gewählten Anonymisierung.
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Auch wenn philosophische Gespräche seit vielen Jahrzehnten in der mathematik-
didaktischen Diskussion durchaus für den Mathematikunterricht eingefordert wer-
den und auch einige Studien zur Umsetzung vorliegen, finden meta-mathematische
bzw. philosophische Gespräche im Unterrichtsalltag kaum statt noch in der mathe-
matikdidaktischen Diskussion eine nennenswerte Berücksichtigung. Somit widmet
sich Julchen Brieger mit ihrer explorativ ausgerichteten Arbeit einem innovativen
Gebiet und trägt einerseits mit dem von ihr entwickelten, kreativen Unterrichts-
material für die Unterrichtspraxis bei. Zugleich eröffnet die Arbeit andererseits
insbesondere durch die sehr gründliche Analyse der empirischen Daten neue Ein-
sichten in die Ermöglichung und auch die „Erschwerung“ intensiver und sinnstif-
tender Interaktionen.
Konkret liefert ihre Arbeit zunächst eine sehr fundierte Auseinandersetzung mit

dem Begriff des Unendlichen und eine gründliche Literaturrecherche über die Un-
endlichkeit im Mathematikunterricht sowie das Philosophieren (als Methode) im
Mathematikunterricht. Über die Analyse der empirischen Daten gewährt Julchen
Brieger neue Einblicke in die Möglichkeiten zur Emergenz interaktionaler Verdich-
tungen (Krummheuer & Brandt, 2001) und den Möglichkeitsraum von Argumen-
tationsprozessen in der Primarstufe bzw. zu Beginn der Sekundarstufe I: Die von
ihr rekonstruierten Argumentationsprozesse sowohl in den Peer-Gesprächen als
auch in den Pro-Contra-Debatten im Klassenplenum mit Lehrperson zeigen sehr
komplexe Strukturen auf, wie wohl von den meisten (Lehr-)Personen für diese
Altersstufe nicht erwartet werden. So kann die Arbeit zum Nachdenken anregen,
diesen Möglichkeitsraum komplexer Argumentationen lernförderlich auch in der
Primarstufe zu nutzen und den Schrecken vor zu schweren, komplexen Themen
nehmen. Julchen Brieger zeigt mit ihrer Arbeit eindrucksvoll auf, dass es gelingen
kann, komplexe Themen auch für diese Altersstufe aufzubrechen und zugänglich
zu machen und kann so hoffentlich zu weiteren Forschungsaktivitäten in diesem
Bereich motivieren.

Berlin, im August 2024 Birgit Brandt
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1. Einleitung

311 Nadja Diese Welt (spinnt) mit mir.
312 Kilian «Nadja adressierend> Trotzdem passt das dann nicht, (weil es sind)

unendlich. >
313 Berat Ich versteh überhaupt gar nichts.
314 Nadja «Kilian adressierend> Kilian du denkst zu sehr an die Realität. Denk

mal an die un- @Unrealität@.
315 Berat Zukunft.
316 Nadja (.) J:a an die Zukunft.

Die obigen Auszüge stammen aus einer Gruppenarbeit der Kinder Nadja, Berat,
Nadine und Kilian, welche im Rahmen der in dieser Dissertation vorgestellten
explorativen Erhebung aufgezeichnet wurde.2 Die Kinder tauschen ihre Positionen,
ob es einen Beutel geben kann, der alle Zahlen beinhaltet, untereinander aus. In
diesem recht amüsanten Ausschnitt zeigen sich viele Themen, die bei den Kindern
bei einer Beschäftigung mit Unendlichkeit auftreten.
Denk mal an die Unrealität: Zum einen muss für eine Beschäftigung mit Un-

endlichkeit ein Anspruch an die Mathematik, die Realität vollständig modellieren
zu können, aufgegeben werden.
Trotzdem passt das dann nicht, weil es sind unendlich: Weiterhin ist

eine Vorstellung der so genannten aktualen Unendlichkeit für die Kinder schwer
in ihre naiven Vorstellungen des Konzepts Unendlichkeit einzubringen.
Diese Welt spinnt mit mir: Viele Themen rund um Unendlichkeit brechen,

wenn das Thema explizit adressiert wird, solche naiven Vorstellungen auf.
Ja, an die Zukunft: Unendlichkeit im kosmologischen Kontext ist eine Mög-

lichkeit für die Kinder, die Modellierung der Realität und ihre Vorstellungen von
Unendlichkeit zu vereinen. Dabei spielen die Unendlichkeit von Zeit und Raum
eine besondere Rolle.

Nach diesem kurzen Einblick in das Datenmaterial der Arbeit soll im Folgen-
den die Motivation zur Beschäftigung mit dem Thema entfaltet werden. Unend-
lichkeit wird bislang nicht explizit im deutschen Mathematikunterricht behandelt
(Schimmöller, 2011), aber oft implizit in den curricular vorgeschriebenen Inhalten
aufgegriffen (Dötschel, 2011). Beispielsweise begegnen Kinder in der Grundschule
bereits in der ersten Klasse mit der Einführung der natürlichen Zahlen dem Prin-
zip, dass die Menge der natürlichen Zahlen unendlich groß ist (Hefendehl-Hebeker,

2 In Kapitel 6.1 kann die Rekonstruktion dieser Gruppenarbeit nachvollzogen werden. Die Namen
der Kinder (sowie später auch der Lehrpersonen) sind Pseudonyme.
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2019). Circa 80% der Grundschüler*innen kennen den Begriff Unendlichkeit bereits
und circa 60% von ihnen verbinden ihn auch mit einem mathematischen Kontext
(Wörner, 2013). Weiterhin kommen die Kinder auch nach der Grundschule über
Themen wie unendliche Dezimalzahlen (periodisch und nichtperiodisch), Geraden
in der Geometrie, Monotonieverhalten sowie Definitionsbereich von Funktionen
und natürlich der Analysis in der Sekundarstufe II (Grenzwerte, Differentialquo-
tient) in Kontakt mit implizit enthaltener Unendlichkeit. An den weiterführenden
Schulen und auch in der universitären Lehre treten dann, insbesondere in Hinblick
auf die Analysis der Sekundarstufe II, gewisse Verständnisprobleme bei den Schü-
ler*innen auf. So werden zum Beispiel Limes und Schranken verwechselt (Davis
& Vinner, 1986; Tall & Vinner, 1981), Inkommensurabilität wird nicht adäquat
verstanden (Bauer et al., 2005), der Grenzwertbegriff bleibt eher informell (Wil-
liams, 1991) und die Vorstellung von aktualer Unendlichkeit wird nicht akzeptiert
(Mamolo & Zazkis, 2008). Diese Probleme greift Dötschel (2011) auf und passt das
Stufenmodell des Begriffsverständnisses nach Vollrath (1984) auf den Begriff der
Unendlichkeit an, um eine „Grundlage für eine nachhaltige Vermittlung des Be-
griffs in der Schule“(Dötschel, 2011, S. 4) schaffen zu können. Ihre Arbeiten werden
nicht weiter fortgeführt. Somit ist der Forschungsstand zu einer expliziten Adres-
sierung von Unendlichkeit im Mathematikunterricht im deutschsprachigen Raum
weiterhin auf wenige Artikel (Dötschel, 2011; Schimmöller, 2011; Wörner, 2013)
einzuschränken. Im internationalen Raum scheint das Thema zwar in Hinblick auf
Grenzwertprozesse und Vorstellungen von Schüler*innen diesbezüglich (bspw. bei
Fischbein, 2001; Juter, 2006; Marx, 2013; Przenioslo, 2006; Tall & Vinner, 1981)
oder bezüglich ihrer Vorstellungen von Unendlichkeit (bspw. bei Chu et al., 2020;
Date-Huxtable et al., 2018; Ely, 2010; Fischbein et al., 1979; Hannula et al., 2006;
Jirotková & Littler, 2004; Monaghan, 2001; Tirosh & Tsamir, 1996) wesentlich
großflächiger untersucht worden zu sein, aber auch hier gibt es wenig Studien, die
eine explizite Adressierung im Unterricht untersuchen (bspw. Kahn et al., 2011;
Kidron & Tall, 2014; Liu & Niess, 2006; Pehkonen et al., 2006; Singer & Voica,
2008; Tsamir & Tirosh, 1999).
Einige dieser Untersuchungen führten bereits Wörner (2013, S. 1) zu der Hy-

pothese, dass sich der Mathematikunterricht nicht wesentlich auf eine Ausbildung
des Unendlichkeitsbegriffs auswirkt. Sie fordert weiter, dass eine Thematisierung
des mathematisch zentralen Unendlichkeitsbegriffs von Georg Cantor im Unter-
richt notwendig sei, um eine solche Ausbildung anzuregen (Wörner, 2013, S. 4).
Laut Kondratieva (2017, S. 75) kann eine philosophisch-theoretische Rahmung zu
einem besseren Verständnis formal-mathematischer Methoden und somit auch zu
einem besseren Verständnis von Unendlichkeit führen. Diese Meinung wird auch
innerhalb der vorliegenden Dissertation vertreten. Ich begründe die Notwendigkeit
einer philosophischen Beschäftigung mit Unendlichkeit zum einen mit allgemeinen
Vorteilen des Philosophierens mit Kindern, nämlich dass naive Vorstellungen durch
philosophische Methoden „aufgebrochen“ werden können (Lafortune et al., 2003),
dass sich der Klassenraum durch die Gespräche zu einem Raum der Erforschung,
der Exploration und des Hinterfragens entwickelt (Mcguinness, 2005), dass das
logisch-kritische Denken gefördert wird (Barrow, 2010) und signifikante Verbes-
serung beim Problemlösen und logischen Denken erzielt werden können (Topping
& Trickey, 2007). Außerdem werden durch das Philosophieren Reflexions- und
Gesprächskompetenzen gefördert (Michalik & Schreier, 2006).
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Besonders hervorzuheben sind die Förderung logisch-kritischen Denkens sowie
das Aufbrechen naiver Vorstellungen (das Erzeugen kognitiver Dissonanzen). Bei-
de Phänomene können m.E. bei der Beschäftigung mit Unendlichkeit förderlich
sein, denn wie am Anfang der Einleitung erwähnt und durch Studien wie von
Wörner (2013), Hannula et al. (2006) oder Fischbein et al. (1979) belegt, werden
solche naiven Vorstellungen zum Konzept Unendlichkeit durch den gegenwärtigen
Mathematikunterricht weder aufgebrochen noch weiterentwickelt. Es bedarf also
eines neuen Ansatzes, um sich dem Thema explizit im Unterricht zu widmen.
Dieser neue Ansatz kann m.E. in philosophischen Gesprächen über Unendlichkeit

im Mathematikunterricht realisiert werden. Durch die explizite Adressierung des
Themas und philosophische Gespräche zu ausgewählten Fragen der Unendlichkeit
könnten intensivere Auseinandersetzungen der Kinder mit eigenen und fremden
Konzepten angeregt werden. Somit wäre die didaktisch logische Schlussfolgerung,
eine currciulare Verankerung des Philosophierens im Mathematikunterrichts und
des Themas Unendlichkeit auf einer theoretischen Basis zu entwickeln. Für eine
solche Entwicklung kann allerdings nicht auf den Hypothesen qualitativer Stu-
dien oder den Ergebnissen quantitativer Studien aufgebaut werden, da wie vorab
beschrieben der Forschungsstand zur Unendlichkeit (und übrigens auch zum Philo-
sophieren im Mathematikunterricht)3 kein ausreichendes Fundament dafür bietet.
Somit soll in dieser Arbeit zunächst im explorativen Setting geklärt werden, ob
man mit einer solchen curricularen Einbindung bereits in der Grundschule oder
frühen weiterführenden Schule beginnen könnte. Daraus leitet sich die folgende,
übergeordnete Forschungsfrage ab:

Ist es möglich, sinnstiftende Interaktionen zum Thema Unendlichkeit mit Hilfe
philosophischer Gespräche in der Grund- und frühen Gesamtschule anzuregen?

Die Gesamtschule steht damit exemplarisch-repräsentativ für weiterführende Schu-
len. Zur Beantwortung dieser Forschungsfrage wurden vier Unterrichtsdesigns kon-
zipiert, welche verschiedene Fragen zur Unendlichkeit mit Hilfe von Impulsen für
philosophische Gespräche an die Kinder stellen. Diese Unterrichtsdesigns wurden
in einer dritten/vierten Klasse einer Grundschule sowie einer fünften Klasse einer
Gesamtschule erprobt.
Die entstandenen Gespräche werden aufgrund ihrer Inhalte als meta-mathe-

matisch-philosophische Gespräche gelabelt, wobei auch die Attribute philosophisch-
mathematisch oder meta-mathematisch sowie grundsätzlich philosophisch auf sie
zutreffen. Aufgrund von Beobachtungen bei der Durchführung der Unterrichtsde-
signs ergaben sich nach- bzw. untergeordnet weitere Forschungsfragen zur Rolle
der Lehrkraft während der Führung der Gespräche, zu den Argumentationspro-
zessen der Kinder sowie deren Nennung von inhaltlichen Aspekten des Themas
Unendlichkeit.

3 Vgl. Kapitel 3.2.1.
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Daher wurden die untergeordneten Forschungsfragen folgendermaßen ausformu-
liert:

1. Welche Argumentationsprozesse können in meta-mathematisch-philo-
sophischen Gesprächen rekonstruiert werden?

2. Welche Interaktionsmuster bilden sich zwischen den Lehrkräften und Schü-
ler*innen im meta-mathematisch-philosophischen Gespräch?

3. Welche inhaltlichen Aspekte des Konzepts Unendlichkeit können aus den
Rekonstruktionen herausgearbeitet werden?

Zur Beantwortung dieser Fragen werden zunächst ausgewählte Szenen mit der
Interaktionsanalyse (Krummheuer & Brandt, 2001) rekonstruiert und anschlie-
ßend entweder, mit Blick auf die Argumentationsprozesse, noch mit der Argumen-
tationsanalyse (Knipping & Reid, 2019) oder, mit Blick auf inhaltliche Aspek-
te, mit der qualitativen Inhaltsanalyse (Kuckartz, 2018) ausgewertet. Die durch
Interaktions- und Argumentationsanalyse gewonnenen Rekonstruktionen werden
mit Hilfe komparativer Vergleiche nach musterhaften Turnabfolgen sowie Phäno-
menen und Charakteristika der Argumentationen untersucht. Zur Beantwortung
der übergeordneten Forschungsfrage sollen die Rekonstruktionen der ausgewählten
Szenen beitragen.
Für die abschließende Darstellung der Forschungsergebnisse hinsichtlich der For-

schungsfragen ist auch eine zielführende Strukturierung der Arbeit notwendig, die
im Folgenden entfaltet werden soll.
In Kapitel 2 werden zunächst aus einer philosophisch-mathematischen Perspek-

tive heraus theoretische Betrachtungen zur Unendlichkeit geschildert und anschlie-
ßend der mathematikdidaktische Forschungsstand zum Thema skizziert. In Kapi-
tel 2.1 werden zunächst ausgewählte Positionierungen und Begriffsnutzungen zur
Unendlichkeit dargestellt, woraufhin abschließend im Unterkapitel 2.1.5 eine ei-
gene Begriffsbestimmung präsentiert wird. Daran anschließend wird in Kapitel
2.2 die Unendlichkeit der natürlichen sowie in Kapitel 2.3 die der reellen Zahlen
kurz aus mathematischer Perspektive erläutert. Nachfolgend werden in den Kapi-
teln 2.4.1 (schulformübergreifend), 2.4.2 (weiterführende Schulen; Kontinuum und
Grenzwerte) und 2.4.3 (Grundschule) mathematikdidaktische Überlegungen und
aktuelle Forschungsstände präsentiert.
In Kapitel 3 werden zunächst die allgemeinen Vorteile des Einbindens philo-

sophischer Inhalte und Methoden dargelegt. Dabei wird das von Lipman (2003)
entwickelte Programm Philosophy for Children in einem einzelnen Unterkapitel
(Kap. 3.1.1) gesondert erläutert. Anschließend werden in Kapitel 3.2 die Vorteile
des Philosophierens im Mathematikunterricht herausgestellt, wobei auch hier dem
Programm Philosophy for Children adapted to Mathematics ein eigenes Unterka-
pitel (Kap. 3.2.1) gewidmet wird.
Anschließend an diese theoretische Rahmung werden die vier Unterrichtsdesigns

vorgestellt (Kap. 4.3, Kap. 4.4, Kap. 4.5 und Kap. 4.6). Dem vorangehend wird al-
lerdings in den didaktisch-methodischen Vorüberlegungen (Kap. 4.1) zunächst ge-
klärt, ab wann eigentlich sinnstiftende Interaktionen als solche bezeichnet werden
können und ab wann philosophische Gespräche eigentlich dieses Attribut erfüllen.
Auch geht eine kurze Übersicht der Stunden sowie eine Beschreibung des Samp-
lings (Kap. 4.2) der Vorstellung der Unterrichtsdesigns voraus. Diese Vorstellung
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orientiert sich am Dreischritt Vorstellung fachlicher Hintergründe – Didaktischer
Kommentar und Reflexion – Kurzvorstellung interessanter Dokumente, wobei für
die U4 (Kap. 4.6) die Kurzvorstellung in den didaktischen Kommentar eingebun-
den wurde.
In Kapitel 5 wird zunächst die Rolle der Unterrichtsdesigns für die vorliegen-

de Studie in Abgrenzung zur Design-Based-Research-Forschung ausgeschärft (Kap.
5.1). Darauf folgend werden die Interaktionsanalyse in ihren Grundzügen erläutert
(Kap. 5.2), die Dimensionen für interaktionale Verdichtungen sowie interaktiona-
len Gleichfluss angegeben (Kap. 5.2.1), anschließend die wichtigsten Elemente der
Argumentations- (Kap. 5.3) und qualitativen Inhaltsanalyse (Kap. 5.4) beschrie-
ben und letztlich das Zusammenspiel der Methoden erläutert (Kap. 5.5).
Kapitel 6 beinhaltet die Rekonstruktion von fünf ausgewählten Szenen. Die im

Rahmen des Unterrichtsdesigns für die Stunde U2 stattgefundenen Pro-Contra-
Debatten werden auch mit der Argumentationsanalyse rekonstruiert, sodass sich
in den Kapiteln 6.2 und 6.3 auch die Toulmin-Schemata zu ausgewählten Argu-
mentationen wiederfinden. Bei den Rekonstruktionen in den Kapiteln 6.1, 6.4.1
und 6.4.2 wurde dieser Schritt nicht vollzogen.
Anschließend an die Rekonstruktionen werden in Kap. 7 die Ergebnisse der kom-

parativen Analysen dargelegt. Zunächst wird ein im Datenmaterial emergierendes
Interaktionsmuster vorgestellt und anhand von Beispielszenen erläutert (Kap. 7.1).
Hierauf folgend werden Erschwerungs- und Ermöglichungsgrundlagen für inter-
aktionale Verdichtungen bei Lehrkraft-Schüler*innen-Interaktionen in den Blick
genommen (Kap. 7.2). Nachfolgend werden in Kapitel 7.3 einige Phänomene in
den Argumentationen der Kinder an Beispielen ausgeführt und die Charakteristi-
ka der in den philosophisch-mathematischen Gesprächen über Unendlichkeit auf-
tretenden Argumentationen expliziert (Kap. 7.3.5). In Kapitel 7.4 werden dann
inhaltliche Aspekte des Konzepts Unendlichkeit im Argumentationsprozess zum
einen nach den Oberkategorien Nomen-Adjektiv-Adverb (Wortarten, Kap. 7.4.1)
und Objekt-Prozess (Kap. 7.4.2) strukturiert und die Ergebnisse der qualitativen
Inhaltsanalyse interpretiert (Kap. 7.4.3).
Bei der Zusammenfassung der Ergebnisse in Kapitel 8 wird zunächst die über-

geordnete Frage nach der Möglichkeit sinnstiftender Interaktionen sowie die un-
tergeordneten Forschungsfragen beantwortet.
In Kapitel 9 werden mögliche Einschränkungen der Arbeit und die verdichteten

Ergebnisse diskutiert.
In einem Ausblick (Kap. 10) wird zum einen der Beitrag der Arbeit zur Mathe-

matikdidaktik, zum anderen aber auch unterrichtspraktische Schlussfolgerungen
und anknüpfende Forschungsdesiderata beschrieben.



2. Theoretische Betrachtungen
zur Unendlichkeit

Was erwartet Sie in diesem Kapitel?

Im folgenden Kapitel wird zunächst auf Basis einer mathematisch-
philosophischen historischen Betrachtung ein Versuch unternommen, das
Verständnis der Autorin zum Unendlichkeitsbegriff darzulegen. Es wird
deutlich, dass sich die Autorin für ihre Begriffsbestimmung vor allem der
Cantor’schen und Hegel’schen Theorien bedient. Im Anschluss an die Be-
griffsbestimmung sollen kurz die Unendlichkeit der natürlichen sowie reel-
len Zahlen aus ausgewählten mathematischen Perspektiven heraus darge-
legt werden. Daraufhin folgen mathematikdidaktische Betrachtungen zur
Unendlichkeit, wobei zunächst schulformübergreifend eine Synopse des ak-
tuellen Forschungsstandes dargelegt und anschließend die Notwendigkeit
des Themas anhand der Probleme bezüglich Kontinuum und Grenzwerten
an den weiterführenden Schulen begründet wird. Abschließend für dieses
Kapitel folgt eine kurze Beschreibung der (mathematik-)didaktischen Mög-
lichkeiten zur Implementierung von Unendlichkeit in der Grundschule.

Und warum ist das wichtig für die Arbeit?

Die Arbeitsdefinition zur Unendlichkeit schafft eine theoretische Basis für
interpretative Analysen und Rekonstruktionen. Eine Reflexion des eigenen
theoretischen Vorwissens ist m.E. für qualitative Forschung unabdingbar.
Weiterhin ist zur Generierung plausibler Deutungsalternativen die Basis
„fachdidaktischer Wissensbestände“ (Krummheuer & Brandt, 2001, S. 90)
nötig, weshalb auch eine mathematikdidaktische Betrachtung des Themas
Unendlichkeit in der theoretischen Rahmung zum Lerngegenstand nicht
fehlen darf.
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2.1 Versuch einer Begriffsbestimmung

Beim Unendlichkeitsbegriff – so
scheint es – treffen sich
philosophisches Denken und
mathematisches Handwerk.

Nickel (2008, S. 199)

In den Unterkapiteln des hier beginnenden Kapitels soll im Folgenden ein Über-
blick über ausgewählte Unendlichkeitsauffassungen verschiedener Autoren4 aus der
Philosophie bzw. Philosophie und Mathematik (ganz im Sinne des oben präsentier-
ten Epigraphen) präsentiert werden. Es sollen philosophische und mathematische
Meilensteine in der Geschichte der Beschäftigung mit Unendlichkeit erläutert wer-
den, deren Auswahl entweder in der Relevanz für folgende Konzeptionen oder für
die eigene Begriffsbestimmung am Ende des Kapitels begründet liegt. Zunächst
möchte ich aber eine kurze Übersicht, die mir die künstliche Intelligenz ChatGPT
am 09.05.2023 präsentiert hat, der Leserin nicht vorenthalten:

Unendlichkeit bezieht sich auf die Eigenschaft, dass etwas endlos oder
grenzenlos ist, ohne ein Ende oder eine Grenze zu haben. In der Ma-
thematik bezieht sich Unendlichkeit auf die Idee von unendlich großen
Zahlen oder Mengen, die größer sind als jede endliche Zahl oder Menge.
In der Philosophie und der Religion wird Unendlichkeit oft mit dem
Konzept des Absoluten oder Göttlichen in Verbindung gebracht. Es
kann auch auf die unendliche Zeit und den unendlichen Raum hinwei-
sen. (OpenAI, 2023)

Im Folgenden wird ersichtlich, dass diese kurze Übersicht relativ eingeschränkt ist.
Die angesprochene Grenzenlosigkeit ist in der Antike (Unterkap. 2.1.1) stark ver-
treten, während die Bezugnahme auf Gott vor allem in der lateinischen Patristik
geschieht (Unterkap. 2.1.3). Auch bezieht sich Unendlichkeit in der Mathematik
nicht lediglich auf die Idee großer Zahlen oder Mengen, wie das Beispiel von Gott-
fried Wilhelm Leibniz’ Infinitesemalien eindrücklich aufzeigt (Unterkap. 2.1.3). Im
selben Unterkapitel werden unendliche Zeit und Raum im Kontext von Immanuel
Kants erster Antinomie der reinen Vernunft kurz erläutert. Es folgt eine etwas
längere Betrachtung von Georg Cantors Transfinitum (von ChatGPT nicht ange-
sprochen) und abschließend der eigene Versuch einer Begriffsauseinandersetzung.

2.1.1 Unendlichkeit in der Antike: Apeiron
In der Antike beschäftigte das Unendliche viele Philosoph*innen, besonders bei der
Suche nach dem Ursprung/Wesen der Welt. Während im griechischen das Wort
peras für eine Grenze oder Schranke steht, so bedeutet to apeiron bzw. Apeiron
etwas wie ‚grenzenlos‘, ‚ohne Schranken/Grenzen‘ – die Negation des peras. Eine
der ersten signifikanten Überlegungen zu to apeiron kommt von Anaximander
von Milet. (Moore, 2019, S. 15)

4 Hier wurde absichtlich keine gendersensible Schreibweise benutzt.
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Für Anaximander war das Unendliche (bzw. Grenzen- oder Schrankenlose) der
Ursprung und das Grundprinzip der Welt (Trzęsicki, 2015, S. 181), genauer der
„Urstoff[...] oder [die] Elemente, auf denen alles Sein beruht“(Klaus & Buhr, 1971b,
S.874) – griechisch: Arche. Wie genau das Unendliche alles Sein fundiert, wird von
ihm nicht weiter ausgeführt, was durch Theophrastus kritisiert wird:

Theophrastus’ statement concerning the Apeiron has come down to us
in the following three versions:
Simpl. Phys. 24, 13 (DK 12 A 9): Anaximander ... said that the arche
and the element of existing things was the Apeiron... and he says that
it is neither water nor any other of the so-called elements, but some
other infinite nature... [...]
Aët. 1 3, 3 (DK 12 A 14): Anaximander... said that the arche of existing
things is the Apeiron... but he errs in that he does not say what the
Apeiron is, whether it is air, or water, or earth, or some other body.
(Finkelberg, 1993, S. 229)

Auch wenn er keine konkrete Entität in Bezug auf Apeiron nennen kann, so gibt es
doch Interpretationen dessen, was er als Urstoff gemeint haben könnte. Beispiels-
weise hat seine Notation von Apeiron etwas Göttliches, als ewig unverändertes Sub-
strat, welches allem zugrunde liegt (Moore, 2019, S. 15). Weitere Interpretationen
schlagen vor, dass Apeiron im Anaximander’schen Sinn auch räumlich-zeitliche
Unendlichkeit darstellen könnte:

[...] Anaximander meant „that which is without internal boundaries or
distinctions“ [...] Anaximander may have meant to specify it as spatially
infinite (or more plausibly historically - indefinitely large) or temporally
infinite, viz. eternal, or, what is most probable, both [...] (Finkelberg,
1993, S. 230)

Dieser Urstoff hatte für Anaximander sowohl eine ontologische (oben erläutert)
als auch eine ethische Komponente – in der Unendlichkeit mussten alle auf der
Welt gegeneinander strebenden Kräfte (wie bspw. hell – dunkel, Tag und Nacht,
...) zur Buße einkehren (Easwaran et al., 2021; Moore, 2019). Im Gegensatz zu
Anaximander, für welchen Apeiron durchaus positiv konnotiert war (als Urstoff),
war bei den Pythagoreern all das, was Peras, also eine Grenze oder Schranke
besaß, etwas intuitiv einleuchtendes und Gutes. Sie ordneten die Unendlichkeit
dem Raum zu (Easwaran et al., 2021), was durch Archytas von Tarentum,
einen ihrer Vertreter, folgendermaßen vertreten wurde:

If the cosmos is bounded, then one could extend one’s hand or a stick
beyond its boundary to find either empty space or matter. And this
would be part of the world, which thus cannot be bounded on pain of
contradiction. So the world is unbounded. (Easwaran et al., 2021)

Für ihren Leitspruch Alles ist Zahl, der eng mit dem Verständnis der materiallen
Welt qua Erforschung der Zahlenwelt zusammenhing, verfassten sie die „wohl erste
wirkliche Theorie: die Zahlentheorie“ (Bedürftig & Murawski, 2015, S. 31). Ihre
Vorstellung vom Ursprung der Welt war das Peras, das Begrenzte welches in die
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Leere des Apeiron ’als Samen gepflanzt’ wurde (Moore, 2019, S. 17). Das Apeiron
umgibt dann als sich unendlich ausdehnender Raum die eigentliche materielle Welt,
die durch Grenzen und Schranken übersichtlich und für den Verstand greifbar ist
(Peras). Zahlen und ihre Verhältnisse waren die „Grundlage [...] derMetaphysik der
Pythagoreer “(Bedürftig & Murawski, 2015, S. 11) – es sei anzumerken, dass es sich
dabei um natürliche Zahlen handelte (Moore, 2019, S. 17, die Verhältnisse waren
dann selbstverständlich rationale Zahlen). Den natürlichen Zahlen wurden auch
mystische Bedeutungen zugewiesen, so waren bspw. die geraden Zahlen ’weiblich’,
die ungeraden Zahlen ’männlich’ und die Zahl Fünf als Summe der ersten geraden
und ungeraden Zahlen stand für die Ehe (Bedürftig &Murawski, 2015, S. 31). Diese
Mystifizierung kommt dem nahe, was in der heutigen Mathematikdidaktik als
narrativer Zahlaspekt (Benz et al., 2014, S. 121) benannt wird. Eben wegen dieser
Mystifizierung war die Entdeckung der Inkommensurabilität (auch in Kap. 2.3 auf
S. 43) eine „lebensbedrohliche Krise“ (Heuser, 2008, S. 111) für die Bewegung der
Pythagoreer: Apeiron fand sich in den Maßen der Diagonale des Einheitsquadrates
(Kantenlänge = 1) wieder:

For the Pythagoreans this was nothing short of catastrophic. The dia-
gonal of a square is incommensurable with each side, showing, ap-
parently, that not everything is to be understood in terms of natural
numbers, as they had believed.

√
2 is not a ‘rational’ number. [...]

Whether or not the Pythagoreans regarded to apeiron itself as mathe-
matically infinite is not clear, for it is not clear to what extent they
had consciously assimilated the mathematically infinite. But here it
was, effectively showing up in their very midst. (Moore, 2019, S. 20)

Die von Aristoteles (siehe Kap. 2.1.2) formulierte aktuale Unendlichkeit wird
mitunter auch als horror infiniti bezeichnet (Di Sia, 2019, S. 21f.), ein Begriff,
den man auch gut auf den Schrecken der Pythagoreer zur Inkommensurabilität
anwenden könnte. Auf weitere Erläuterungen zu konkreten Positionierungen von
Philosoph*innen und Mathematiker*innen sei an dieser Stelle verzichtet, zu nen-
nen wäre noch Epikur, für welchen ich auf Kap. 14 in Drozdek (2008) verweisen
möchte (Unendlichkeit im Bezug zum unveränderlichen, ewigen Universum). Luis
et al. (1991) geben mit Blick auf die Begriffsentwicklungen zu Unendlichkeit in der
Antike eine geeignete Zusammenfassung und Klassifizierung an (S. 212):

• Unendlichkeit als Nomen: dem Reich der Götter vorbehalten, meist in
mythologischem/theologischem/metaphysischem Kontext genutzt

• Unendlich als Adjektiv: beschreibt ein bestimmtes Nomen; meist in Ver-
bindung mit dem Universum/Raum/Zeit; beschreibt etwas Absolutes; steht
in Bezug zur aktualen Unendlichkeit

• Unendlich als Adverb: um gewisse Handlungen wie weitermachen, aus-
dehnen, unterteilen, hinzufügen u.v.m. zu beschreiben; steht in Bezug zur
potentiellen Unendlichkeit

Die hier schon angesprochene Unterscheidung zwischen potentieller (bei den Ad-
verbien) und aktualer (bei den Adjektiven) Unendlichkeit soll im Folgenden näher
beschrieben werden.
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2.1.2 Aristoteles und andere: potentielle und aktuale
Unendlichkeit

Die Unterscheidung von Unendlichkeit in potentielle und aktuale Unendlichkeit
wurde maßgeblich durch Aristoteles geprägt: „It would be hard to exaggerate
the role played by Aristotle in the history of infinity. He articulated some essential
conceptual distinctions that were to influence all subsequent discussions“ (Eas-
waran et al., 2021). Die sehr einflussreiche Unterscheidung wurde bei Aristoteles
durch apeiron dunamei (potentielle Unendlichkeit) und apeiron hos aphorismenon
(aktuale Unendlichkeit) benannt (Pantsar, 2015, S. 2490). Obwohl er bei grund-
legenden metaphysischen Überlegungen eher endliche Überlegungen bevorzugt, so
hebt er doch die Bedeutung iterativer Prozesse und deren Unendlichkeit hervor.
Auch ontologisch können für ihn Mengen nach der Möglichkeit her unbegrenzt
(a-peiron) sein, was durch iteratives Hinzufügen von Objekten realisiert ist, bzw.
auch in der unendlich iterativ fortgeführten Teilung von Mengen: „[...] es erhellt,
daß auf gewisse Weise ein Unbegrenztes ist, auf gewisse Weise aber nicht. Es heißt
nämlich Sein, theils der Möglichkeit, theils der Wirklichkeit nach. Und das Unbe-
grenzte hat sein Sein in der Zusetzung, hat es aber auch in der Wegnahme“ (Aristo-
teles, 1829, Phys. 3.6, S. 67). Unendlichkeit bzgl. der Möglichkeit des Hinzufügens
oder Wegnehmens/ Teilens ist dann potentielle Unendlichkeit, eine Unendlichkeit
im Werden, nicht etwas, das eine Grenze überschreitet (z.B. die des Endlichen),
sondern etwas ohne Grenze, somit negativ bestimmt:

It is a process going forward as long as we wish, without ever com-
pleting; in this sense, it is an essentially negative concept, is what is
not finite. According to this meaning, this infinity has not the nothing
beyond, but it has beyond always something. [...] With potential infinity
for growth we tend towards infinitely big, and with that by division we
tend towards the infinitely small. (Di Sia, 2019, S. 20)

Ein Beispiel hierfür wäre die Zahlenfolge 1, 2, 3 ..., die durch Addition der Eins
im iterativen Prozess potentiell unendlich ist, da man immer die Möglichkeit hat,
noch eine Eins zu addieren (Nachfolger einer natürlichen Zahl,→ S. 40). Der aktual
unendliche Gegenpart zu dieser Zahlenfolge wäre die Menge der natürlichen Zahlen
– das aktual Unendliche hält aber erst mit Georg Cantors naiver Mengenlehre
Einzug in die Mathematik5 („Cantors Paradies“ → S. 35). Aktuale Unendlichkeit,
also die Manifestation des potentiell Unendlichen im Sein und nicht im Werden,
lehnt Aristoteles in der Wirklichkeit ab:

Das Unendliche dagegen ist nicht in dem Sinne ein Potentielles, als
könnte es jemals in Wirklichkeit ein für sich Bestehendes werden; das
wird es nur im Denken. Denn daraus, daß die Teilbarkeit nie zu Ende
kommt, ergibt sich, daß wohl diese Aktualität ein potentielles Sein hat,
aber nicht auch das Gelangen zum Fürsichsein. Aristoteles (1907, Met.
V. I., S. 149)

5 Die Setzung der natürlichen Zahlen als abgeschlossene Menge kann über das Unendlichkeitsaxi-
om postuliert werden. Bedürftig (2018, S. 136) schreibt dazu: „N := {1, 2, 3, 4, ...} ist eine Menge.
Wir glauben es täglich. Dabei ist es ein Paradoxon, das Paradoxon der Mengenlehre: a) «...»be-
deutet «zähle weiter – ohne Ende». b) «} »bedeutet «Ende ». Kurz: ............}.“
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Dieses Fürsichsein kann man heutzutage auch als Realisation eines Prozesses im
mathematischen Objekt ansehen: „However, the transition from potential to actu-
al infinity includes a transition from (an irreversible) process to a mathematical
object“ (Hannula et al., 2006, S. 318). Für Aristoteles ist diese Transition nicht
denkbar, für ihn ist aktuale Unendlichkeit das unmögliche Resultat eines potentiell
unendlichen Prozesses:

Es gibt also, so Aristoteles, ein Unendliches, nämlich in einem offe-
nen Prozess des Hinzufügens so, wie den Stationen im Wettlauf [von
Achilles und der Schildkröte, Anm. JB] immer eine weitere folgt – ohne
Ende. »Potentiell« sagt man zu diesem Unendlichen. Und es gibt das
Unendliche nicht, nämlich als Ganzes »für sich existierend« oder »der
Verwirklichung nach«. »Aktual« sagt man heute. Gäbe es das Unendli-
che »der Verwirklichung nach«, müsste man das Ende der endlos vielen
Stationen denken. Undenkbar. (Bedürftig, 2018, S. 131)

Diese Ablehnung der aktualen Unendlichkeit teilt Aristoteles mit vielen Philo-
soph*innen und Mathematiker*innen. Selbst nach der Postulierung der naiven
Mengenlehre durch Georg Cantor war das Konzept der aktualen Unendlichkeit
umstritten:

Actual infinity, a central concept in philosophy and mathematics, has
profoundly contributed to the foundation of mathematics and to the
theoretical basis of various systems. It has long and persistently been
rejected by mathematicians and philosophers alike, and was highly con-
troversial even in the last century in spite of the comprehensive frame-
work provided for it by Cantorian set theory. (Tsamir & Dreyfus, 2002,
S. 2)

Die Distinktion zwischen potentieller und aktualer Unendlichkeit kann weiterhin
auch am Beispiel der ganzen Zahlen verbildlicht werden. Kondratieva (2017, S. 77)
unterscheidet zwischen der Menge („collection“) der ganzen Zahlen, die aktuale
Unendlichkeit repräsentiert, und der Gegebenheit, dass für jede endliche Menge
von ganzen Zahlen immer eine größere endliche Menge ganzer Zahlen gefunden
werden kann: potentielle Unendlichkeit, also eine Unendlichkeit im Werden.
Die Unendlichkeit im Werden manifestiert sich auch bei unendlichen Folgen und

Reihen, bzw. bei Grenzwertprozessen in der Mathematik. Die Gleichsetzung einer
Folge mit ihrem Grenzwert wäre also eine Gleichsetzung von etwas, das sich im
Werden befindet mit etwas, dass bereits im Sein ist (man denke nur einmal an die
Gleichsetzung der Folge 0.9 und 1). Diese Position wird nicht nur innerhalb dieser
Arbeit vertreten:

Und so wie bei den Grenzprozessen der Infinitesemalrechnung das Un-
endliche im Sinne des Unendlichkleinen und des Unendlichgroßen sich
als eine bloße Redensart erweisen ließ, so müssen wir auch das Unend-
liche im Sinne der unendlichen Gesamtheit, wo wir es jetzt noch in
den Schlußweisen vorfinden, als etwas bloß Scheinbares erkennen. [...]
Will man in Kürze die neue Auffassung des Unendlichen, der Cantor
Eingang verschafft hat, charakterisieren, so könnte man wohl sagen: in
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der Analysis haben wir es nur mit dem Unendlichkleinen und dem Un-
endlichgroßen als Limesbegriff, als etwas Werdendem, Entstehendem,
Erzeugtem, d.h. wie man sagt, mit dem potentiellen Unendlichen zu
tun. Aber das eigentlich Unendliche selbst ist dies nicht. Dieses ha-
ben wir z.B., wenn wir die Gesamtheit der Zahlen 1,2,3,4,... selbst als
eine fertige Einheit betrachten oder die Punkte einer Strecke als eine
Gesamtheit von Dingen ansehen, die fertig vorliegt. Diese Art des Un-
endlichen wird als aktual unendlich bezeichnet. (Hilbert, 1926, S. 162,
167)

Die Unterscheidung bzgl. potentieller und aktualer Unendlichkeit bei Grenzwert-
prozessen ist an dieser Stelle allerdings klar von der Unterscheidung von concept
image und concept definition (Tall & Vinner, 1981) abzugrenzen, auf welche an
dieser Stelle nicht weiter eingegangen werden soll.
Lakoff & Núñez (2000) stellen, basierend auf ihren Forschungen als Kognitions-

wissenschaftler, eine Möglichkeit vor, den potentiellen Prozess zu einem aktual
Seienden zu konzeptualisieren, ihre Basic Metaphor of Infinity (auch in Kap. 2.2,
S. 42):

„We hypothesize that all cases of actual infinity [...] are special cases
of a single general conceptual metaphor in which processes that go on
indefinitely are conceptualized as having an ultimate result. We call
this the Basic Metaphor of Infinity, or the BMI for short. The target
domain of the BMI is the domain of processes without end – that is,
what linguists call imperfective processes. The effect of the BMI is to
add a metaphorical completion to the ongoing process so that it is seen
as having a result – an infinite thing.“(Lakoff & Núñez, 2000, S. 158)

Ohne die Möglichkeit, aktuale Unendlichkeit in die moderne Mathematik zu in-
tegrieren, wäre diese eventuell seit Cantor, spätestens aber seit Hilbert nicht auf
dem relativ festen Fundament, auf welchem sie sich im 20. Jahrhundert entwi-
ckelt hat. Dennoch gibt es auch zu Hilberts Programmatik Gegenstimmen, die
ihre Kritik auf einer Ablehnung des aktual Unendlichen aufbauen. Beispielsweise
verzichtet die Bewegung der Intuitionist*innen (Luitzen Egbertus Jan Brouwer,
Hermann Weyl) komplett auf aktuale Unendlichkeit, da sie weder unmittelbar er-
fassbar noch konstruierbar ist (Wolf, 1994, S. 237). Die potentielle Unendlichkeit
wird, insbesondere in Hinblick auf die natürlichen Zahlen und das Zählen, aller-
dings als eine „durch die Intuition garantierte Operation“ (Wolf, 1994, S. 238) als
gültig befunden.

2.1.3 Unendlichkeit nach der Antike
An dieser Stelle wird innerhalb der historischen Begriffsherleitung ein großer Sprung
gemacht und die Zeit der lateinischen Patristik sowie das Mittelalter bewusst aus-
gelassen. Erwähnenswert aus diesen Epochen ist, dass Unendlichkeit erstmals im
theologischen Kontext erwähnt wird: „Erst in der lateinischen Patristik begegnet
<infinitus> [...] unter Prädikaten negativer Theologie“ (Pannenberg, 2001, S. 140).
Das Göttliche als Sinnbild aktualer Unendlichkeit findet sich so auch bei Augus-
tinus und Thomas von Aquin im Mittelalter wieder (Ebd., S.141). Exemplarisch
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für diesen theologischen Kontext kann auch als erster Befürworter der aktualen
Unendlichkeit als Sinnbild von Göttlichkeit Gregor von Nyssa genannt werden:

Vielmehr werden „aktuale“ und „potentielle“ Unendlichkeit nun derge-
stalt auf verschiedene epistemische und ontologische Ebenen verteilt,
dass die „potentielle Unendlichkeit“ auf die Seite des beschränkten
menschlichen Verstandes fällt, als diejenige unzureichende Form der
Erfassung des Unendlichen, die dem Menschen alleine zugänglich ist,
während die „aktuale Unendlichkeit“ Gott oder dem Absoluten vorbe-
halten bleibt. (Rothhaar, 2018, S. 154)

Der restliche Teil dieses Kapitels wird folgendermaßen aufgeteilt: Zunächst sollen
die Autoren René Descartes und Benedictus de Spinoza, die bis zum Zeitpunkt
der Einführung des Leibniz’schen Unendlichkeitsbegriffs aus meiner Sicht erwäh-
nenswert sind, kurz in ihren Auffassungen beschrieben werden. Anschließend wer-
den die Konzepte von Leibniz und Kant vorgestellt, woraufhin noch eine kurze
Beschreibung des Hegel’schen Unendlichkeitsbegriffs folgt. Insgesamt sollen diese
Erläuterungen nicht den Anspruch einer historischen Auseinandersetzung erfüllen,
sondern einen Überblick über das zur Begriffsbestimmung herangezogene theore-
tische Fundament geben.
Nach René Descartes sind Grenzen von sich ausdehnenden Prozessen für den

menschlichen Geist nicht zugänglich, sondern diese Erkenntnis bleibt nur Gott
zugänglich, dessen Konzeption auch von Descartes als einzige Manifestation des
aktual Unendlichen angesehen wird. Es ist für Menschen also epistemologisch nicht
möglich, die Welt als unendlich oder nicht-unendlich zu kennzeichnen. Das poten-
tiell Unendliche lässt Descartes in seinen Betrachtungen aus. (Wolf, 1994, S. 204ff.)
Ein Unendlichkeit beinhaltendes Konzept kann für ihn nur von einem unendlichen
Wesen kausal angestoßen worden sein (Hatfield, 2023). Außerdem stammt für Des-
cartes die Idee des Unendlichen, die wir Menschen intuitiv in uns tragen, von Gott.
In Abgrenzung zu unserer eigenen Endlichkeit könnten wir nämlich das Unendli-
che anderweitig nicht begreifen. Somit steht das (von Gott gegebene) Konzept der
Unendlichkeit sowohl logisch als auch epistemologisch über dem der Endlichkeit.
(Moore, 2019, S. 74) Für unsere Erkenntnis ist deshalb laut Descartes die „Intuition
des Unendlichen als Bedingung der Möglichkeit aller Erfassung endlicher Dinge“
(Pannenberg, 2001, S. 141) anzusehen. Weiterhin ist zu erwähnen, dass Materie
für Descartes unendlich oft teilbar ist, es für ihn also unendlich kleine Dinge gibt
(Look, 2020).
Auch Benedictus de Spinoza schreibt Gott das Attribut der Unendlichkeit

zu. Für ihn sind Gott und Natur eine Einheit, dabei dehnt sich Gott ins Unendliche
aus. Gott allein repräsentiert für Spinoza die absolute Unendlichkeit und umspannt
durch seinen Umfang die gesamte Realität. Selbst die Unendlichkeit von Raum
und Zeit erreicht diejenige von Gott in ihrem Ausmaß nicht. (Moore, 2019, S. 75f.)
Interessant an dieser Stelle ist auch, dass er Gott aufgrund seiner Unendlichkeit
auch das Attribut unteilbar zuweist (Nadler, 2023).
Gottfried Wilhelm Leibniz schreibt dem Kontinuum, der bei ihm wichtigs-

ten Form der Unendlichkeit, keine Referenz in der Realität zu, sondern lediglich
in der Manifestation im Verstand (Evers, 2008, S. 250). Dabei unterscheidet er
klar zwischen Idee (Unendlichkeit möglich) und Vorstellung (Unendlichkeit nicht
möglich) im Verstand (Moore, 2019, S. 76). Die Idee des Unendlichen ist dem
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Menschen immanent und kann im Mathematischen über Addition und/oder Divi-
sion hergeleitet werden (Moore, 2019, S. 76). Dabei meint Unendlichkeit für ihn
etwas größeres, als etwas in irgendeiner Quantität je Dagewesenes, da man immer
etwas noch größeres zu einer gegebenen Größe finden kann (Knobloch, 2012, S.
19). Aktuale Unendlichkeit lehnt Leibniz aber in der Mathematik ab und schreibt
sie allein dem Dasein Gottes zu (vgl. auch Kap. 4.4.1 auf S. 81). Leibniz gilt als
Begründer der Infinitesemalrechnung. Infinitesemalien sind für ihn Bestandteile
des Kontinuums:

Für Leibnizens spätere mathematische Entwicklungen nicht folgenlos
war das dabei entwickelte Verständnis des Kontinuums als aus infini-
tesimalen Elementen aufgebaut. Dem korrespondierte bei Bewegun-
gen eine immanente „Tendenz“ (conatus) zur Aufrechterhaltung ih-
res Bewegungszustandes. Das Konzept des conatus hatte Leibniz von
T. Hobbes übernommen, der es wiederum unter kritischem Anschluss
an B. Cavalieris Indivisible gebildet hatte. Letztere spielen in der Ma-
thematik des 17. Jahrhunderts eine wichtige Rolle während der frühen
Phase einer noch unformalisierten (Infinitesimal-) Analysis. (Scholz, n.
d., S. 6, Herv.i.O.).

Infinitesemalien sind dabei geometrisch unendlich kleine Strecken, in ihrer arith-
metischen Umsetzung infinitesemale Größen und weiterhin teilbar, also nicht Indi-
visiblien (Bedürftig & Kuhlemann, 2020, S. 3). Eine Möglichkeit, die Leibniz’schen
Theorien in die heutige moderne Mathematik zu übertragen, wird in Kuhlemann
(2023, S. 19) im Rahmen der Nonstandard-Analysis erläutert.

Wie auch Aristoteles und andere sieht Immanuel Kant von einer ontologi-
schen Referenz der aktualen Unendlichkeit ab. Im Gegensatz zu Aristoteles lehnt
er aktuale Unendlichkeit aber nicht vollends ab, sondern sieht sie als durch die
Vernunft erfassbares Konzept an. Bei Kant wird dafür allerdings die Bezeichnung
wirkliches, vollendetes und ganzes Unendliches verwendet. (Wolf, 1994, S. 159)
Das Abstreiten eines ontologischen Status der aktualen Unendlichkeit begründet
Kant in der nicht möglichen Vollendung infiniter Prozesse:

Ebendiese Annahme, dass es widersprüchlich sei, dass etwas tatsäch-
lich als Unendliches existiert, beruht aber ihrerseits wieder auf einer
bestimmten, seit Aristoteles oft vertretenen Prämisse: auf der Prämisse
nämlich, dass es ein „aktual Unendliches“ im Gegensatz zum „potentiell
Unendlichen“ nicht geben kann. Ohne dass Kant diese Begrifflichkeiten
selbst benutzen würde, scheint er genau diese Annahme zu teilen, wenn
er behauptet, dass „die Unendlichkeit einer Reihe [...] durch sukzessive
Synthesis niemals vollendet sein kann“. (Rothhaar, 2018, S. 160, Kant
KrV im Original nicht zitiert)6

Selbst die Wahrnehmung von aktualer Unendlichkeit durch die Sinne wird von
ihm abgelehnt: „Kant [...] as well appeals to the fact that perception of actual
infinity by humans is problematic [...]“(Kondratieva, 2017, S. 77). Somit ist aktuale
Unendlichkeit für ihn einzig und allein der Vernunft vorbehalten, wobei diese auch

6 Für das Zitat von Immanuel Kant siehe Kant (1977, S. 412).
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zu der Erkenntnis fähig ist, dass der Raum aktual unendlich ist (Chiba, 2018, S.
1463).
In der Kritik der reinen Vernunft (Kant, 1977) führt Kant Beweise für sowohl

Thesen als auch Gegenthesen für seine bekannten Antinomien der reinen Vernunft
an, von denen die erste sich explizit mit Unendlichkeit (der Welt in Zeit und Raum)
beschäftigt. Da in der Antinomie Thesis und Antithesis gleichermaßen bewiesen
werden, stehen sich die Endlichkeit und die Un-Endlichkeit der Welt in Zeit und
Raum diametral gegenüber: „Obgleich beide Behauptungen einander widerspre-
chen, können sie nach KANT gleichermaßen (gut) bewiesen werden, womit das
soweit geschilderte Kriterium einer Antinomie (vom zweiten Typus) bereits erfüllt
wäre“ (Benthaus, 2018, S. 144). Die Thesis, die Welt sei im Raum begrenzt und
habe einen Anfang in der Zeit (Kant, 1977, S. 412), begründet er in der Ablehnung
aktualer Unendlichkeit (Moore, 2019, S. 88). Außerdem führt er an, dass die Be-
stimmung einer Gegenwart bei einer Vorstellung eines zeitlichen Kontinuums un-
möglich sei (Kant, 1977, S. 416). Die Antithesis, die Welt sei im Raum unbegrenzt
und habe keinen Anfang in der Zeit (Kant, 1977, S. 413) begründet er darin, dass
Zeit und Raum unendlich sind und die Bestimmung, was nach einer durch Endlich-
keit gesetzten Grenze kommt, unmöglich ist (Moore, 2019, S. 88). Seine Diskussion
von Thesis und Antithesis wird durch die von ihm angestrebte Verschmelzung des
Unendlichkeitsbegriffs seiner Zeit mit der aristotelischen Ablehnung von aktualer
Unendlichkeit unterlaufen (Easwaran et al., 2021). Kants Lösung der Antinomien,
der Transzendentale Idealismus, unterscheidet zwischen verschiedenen Welten und
löst auch die zweite Antinomie mit der Frage nach unendlich vielen Kausalketten
für Ereignisse (Wolf, 1994, S. 162). Die Unendlichkeit von Zeit und Raum wird
bei Kant auch als mathematische Unendlichkeit bezeichnet (infinitum mathema-
ticum), wohingegen die wirkliche Unendlichkeit (infinitum reale) als Konzept von
der Vernunft ohne Beschränkungen gedacht wird (De Bianchi, 2015, S. 2401). An
anderer Stelle wird zwischen metaphysischer und mathematischer Unendlichkeit
getrennt, wobei Menschen als (metaphysisch) endliche Entitäten für Kant in ei-
ner metaphysisch unendlichen Welt leben (Moore, 2019, S. 84). Weiterhin wird
anhand der Leitlinie der ersten und zweiten Antinomie der reinen Vernunft die
Unterscheidung zwischen quantitativer (1. Antinomie) und qualitativer (2. Anti-
nomie) kosmologischer Idee eingebracht. Bei der quantitativen kosmologischen Idee
wird eine absolute Totalität bezüglich Zeit und Raum (Unbegrenztheit vs. Anfang
in Zeit und Raum), bei der qualitativen kosmologischen Idee die absolute Totalität
bezüglich Teilung und Zusammensetzung der Welt diskutiert. (Kreis, 2015, S. 227)
Georg Friedrich Wilhelm Hegel reflektiert Unendlichkeit im Kontext der

Endlichkeit und stellt die Frage in den Raum, wie man das Unendliche, „ohne den
endlichen Ausgangspunkt zu verleugnen, von dem aus es gedacht wird“ (Walden-
fels, 2008, S. 3) überhaupt denken kann. Auch er greift die Teilung in qualitativ und
quantitativ in Anlehnung an Kant auf,7 bezieht sie allerdings auf Unendlichkeit

7 „Unter der ‚quantitativen Unendlichkeit‘ ist hierbei dasjenige zu verstehen, was in der Mathe-
matik üblicherweise unter ‚Unendlichkeit‘ verstanden und mit einer liegenden Acht symbolisiert
wird: die unendlich große Anzahl oder Ausdehnung von etwas. Neben diesem Verständnis von
Unendlichkeit, das sicherlich auch dem Alltagsverständnis am ehesten entspricht, steht die in der
Literatur häufig sogenannte ‚qualitative Unendlichkeit‘: Unendlichkeit im Sinn von Unbegrenzt-
heit und Allumfassendheit. Das ‚Unendliche‘ in diesem qualitativen Sinn wäre demnach dadurch
gekennzeichnet, dass es keine Begrenzung oder Beschränkung durch etwas Anderes erfährt. Auf-
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im Allgemeinen (nicht nur auf kosmologische Ideen) und teilt die qualitative Un-
endlichkeit nochmals in diskrete und kontinuierliche qualitative Unendlichkeit auf
(Kreis, 2015, S. 228). Kants erste Antinomie wird durch ihn in mehreren Schritten
auf folgende Aussagen verdichtet: (1) Quantität hat eine Grenze (2) Quantität hat
keine Grenze (Kreis, 2015, S. 289). Zur Auflösung der Antinomie zieht Hegel die
oben angesprochene begriffliche Auseinandersetzung mit Unendlichkeit heran, in
welcher er die Abhängigkeit der Unendlichkeit von der Endlichkeit und umgekehrt
verdeutlicht:

Das Unendliche ist auf diese Weise mit dem Gegensatze gegen das
Endliche behaftet, welches, als Anderes, das bestimmte, reale Dasein
zugleich bleibt, obschon es in seinem Ansichsein, dem Unendlichen,
zugleich als aufgehoben gesetzt ist; dieses ist das Nicht-Endliche, – ein
Sein in der Bestimmtheit der Negation. Gegen das Endliche, den Kreis
der seienden Bestimmtheiten, der Realitäten, ist das Unendliche das
unbestimmte Leere, das Jenseits des Endlichen, welches sein Ansichsein
nicht an seinem Dasein, das ein bestimmtes ist, hat. (Hegel, 1979, S.
151)

Somit ist für ihn auch das Denken einer potentiellen Unendlichkeit unabwendbar
mit dem Denken einer aktualen Unendlichkeit verbunden (Kreis, 2015, S. 299). Die
Welt als endlich zu begreifen mündet für Hegel in einem unendlichen Regress des
endlichen Denkens, welcher als Regress wieder als unendliche Ganzheit gedacht
werden muss (Davis, 2012, S. 178). Der unendliche Regress der Endlichkeit kann
als potentielle, das Verstehen des Regresses als Ganzheit als aktuale Unendlichkeit
gedeutet werden. Mit dieser Distinktion muss man also für Hegel stets das Endli-
che im Kontext des Unendlichen und das Unendliche als Werdung des Endlichen
verstehen:

Das wahre „Absolute“ kann daher nur eine in sich differenzierte Ein-
heit von Identität und Nicht-Identität, von Endlichkeit und Unend-
lichkeit sein, bei der das Absolute das Nicht-Absolute, das Unendliche
das Endliche als Moment seiner selbst begreift. [...] Das Unendliche,
das im Gegensatz zum Endlichen gedacht wird, erweist sich als Gegen-
teil seiner selbst, als Endliches. Damit hebt es sich in einer reflexiven
Werdung gegen sich selbst auf und wird zu einem Endlichen. Das End-
liche wiederum, das in einem Gegensatz zum Unendlichen verstanden
wird, hebt sich auf, da es als isoliert-Endliches in sich selbst negativ
ist. (Rothhaar, 2018, S. 167)

Zur Vereinigung dieser dialektischen Begriffsauseinandersetzung sieht er, ganz in
kantischer Tradition, die Vernunft als Lösung an: „Der Widerspruch [...] [ist] das Er-
heben der Vernunft über die Beschränkungen des Verstandes“(Hegel, 1979, Bd. 5,
S. 38). Einige Teile von Hegels Betrachtung können in Ansätzen in Georg Cantors
Verständnis von Unendlichkeit gedeutet werden, so benutzt bspw. Cantor nicht

grund dieser Relationslosigkeit nach außen ist das qualitativ Unendliche im Wortsinn ‚Absolutes‘,
d.h. es steht nicht in Relationen und Beziehungen zu etwas von ihm Unterschiedenen“ (Rothhaar,
2018, S. 153).
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den Begriff Un-Endlichkeit, sondern Transfinitum, in welchem das Endliche nicht
negiert, sondern überschritten wird (vgl. auch das nächste Kapitel, 2.1.4 Cantors
Paradies).
Ein erster Versuch, Mengen mit Unendlichkeit zu verbinden, fand im theologi-

schen Kontext durch Bernard Bolzano statt. Für Bolzano ist nämlich die Menge
aller Wahrheiten, die Gott weiß, unendlich groß bzw. beinhaltet sie unendlich vie-
le dieser Wahrheiten. Dies begründet er, ganz im Hegel’schen Sinn, mit einem
infinite Regress potentieller Unendlichkeit. Weiß man nämlich, dass eine Proposi-
tion p1 wahr ist, so weiß man auch, dass die Proposition p2, die aussagt, dass p1
wahr ist, wahr ist (und so weiter, und so fort bis ins Unendliche). Dieser infinite
Regress mündet in einer Menge, die unendlich viele pn beinhaltet und aktuale Un-
endlichkeit repräsentiert. Bolzanos Arbeiten waren grundlegend für die von Georg
Cantor entwickelte naive, transfinite Mengenlehre (siehe Kap. 2.1.4 im Folgenden).
(Moore, 2019, S. 111)
Weiterhin ist es m.E. relevant, an dieser Stelle kurz auf die Rolle der mathemati-

schen Unendlichkeit einzugehen, die im Rahmen der formal-symbolischen Sprache
der Mathematik andere Definitionsmöglichkeiten erfährt als eine Unendlichkeit in
der Alltagssprache:

Den idealisierten Verfahren der modernen, mathematisch verfaßten
Wissenschaften entspricht eine künstliche Idealsprache, die sich der
Mittel der Quantifizierung bedient und eine Exaktheit anstrebt, die
den natürlichen Sprachen abgeht. Solche Kunstsprachen überschreiten
die Grenzen natürlicher Sprachen, indem sie die Mittel der Formali-
sierung, der Schematisierung und der Operationalisierung einsetzen.
(Waldenfels, 2008, S. 16)

Mit Blick auf die Proband*innen dieser Studie (Kinder), denen eine Kunstsprache
wie die der Mathematik noch nicht vollständig zugängig gemacht wurde, sollte eine
Betrachtung von Ludwig Wittgensteins Aussage „[d]ie Grenzen meiner Spra-
che sind die Grenzen meiner Welt“ (Wittgenstein, 1953, Tract. 5.6, S. 89, Herv.
i. O.) nicht außer Acht gelassen werden. Besonders die Unendlichkeit betreffend
ist die natürliche Sprache nicht vorteilhaft (Waldenfels, 2008, S. 16), hier kann
eine mathematische Beschäftigung, insbesondere mit den Mitteln der mathemati-
schen Kunstsprache insofern hilfreich sein, dass mehr Aspekte der Unendlichkeit
tiefergehend begriffen werden können. Durch eine Erweiterung der sprachlichen
Mittel können so also auch die Grenzen der Welt ein wenig erweitert und mehr
Erkenntnisräume eröffnet werden.

2.1.4 Cantors Paradies
Mit Cantors Paradies ist, benannt nach einem bekannten Zitat David Hilberts, der
Einzug der aktualen Unendlichkeit in die Grundlagen der Mathematik, nämlich
die von Georg Cantor entwickelte transfinite Mengentheorie gemeint. Dies war
aus zweierlei Hinsicht zu Cantors Zeit revolutionär: Zum einen hat er durch die
Begründung der transfiniten Mengentheorie „die moderne Mathematik auf eine
völlig neue Grundlage gestellt“ (Kreis, 2015, S. 361) und zum anderen hat er durch
sein Diagonalargument eine Möglichkeit gegeben, die Kardinalitäten unendlich
großer Mengen miteinander zu vergleichen.



 2.1 Versuch einer Begriffsbestimmung

1895 wird zum ersten Mal die kleinste transfinite Kardinalzahl, nämlich ℵ0,
vorgestellt:

Die Mengen mit endlicher Cardinalzahl heissen ,endliche Mengen’, alle
anderen wollen wir ‚transfinite Mengen‘ und die ihnen zukommenden
Cardinalzahlen ‚transfinite Cardinalzahlen‘ nennen. Die Gesammtheit
aller endlichen Cardinalzahlen ν bietet uns das nächstliegende Beispiel
einer transfiniten Menge; wir nennen die ihr zukommende Cardinalzahl
(§1) ‚Alef-null‘, in Zeichen ℵ0, definiren also

ℵ0 = {ν}. (2.1)

Dass ℵ0 eine transfinite Zahl, d.h. keiner endlichen Zahl µ gleich ist,
folgt aus der einfachen Thatsache, dass, wenn zu der Menge {ν} ein
neues Element e0 hinzugefügt wird, die Vereinigungsmenge ({ν}, e0)
der ursprünglichen {ν} äquivalent ist. Denn es lässt sich zwischen bei-
den die gegenseitig eindeutige Beziehung denken, wonach dem Elemen-
te e0 der ersten das Element 1 der zweiten, dem Element ν der ersten
das Element ν + 1 der andern entspricht. Nach §3 haben wir daher:

ℵ0 + 1 = ℵ0. (2.2)

In §5 wurde aber gezeigt, dass µ+1 stets von µ verschieden ist, daher
ist ℵ0 keiner endlichen Zahl µ gleich. (Cantor, 1895, S. 492)

Somit postuliert Cantor mit seiner revolutionären Arbeit die Existenz einer un-
endlich großen Zahl (bzw. mehrerer unendlich großer Zahlen mit Hilfe des Diago-
nalarguments). Der potentiell unendliche Zählprozess manifestiert sich durch die
Benennung der Kardinalität der natürlichen Zahlen zu einer aktual unendlichen
Größe, sogar einer Zahl. Die aktuale Unendlichkeit erhält erstmals Einzug in die
Grundlagen der Mathematik, die Kardinalitäten unendlich großer Mengen werden
vergleichbar:

Cantor [...] gestaltete den Begriff des aktual Unendlichen systematisch
aus. Fassen wir die beiden genannten Beispiele für Unendlich ins Auge
1. 1, 2, 3, 4, ... ;
2. Punkte der Strecke 0 bis 1 oder, was dasselbe ist, die Gesamtheit

der reellen Zahlen zwischen 0 und 1,
so liegt es am nächsten, sie vom reinen Vielheitsstandpunkt aus zu
betrachten, und dabei nehmen wir überraschende Tatsachen wahr, die
heute jedem Mathematiker geläufig sind. Betrachten wir nämlich die
Menge aller rationalen Zahlen [...], so zeigt sich, daß - vom reinen Viel-
heitsstandpunkt aus - diese Menge nicht größer als die Menge der gan-
zen Zahlen ist: wir sagen, daß die rationalen Zahlen auf gewöhnliche
Weise abgezählt werden können oder sie sind abzählbar. (Hilbert, 1926,
S. 168)

So begeistert, wie sich David Hilberts oben angeführtes Zitat interpretieren lässt,
so heftig waren z.T. auch die Gegenstimmen zur Vergleichbarkeit verschiedener



2 Theoretische Betrachtungen zur Unendlichkeit 

Unendlichkeiten. Beispielsweise wird Henri Poincaré nachgesagt, Cantors Ent-
deckung der transfiniten Zahlen mit einer perversen pathologischen Krankheit ver-
glichen zu haben (Moore, 2019, S. 120). Auch Leopold Kronecker, Verfechter
des sogenannten Finitismus, lehnte Cantors und alle in der durch Cantors Men-
genlehre begründeten Theorien ab, da er die Mathematik auf dem fundamentalen
(und endlichen) Begriff der Zahl, also auf endlichen arithmetischen Eigenschaf-
ten, begründen wollte (Bedürftig & Murawski, 2015, S. 106). Hermann Weyl,
ein bekannter Intuitionist, lehnt die Manifestation von aktualer Unendlichkeit in
Mengen ab und ist der Meinung, dass man bspw. keine Totalität aller natürlichen
Zahlen bestimmen kann, da diese unendlich große Menge sich durch eine sukzessive
Ergänzung ihrer Elemente in ein unbestimmbares, potentielles Unendliches entwi-
ckelt (Wolf, 1994, S. 241). Insgesamt richten sich die meisten kritischen Stimmen
gegen einen Einzug des aktual Unendlichen in die Mathematik, auch aufgrund der
mengentheoretischen Paradoxien, die in der naiven Mengenlehre auftreten (vgl.
bspw. Russell’sche Antinomie, Kap. 4.6.1.3 auf S. 98). Aber nicht lediglich die
entstehenden Paradoxien und/oder Antinomien sind Gründe für Kritik:

Die Kritik richtet sich zunächst gegen einige „Ungereimtheiten“ in der
gegenwärtigen Interpretation [des Begriffs aktual unendlich, Anm. JB].
[...] daß die Kritik auch aus einem anderen Grunde gerechtfertigt ist,
weil nämlich wegen der Endlichkeit aller Existenz eine aktuale Un-
endlichkeit per se unmöglich und jede unbeschränkte Größe nur im
potentiellen Sinne infinit ist. Diesem Schluß unterliegt auch die Mathe-
matik, die nur scheinbar unabhängig von physikalischen Sachzwängen
existiert. (Mückenheim, 2006, S. 111)

Die Losgelöstheit von Referenzen ist allerdings eine Kritik, die m.E. den Kern von
Cantors Theorien verfehlt, denn die transfiniten Zahlen (wie ℵ0,ℵ1, ...) sind für
Cantor nicht lediglich hypothetisch im Rahmen seiner Mengenlehre zur formalen
Konsistenz erdacht, „his transfinite numbers were ’forms or modifications of the
actual infinite’“ (Pantsar, 2015, S. 2490). Außerdem hat er sich nicht lediglich im
Rahmen formal-konstistenter Systeme mit dem Begriff der Unendlichkeit befasst,
sondern arbeitet auch begriffsanalytisch am Konzept:

Im Gegensatz zu dem „Potential-Unendlichen“ ist das „Aktual-Unendliche“
einer weiteren Einteilung zugänglich. So unterscheidet Cantor an ihm
drei Arten:
1. Gott als Absolutum
2. Aktual-Unendliches in der von Gott geschaffenen Welt, welches er

auch Aktual-Unendliches in concreto nennt, und
3. Aktual-Unendliches, welches in der Mathematik erfaßt und von

ihm als Aktual-Unendliches in abstracto bezeichnet wird
[...] Diese drei Fälle sind ferner dahingehend klassifizierbar, ob das in
ihnen angegebene Unendliche einer weiteren Vermehrung fähig ist oder
nicht. So steht (1.) Gott als ein Absolutum oder vermehrbares Aktual-
Unendliches (2.) dem vermehrbaren Aktual-Unendlichen oder Transfi-
nitum gegenüber, wozu sowohl das Aktual-Unendliche in concreto als
auch in abstracto gehört. (Wolf, 1994, S. 217)
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Für ihn geht das aktual unendliche Konzept dem potentiell unendlichen voraus
(Kondratieva, 2017, S. 78). Dies spricht, wie schon in Kap. 2.1.3 erwähnt, für
Hegels Einfluss auf Cantor. Beispielsweise würde bei Cantor zunächst die Menge
der natürlichen Zahlen bestehen, während die Folge der natürlichen Zahlen nur
existieren kann, weil die Menge der natürlichen Zahlen ihr logisch vorangeht. In
einer Fußnote beschreibt er 1887, mit kritischem Blick auf die Idee des aktual
Unendlichen als wandelnde Grenze (Johann Friedrich Herbart), dass die Grenze
nicht wandelnd sein darf, sondern durch das Transfinitum fest vorgegeben wird
(Deiser, 2010, S. 25). Durch die Unterscheidung von abzählbar und überabzählbar
Unendlichem bleibt Cantor mit seinem Verständnis von Unendlichkeit, abgesehen
von der Sichtweise Gottes als Absolutum, „philosophisch-metaphysisch gesehen [...]
innerhalb der Kategorie der Quantität“ (Tapp, 2008, S. 246). Ferner ist er für alle
mathematischen Begriffe davon überzeugt, dass sie „nicht nur subjektive, imma-
nent reale Elemente der Kognition sind, sondern auch transsubjektive Realität
besitzen“ (Bedürftig & Murawski, 2015, S. 71). In dieser Ansicht ist wiederum
Platons Einfluss auf Cantor erkennbar (Ebd.).

2.1.5 Fazit: Apeiron, Unendlichkeit, Transfinitum

Der Begriff ‚unendlich‘ bezeichnet
eine Eigenschaft, die so lange rein
formal bleibt, als nicht gesagt
wird, was ohne Ende sein soll.

(Esterbauer, 2008, S. 142, Herv.
i.O.)

Letztlich ist nun, nach diesem kurzen Überblick, zu klären, wie die Autorin dieser
Arbeit Unendlichkeit versteht – ganz im Sinne des oben aufgeführten Epigraphen.
Dazu möchte ich kurz festhalten:

• In der Antike wurde das Apeiron im Kontext der Natur/ eines Urstoffes
verstanden und somit eher kosmologisch aufgefasst. Es wird als Negation
einer Grenze gesetzt.

• Aristoteles (und andere) teilt Unendlichkeit in etwas Werdendes und etwas
Seiendes auf und lehnt die Manifestation der Unendlichkeit im Werden, also
die Unendlichkeit im Sein, in der Wirklichkeit ab

• In der lateinischen Patristik und Scholastik wurde Unendlichkeit vor allem
in Bezug auf Gott diskutiert

• Aktuale Unendlichkeit kann für Immanuel Kant nur durch die Vernunft er-
fasst werden, für Gottfried Wilhelm Leibniz ist ihre einzige Manifestation in
Gott zu finden

• Georg Friedrich Wilhelm Hegel stellt dialektisch zur Frage, wie Unendlichkeit
ohne Endlichkeit gedacht werden kann und vice versa

• Das Transfinitum ist für Georg Cantor eine Überwindung des Endlichen, die
in der Mathematik stattfinden kann
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Wenn in dieser Arbeit von Unendlichkeit gesprochen wird, dann nicht im eigentli-
chen Sinn des Begriffes. Hegels Auffassung, Un-Endlichkeit negiere die Endlichkeit,
wird hier begriffsanalytisch geteilt. Auch ich denke, dass die Endlichkeit immanent
in der Unendlichkeit enthalten ist und eine Unendlichkeit nicht ohne Endlichkeit
zu denken ist. Besonders in der Mathematik gibt es keine losgelösten „Unendlich-
keiten“, sondern es enthält ein jedes Unendliche auch wiederum das Endliche oder
(wie im Intervall [0, 1]) das Unendliche wird durch das Endliche umspannt. Ei-
ne Trennung zwischen mathematischer und philosophischer Unendlichkeit scheint,
besonders mit Blick auf die obige Aufzählung, besonders relevant. M.E. ist ei-
ne kosmologische Unendlichkeit, wie sie in der Antike oder auch von Immanuel
Kant diskutiert wird, für den menschlichen Geist nicht mit einer Referenzentität
zu fassen. Die Vorstellung kosmologischer Unendlichkeit muss sich daher zwingend
auf die der Endlichkeit und die von Prozessen berufen. Dies steht m.E. im Kon-
trast zur mathematischen Unendlichkeit, die, je nachdem, wie man Mathematik
versteht, von vornherein als theoretisches Konstrukt aufgefasst werden muss. Die
Position, Mathematik müsse sich auf Intuitionen berufen können, teile ich nicht.
Tatsächlich wäre ich eher eine Verfechterin des Hilbert’schen Formalismus, der sich
auf die Konsistenz und Beweisbarkeit mathematischer Aussagen beruft (Bedürf-
tig & Murawski, 2015, S. 118ff.). Unter dieser Vorannahme zur Mathematik ist
Unendlichkeit zwar trotzdem kein a priori zugängiger Begriff und es können wei-
terhin Paradoxien/ Antinomien auftreten, die mit ihr zusammenhängen. Dennoch
scheint mir diese grundlegende Auffassung zur Mathematik am besten geeignet, um
im formal-theoretischen System der Mathematik konstruktiv mit aktualer Unend-
lichkeit operieren zu können. Diese aktuale Unendlichkeit, so hat es die Geschichte
der Mathematik eindrucksvoll aufgezeigt, ist aus der modernen Mathematik auch
nicht mehr wegzudenken. Dennoch appelliere ich aus stoffdidaktischer Sicht für ein
Umdenken bezüglich ihrer Relevanz im Mathematikunterricht, da hier ohne eine
Einführung der formal-konsistenten Mathematik in ihrer ganzheitlichen Komplexi-
tät besonders bei implizit in mathematischen Inhalten enthaltener Unendlichkeit
auf Intuitionen gesetzt wird, die aber dem Konzept der aktualen Unendlichkeit
im Kontrast gegenüberstehen. Dies erklärt eventuell die in Kap. 2.4.2 erläuterten
Schwierigkeiten mit Grenzwertprozessen.
Zusammenfassend kann ich dem Begriff Transfinitum, wie er von Georg Cantor

geprägt wurde, am ehesten beipflichten. Das Transfinitum negiert das Endliche
nicht, sondern inkludiert es im Begriff. Es wird nicht das Endliche abgelehnt, son-
dern über das Endliche hinaus gedacht, und zwar im klar umrahmten mathemati-
schen Kontext. Des Weiteren beinhaltet dieser Begriff auch das aktual Unendliche,
welches für die Mengentheorie und moderne Mathematik unverzichtbar geworden
ist. Wenn also im Folgenden von Unendlichkeit geschrieben wird, meine ich damit:

EineÜberwindung der Endlichkeit, welche vom mathematischen Kon-
text ausgehend auch Konzepte der Wirklichkeit widerspiegeln kann und
sowohl potentielle (als Prozess des Endlichen) als auch aktuale Unendlich-
keit bezeichnen kann.
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2.2 Unendlichkeit der Natürlichen Zahlen

Was sind die natürlichen Zahlen?
Diese Frage ist sehr leicht gestellt;
ihre Beantwortung dagegen ist
schwer und gehört mehr in den
Bereich der Philosophie als in den
der Mathematik.

Mangoldt & Knopp (1966, S.102)

Die seit Georg Cantor als solche bezeichnete Menge der natürlichen Zahlen ist
maßgeblich für den Arithmetikunterricht der Grundschule und dennoch schwer als
Begriff zu fassen (siehe Epigraph). Marginal werden im Rahmen von Lernumgebun-
gen oder der Beschäftigung mit Größen auch positive rationale Zahlen behandelt
(vgl. hierzu Sächsisches Staatsministerium für Kultus und Sport (2009)). Was ei-
ne natürliche Zahl im Kern wirklich ist, ist wie im Epigraph oben ausgedrückt,
eine sehr weitreichende Frage und soll an dieser Stelle auch nicht beantwortet
werden. Ohne eine explizite Definition anzugeben, werden natürliche Zahlen über
ihre Eigenschaften bestimmt. Diese wurden nach ihrem Urheber Guiseppe Peano
benannt und beinhalten fünf Grundeigenschaften (bzw. Axiome)8 (Mangoldt &
Knopp, 1966, S.102):

1. 1 ist eine natürliche Zahl

2. Zu jeder natürlichen Zahl n gibt es genau einen Nachfolger, der wieder eine
natürliche Zahl ist.

3. Es gibt keine natürliche Zahl, deren Nachfolger 1 ist.

4. Die Nachfolger zweier verschiedener natürlicher Zahlen sind voneinander ver-
schieden.

5. Vollständige Induktion: Enthält eine Menge natürlicher Zahlen die Zahl 1
und mit jeder natürlichen Zahl n auch deren Nachfolger n′, so enthält sie
alle natürlichen Zahlen.

Diese Axiome werden verkürzt Peano-Axiome (PA) genannt und bieten eine Mög-
lichkeit, natürliche Zahlen transfinit (also als Fortsetzung finiter Postulate) und
arithmetisch zu beschreiben. Eine zweite Möglichkeit wäre, dass eine Mengen-
lehre wie etwa ZF bzw. ZFC (Zermelo-Fraenkel bzw. Zermelo-Fraenkel-Choice,
mit Auswahlaxiom) oder NBG (von Neumann-Bernays-Gödel-Mengenlehre) die
Grundlage zur Beschreibung der natürlichen Zahlen liefert. Dann „[postuliert] das

8 Die Autoren Mangoldt & Knopp (1966) bestimmen die Menge der natürlichen Zahlen ohne
die Zahl 0 – meines Erachtens ist dies eine Entscheidung und keine mathematische Wahrheit.
Man kann die präsentierten Peano-Axiome also auch mit 0 statt 1 als kleinster natürlicher Zahl
bestimmen. Ob es aber überhaupt so etwas wie mathematische Wahrheiten gibt oder ob alles
Entscheidungen sind, ist wiederum eine Positionierung meinerseits, die in dieser klitzekleinen
Fußnote nicht weiter begründet werden soll.
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Axiom der Unendlichkeit [...]: Die natürlichen Zahlen bilden eine Menge“ (Bedürf-
tig & Murawski, 2015, S. 168). Das Unendlichkeitsaxiom in ZF9 kann man formal
folgendermaßen ausdrücken (Ebd.):

∃x[∅ ∈ x ∧ ∀u(u ∈ x→ u ∪ {u} ∈ x)]

Mit Hilfe des Unendlichkeitsaxioms kann man also die natürlichen Zahlen folgen-
dermaßen definieren (Neumann, 1925):

0 = ∅
1 = {∅}
2 = {∅, {∅}}
3 = {∅, {∅}, {∅, {∅}}}
4 = {∅, {∅}, {∅, {∅}}{∅, {∅}, {∅, {∅}}}}

Sowohl die mengentheoretische (ZF/ZFC über Unendlichkeitsaxiom) als auch die
arithmetische (Peano-Axiome) Konstruktion der natürlichen Zahlen haben ein
grundlegendes Problem - die Unendlichkeit der natürlichen Zahlen. Das Unendlich-
keitsaxiom postuliert zwar die Existenz der unendlichen Menge, aber um aus der
prozesshaften Konstruktion der natürlichen Zahlen die Existenz einer unendlichen
Menge kognitiv nachvollziehen zu können, bietet es keine Unterstützung. Dieses
Problem haben Lakoff & Núñez (2000) mit Hilfe der Basic Metaphor of Infinity
versucht zu lösen (genauere tabellarische Aufführung in Tabelle 2.1 auf S. 42):

Here is the problem characterizing the set of natural numbers. The set
must be infinite since it contains all of the infinitely many numbers,
but it cannot contain ∞ as a number.
To get the set of natural numbers, you have to collect up each number
as it is formed. The set keeps growing without end. To get the entire
set of natural numbers - all of them, even though the set never stops
growing - you need something more. In axiomatic set theory, you add
an axiom that simply stipulates that the set exists. From a cognitive
perspective, that set can be constructed conceptually via a version of
the Basic Metaphor of Infinity. The BMI imposes a metaphorical com-
pletion to the unending process of natural-number collection. (Lakoff
& Núñez, 2000, S.173 f.)

9 Problematisch an dieser Stelle ist, dass sowohl ZF als auch ZFC Antinomien über Axiome ver-
suchen zu vermeiden (für genauere Abgrenzung des Begriffes Antinomie von dem der Paradoxie
siehe Brieger (2018) oder Kap. 4.6.1 auf S. 92 dieser Arbeit). Moore (2019) fasst das Grundpro-
blem der gravierendsten Antinomien der naiven Mengenlehre, nämlich der Russell’schen und
der Burali-Forti-Antinomie treffend zusammen: „The paradox of the Set of all Sets: We both do,
and do not, want to admit the existence of a Set of all Sets“ (Moore, 2019, S. 150). Würden
wir die Existenz einer Menge aller Mengen anerkennen, so müsste diese sich selbst enthalten. Sie
müsste aber auch alle Mengen enthalten, die sich nicht selbst enthalten. Daher dürfte sie sich
nicht selbst enthalten – gelöst wird das in ZF, indem die Existenz einer Menge, die alle Mengen
enthält, die sich nicht selbst enthalten, von vornherein ausgeschlossen wird. (Fundierungsaxi-
om) Ob das reine Ausschließen einer theoretisch denkbaren Menge aus der Mengenlehre eine
konstruktive Umgehensweise mit dieser Antinomie darstellt, bleibt zu diskutieren.
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Die arithmetische Konstruktion beinhaltet ein ähnliches Problem: Eine natürliche
Zahl an sich ist etwas Endliches, aber die Menge der natürlichen Zahlen ist ab-
zählbar unendlich. Daher muss man, um sich im Endlichen mit den natürlichen
Zahlen zu beschäftigen, eine unendliche Umgebung akzeptieren:

Arithmetic [...] presupposes the existence of infinitely many natural
numbers, since each natural number is taken to have an immediate
successor (a natural number that is one greater than it). But no natural
number is itself infinite: the objects of arithmetical study are all finite.
The point is, study of what is itself finite is sometimes possible only in
an infinite framework. (Moore, 2019, S. 27)

Target Domain Special Case
ITERATIVE PROCESSES THE SET OF
THAT GO ON AND ON NATURAL NUMBERS

The beginning state (0) ⇒ The natural number frame, with
a set of existing numbers and a
successor operation that adds 1
to the last number and forms a
new set

State (1) resulting from the initi-
al stage of the process

⇒ The empty set, the set of natural
numbers smaller than 1.

The process: From a prior inter-
mediate state (n − 1), produce
the next step (n)

⇒ Given Sn−1, the set of natural
numbers smaller than n−1, form
Sn−1 ∪ {n− 1} = Sn.

The intermediate result after
that iteration of the process (the
relation between n and n− 1)

⇒ At state n, we have Sn, the set
of natural numbers smaller than
n.

„The final resultant state“
(actual infinity „∞“)

⇒ S∞, the set of all natural
numbers smaller than ∞ –
that is, the set of all natu-
ral numbers (which does not
include ∞ as a number).

Entailment E : The final re-
sultant state („∞“) is unique
and follows every nonfinal
state

⇒ Entailment E : The set of all
natural numbers is unique
and includes every natural
number (no more, no less).

Tabelle 2.1: Konzeptuelle Konstruktion der Menge der natürlichen Zahlen mit
Hilfe der BMI Lakoff & Núñez (2000, S.174)
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2.3 Das Kontinuum der reellen Zahlen
Die Menge der reellen Zahlen schließt die Menge der natürlichen Zahlen mit ein,
ist aber im Gegensatz zu ihnen überabzählbar unendlich (→ S.35). Da die na-
türlichen Zahlen abzählbar endlich sind, kann es keine Bijektion zwischen ihnen
und der Menge der reellen Zahlen geben. Die in der Schule gelehrte Mathema-
tik beschäftigt sich nicht mit Zahlbereichen über den der rellen Zahlen10 hinaus
(Sächsisches Staatsministerium für Kultus und Sport, 2019), sodass sie sozusagen
den Höhepunkt aller im Rahmen der Schulmathematik gelehrten Zahlbereiche bil-
den. Sie umfassen neben den natürlichen Zahlen auch die ganzen Zahlen und die
rationalen Zahlen:

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R

Neben den rationalen Zahlen sind auch die algebraischen sowie die transzendenten
Zahlen Teil der reellen Zahlen – diese fügen sich aber nicht in obiges Schema ein,
sondern können als reelle Zahlen, die Nullstellen eines Polynoms sind (algebraische
Zahlen A ohne komplexe Zahlen, die Nullstellen von Polynomen sind) bzw. als alle
reellen Zahlen, die nicht Nullstelle eines Polynoms sind (Transzendente Zahlen
T = R \ A ) beschrieben werden. Ein prominentes Beispiel für eine algebraische
reelle Zahl wäre

√
2, für transzendente Zahlen sind π und e die bekanntesten

Vertreter.
Überabzählbarkeit bedeutet, dass reelle Zahlen nicht zählbar sind. Somit ist die

Menge der reellen Zahlen größer als die der natürlichen Zahlen - selbst die Menge
aller reeller Zahlen im Intervall [0, 1] ist größer bzw. mächtiger als N: „Die Unend-
lichkeit von R+ ist in präzisierbarem Sinn viel größer als die von N“ (Heuser, 2008,
S.215). Eine Möglichkeit, dies zu beweisen, stellt Georg Cantors zweites Diagonal-
argument11 dar, das besagt, dass es keine bijektive Abbildung zwischen den reellen
und den natürlichen Zahlen geben kann. Hier kommt neben der Unterscheidung
von Unendlichkeit in potentielle und aktuale Unendlichkeit (siehe Kap. 2.1.2 auf S.
28) eine neue Differenzierung zum Tragen, nämlich die zwischen abzählbarer und
überabzählbarer Unendlichkeit. Den natürlichen Zahlen (abzählbar unendlich) wird
die Mächtigkeit ℵ0 zugewiesen, wohingegen die reellen Zahlen eine Mächtigkeit von
ℵ1 (überabzählbar unendlich) haben.12 Die Kontinuumshypothese, wie der Name
es schon vermuten lässt nur eine nicht beweisbare sowie nicht widerlegbare Hypo-
these, besagt dann, dass es keine Menge gibt, deren Kardinalität bzw. Mächtigkeit
zwischen den Kardinalitäten von N und R liegt (Courant & Robbins, 2000, S.65).
Diese Hypothese wird in der Literatur vereinzelt auch als Kontinuumsproblem13

beschrieben (Klaus & Buhr, 1971b, S. 598).

10 Bis auf einige Exkurse, wie bspw. in Sachsen Wahlbereich 1 der 10. Klasse: Komplexe Zahlen

11 Für eine ausführliche Beschreibung ist die Lektüre von Courant & Robbins ( 2000, S. 62ff.)
zu empfehlen.

12 für genauere Erläuterungen siehe Jech (2007, S. 35).

13 „Das bisher nicht gelöste Kontinuumsproblem besteht in der Frage, ob es zwischen der Klasse
der abzählbaren Mengen und der von der Mächtigkeit des Kontinuums noch weitere Klassen von
Mengen gibt, oder ob jede Menge, die von höherer Mächtigkeit als die Menge der natürlichen
Zahlen ist, dem Kontinuum oder einer Menge noch höherer Mächtigkeit äquivalent ist.“ (Klaus
& Buhr, 1971b, S. 598).
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Der Weg von den rationalen Zahlen zu den reellen Zahlen, genauer den irratio-
nalen Zahlen (R\Q) kann historisch als „eine der überraschendsten Entdeckungen
der frühen griechischen Mathematiker (der pythagoreischen Schule)“ (Courant &
Robbins, 2000, S. 47) beschrieben werden. Die Pythagoreer (vgl. auch Kap. 2.1.1
auf S. 25), deren Leitspruch Alles ist Zahl ihr mathematisches Wirken maßgeblich
bestimmte, bestimmten Verhältnisse von Strecken mit Hilfe der Wechselwegnah-
me und konstatierten, dass die Welt aus solchen Verhältnissen bestehe (Bedürftig
& Murawski, 2015, S. 9ff.). Die Entdeckung inkommensurabler Strecken, die sich
nicht messen lassen wie bspw. die Diagonale eines Quadrates mit der Seitenlänge
1, setzte den ersten Schritt zum Erschließen der irrationalen Zahlen. Bedürftig
& Murawski (2015, S.12) nennen den Schritt von den rationalen zu den reellen
Zahlen über die Inkommensurabilität, besonders im pädagogischen Kontext, einen
„arithmetische[n] Offenbarungseid“ (Ebd.) – einen Schritt hin zu einer theoreti-
schen Mathematik, die nicht postuliert, dass von Anfang an alles messbar sei,
sondern den Lernenden offenbart, dass die reellen Zahlen ein Konstrukt sind, um
das Problem der Messbarkeit zu lösen: ein theoretisches Konstrukt.
Irrationale Zahlen kann man auch als Menge aller nichtperiodischen, unendli-

chen Dezimalbrüche formulieren (vgl. Courant & Robbins, 2000, S. 55). Durch
diese Definition wird schon implizit klar: Eine genaue Angabe der Irrationalzahl
als Dezimalbrüche wird aufgrund ihrer Eigenschaften nicht möglich sein, man kann
sich ihnen stets nur auf endliche Nachkommastellen hin annähern. Dies kann, be-
sonders unter dem Gesichtspunkt, dass aktuale Unendlichkeit ein für den mensch-
lichen Geist schwer zu fassendes Konzept ist, für das Verständnis reeller Zahlen
problematisch werden:

The name of a real number as an infinite sequence of digits cannot
be embraced by a human mind. Some real numbers can be described
finitely by means of an algorithm, but there are such numbers for which
it cannot be done (Chaitin 1966, Chaitin 1987, Chaitin 1997, Chaitin
2004, Trzęsicki 2006). If real numbers which are not finitely described
exist, then real numbers are not a human mind-dependent entity. Thus
the human mental experience could not be the source of acquiring the
actual infinity (of real numbers). (Trzęsicki, 2015, S. 203)
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2.4 Mathematikdidaktische Überlegungen zur
Unendlichkeit

2.4.1 Unendlichkeit im Mathematikunterricht
(schulformübergreifend)

Obwohl der Unendlichkeit in der
Mathematik eine besondere Rolle
zukommt, muss aber dennoch
festgestellt werden, dass sie im
Unterrichtsgeschehen selten bzw.
gar nicht auftaucht [...]

Schimmöller (2011, S. 180)

Wie oben bereits von Schimmöller (2011) für die gesamte BRD erwähnt, lassen
sich auch in den sächsischen Rahmenlehrplänen für das Fach Mathematik (Sächsi-
sches Staatsministerium für Kultus und Sport, 2009, 2019) keine expliziten Hinwei-
se darauf finden, dass Unendlichkeit als konkreter Unterrichtsinhalt eingebunden
werden soll. Obwohl die Unendlichkeit für die Wissenschaft Mathematik so sehr
bedeutsam ist, wird sie selten bis gar nicht im Mathematikunterricht behandelt.
Auch im angelsächsischen Raum wird Unendlichkeit in Schulen selten explizit bzw.
tiefgründig mit Mitteln der Philosophie behandelt: „even though students become
familiar with examples referring to infinity as early as in grade school, the concept
of infinity rarely gets any philosophical treatment“ (Kondratieva, 2017, S. 75). Die
Behandlung von Unendlichkeit im Unterrichtsfach Mathematik scheint marginal,
es werden lediglich Inhalte behandelt, bei denen Unendlichkeit eine fachliche Rolle
spielt (bspw. Grenzwerte, die Zahl Pi, das unendliche Weiterzählen der natürli-
chen Zahlen, periodische Dezimalbrüche, reelle Zahlen uvm.). Dies führt in spä-
teren Schuljahren mitunter zu Problemen mit den Unendlichkeit beinhaltenden
Unterrichtsgegenständen (siehe Kap. 2.4.2 auf S. 49).
Natürlich ist es nicht von der Hand zu weisen, „dass der Unendlichkeitsbegriff

durch seine Vielschichtigkeit ein sehr schwer zu fassender Ausdruck ist und die Vor-
stellungen der Probanden [mehrerer Studien, z.B. Fischbein et al. (1979), Marx
(2013)] über die Unendlichkeit auffallend defizitär sind“ (Schimmöller, 2011). Eine
Möglichkeit, dies zu kompensieren, wäre eine Einbettung des Unendlichkeitsbe-
griffs in curriculare Vorgaben (Dötschel, 2011, S. 209). Vorschläge dazu werden als
Anwendung des von ihr bereits abgewandelten Stufenmodells von Vollrath (1984)
auf Unendlichkeit (Schema in Abb. 2.1 auf S. 46 abgewandelt und selbst erstellt)14
unterbreitet.
Die für diese Arbeit exemplarisch zur Untersuchung herangezogenen Lehrpläne

der Länder Brandenburg (Ministerium für Bildung, Jugend und Sport Land Bran-
denburg, 2017) und Sachsen-Anhalt (Ministerium für Bildung Sachsen-Anhalt,
2017, 2019) bieten, wie auch der sächsische Lehrplan, Potential für ähnliche An-
knüpfungspunkte wie in Abb. 2.1 bereits in der Primarstufe, aber auch darüber
hinaus. Im Anhang kann in Tabelle 11.11 (S. 280) eingesehen werden, inwiefern

14 An der Stelle „Universität“ können auch gesonderte Lehrgänge o.Ä. aufgeführt werden.
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Stufe

Begriffsverständnis

Primarstufe Sekundarstufe I Sekundarstufe II Universität

Intuitiv/Inhaltlich

Formal/Integriert

Kritisch

„...“ wird als unendliches Weiterzählen verstanden
Existenz unendlich großer Zahlenbereich

Unterscheiden endlicher und unendlicher Mengen
Bijektionen/ 1-zu-1 Zuordnungen

Periodische Zahlen
Rechnen mit periodischen Zahlen
Phänomenologie und Paradoxa

Mächtigkeit von N
Diagonalverfahren nach Cantor
Unendlichkeit nach Cantor
potentielle u. aktuale U.

Beweis Überabzählbarkeit R
Phänomene in R

Beweis |P(A)| = 2|A|

Verständnis zur Existenz unendlich
vieler Unendlichkeiten

Mengenparadoxon
Menge aller Mengen

Banach-Tarski-Paradoxon
Axiomatische Mengenlehre

Diskussion Kontinuumshypothese
Intuitionismus vs. Konstruktivismus

Abbildung 2.1: Stufenmodell beim langfristigen Lernen von Begriffen zum Begriff
der Unendlichkeit in Anlehnung an Dötschel (2011)

das Curriculum um die von D. Dötschel vorgschlagenen Inhalte zum Unendlich-
keitsbegriff ergänzt werden könnte.15 In keinem der untersuchten Lehrpläne ließ
sich bis Klasse 10 ein Hinweis auf eine konkrete Bearbeitung des Unendlichkeits-
begriffes finden. Die in Kapitel 2.4.2 erläuterten Schwierigkeiten mit unendlichen
Prozessen an den weiterführenden Schulen lassen aber eigentlich, wie von Weigand
(2016) vorgeschlagen, nur den Schluss einer Notwendigkeit eines Propädeutikums
bereits in Primar- und Sekundarstufe I zu. Besonders hervorzuheben ist hier die
Vorgänger-Nachfolger-Relation als Anknüpfungspunkt in der Primarstufe, da man
mit wenig einfachen Änderungen in Kl. 4 bspw. den Begriff der Unendlichkeit
über die Nachfolgerfunktion implementieren könnte (es böte sich auch eine da-
mit einhergehende Betrachtung der Zahlengeraden an, die weder links noch rechts
begrenzt wird).
Im angelsächsischen Raum gibt es einige Untersuchungen, in welchen konkre-

te Gespräche zur Unendlichkeit (meist mit Erwachsenen Proband*innen) geführt
und ausgewertet wurden. So befanden beispielsweise Movshovitz-Hadar & Hadass
(1990) die Arbeit mit Paradoxien als einen Anstoß für kognitive Konflikte, welche
auch zu einer Art epistemischer Neugier führen können (S. 266). Aufgegriffen und
auf Unendlichkeit übertragen wurde dieser Ansatz von Mamolo & Zazkis (2008).
Insgesamt ist die Forschung zur Unendlichkeit in der Mathematikdidaktik stark

auf weiterführende Schulen und Universitäten beschränkt. Hierbei spielen vor allem
Grenzwerte, aber auch geometrische und mengentheoretische Fragen eine Rolle. In

15 Inhalte, zu denen keine Entsprechung in einem der Lehrpläne gefunden wurde, wurden
ausgelassen. Die Tabelle beschränkt sich auf die Schulbildung bis Klasse 10 - der horizontale
Doppelstrich trennt Intuitiv-Inhaltlich verständliche Begriffe von denen, die Formal-Integriert
verstanden werden können
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Tabelle 2.2 kann der aktuelle Forschungsstand zum Thema, angelehnt an die von
Krátká et al. (2021, S. 2) gelieferte Übersicht, nachvollzogen16 werden.

Schlagwort Quelle Kurzbeschreibung der Inhalte
Bauer (2011) Die Mehrheit (70 Prozent) der Schü-

ler*innen bevorzugt 0, 9 < 1 gegenüber
0, 9 = 1

Struktur
von Zahlen-
bereichen

Ely (2010) Vorstellungen der Schüler*innen von der
(reellen) Zahlengeraden beinhalten so-
wohl Infinitesemalien als auch unendlich
große Größen und können als Konzepte
der Nonstandard-Analysis gelesen wer-
den

Katz & Katz (2010) Betrachtungen auf theoretischer Ebene
der Nonstandard-Analysis zum Thema
0, 9 < 1 mit Hilfe von Infinitesemalien

Singer & Voica (2008) Quasilängsschnittstudie (Kl. 1-5); Vor-
stellung der Kinder ändert sich von Kl.
1 zu Kl. 5; Unterscheidung zwischen pri-
märer und sekundärer Vorstellung von
Unendlichkeit; Unterscheidung zwischen
prozessualer, topologischer und spiritu-
eller Vorstellung von Unendlichkeit

Funktionen
und
Grenzwert-
prozesse

Juter (2006) Vergleich historischer Vorstellungen des
Grenzwerts mit dem von Studienanfän-
ger*innen; besonders bezogen auf das
Erreichen eines Grenzwertes gibt es die-
selben kritischen Bereiche sowohl bei
den Student*innen als auch im Verlauf
der Geschichte des Grenzwertes

Liu & Niess (2006) Pre-Posttest-Design; Intervention mit
historischer Aufklärung zu mathe-
matikhistorischen Problemfeldern;
Proband*innen der Versuchsgruppe
konnten ihren Fokus von Mathematik
als Objekt hin zum Prozess verschieben,
dachten kreativer, vorstellungsreicher
und logischer über Mathematik nach

Monaghan (2001) Statische und dynamische Kontexte zur
Unendlichkeit, Unendlichkeit als Pro-
zess vs. Unendlichkeit als Objekt

Geo-
metrischer
Kontext

Fischbein (2001) Zenons Pfeil-Paradoxie, Ableitungsbe-
griff als Ergebnis einer unendlichen An-
näherung, Geraden als Punkt - oder
Streckenmenge, tacit models der Unend-
lichkeit

16 Schlagworte und Literaturangaben wurden angelehnt an Krátká et al. (2021) übernommen,
Kurzbeschreibungen der Inhalte wurden selbstverständlich nach Sichtung der Literatur selbst
erstellt.
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Schlagwort Quelle Kurzbeschreibung der Inhalte
Jirotková & Littler (2004) Untersuchung, welche Vorstellungen

Studierende des (Grundschul-)Lehramts
zu unendlichen Geraden haben; oftmals
wurde nicht explizit über Unendlichkeit
gesprochen

ausgewählte
eigene Er-
gänzungen,
geordnet
nach Jahr

Fischbein et al. (1979) Unterscheidung zwischen praktischen
Prozessen und theoretischer Unendlich-
keit, die Intuition von Unendlichkeit
ist eher eine der potentiellen Unend-
lichkeit, weil aktuale Unendlichkeit für
den menschlichen Geist eher wider-
sprüchlich ist; Intuition der Unendlich-
keit tritt ab 12-13 Jahren auf und es
findet kein Entwicklungsprozess statt,
auch vermehrter Mathematikunterricht
(ohne Bezug zu Unendlichkeit) ist z.T.
sogar eher nachteilig

Tirosh & Tsamir (1996) Ausführen zweier Repräsentationsebe-
nen des Umgangs mit der Gleich-
mächtigkeit zweier Mengen: numerical-
horizontal und numerical-vertical. Bei
10.- bis 12.-Klässlern wurden vor allem
numerisch explizite oder geometrische
Begründungen zur 1-zu-1-Zuordnung
der Elemente der gleichmächtigen Men-
gen gefunden

Tsamir & Tirosh (1999) Reflexionen über die Kardinalitäten
zweier unendlich großer Mengen, Aus-
einandersetzen mit der eigenen wider-
sprüchlichen Position zum Thema durch
Schüler*innen weiterführender Schulen;
Rolle der Bijektion bei gleich mächtigen
unendlichen Mengen

Hannula et al. (2006) Quantitative (Quasi)-
Längsschnittstudie über 2 Jahre;
Qualitativer Querschnitt; beides zu
Vorstellungen von Unendlichkeit von
Schüler*innen Kl. 5–8; meist Vorstel-
lungen von potentieller Unendlichkeit,
in 5. und 7. Klasse noch kaum Konzepte
von Unendlichkeit vorhanden

Pehkonen et al. (2006) Unendlichkeit der natürlichen Zahlen
sowie potentielle Unendlichkeit können
wesentlich früher von Schüler*innen ver-
standen werden als die Dichtheit der ra-
tionalen Zahlen und aktuale Unendlich-
keit
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Schlagwort Quelle Kurzbeschreibung der Inhalte
Przenioslo (2006) Schwierigkeiten beim Umgang mit

dem Grenzwert von Jugendlichen und
Studierenden, analysiert nach concept
image und concept definition (Tall &
Vinner, 1981) sowie types of intellect
(Jung, 2016)

Kahn et al. (2011) Nutzung von Computersimulationen
und Programmierübungen zur Erkun-
dung der Kardinalitäten unendlich
großer Mengen

Marx (2013) Kognitionspsychologische Betrachtung
des Umgangs von Schüler*innen mit un-
endlichen Prozessen; dynamische Prä-
gung des concept image; Betrachtung
des Grenzwertes im Kontext von Folgen,
um die personal concept definition zu ei-
ner formal concept definition zu über-
führen

Kidron & Tall (2014) Potentielle Unendlichkeit als Prozess
und aktuale Unendlichkeit als Grenz-
wert; Schüler*innen der 11. Klasse (high
school) beschäftigen sich mit dem Ob-
jektstatus des Grenzwertes, etwa die
Hälfte lehnt diesen ab und sieht den
Grenzwert im Werden, nicht im Sein.

Date-Huxtable et al.
(2018)

Untersuchung von 22 Referendar*innen,
die Unendlichkeit sowohl als real concept
als auch als abstract concept formulier-
ten; was ihnen laut den Autor*innen po-
tentiell helfen könnte, endliche und un-
endliche Modelle der Welt besser unter-
scheiden zu können

Chu et al. (2020) Untersuchung mit Kindergartenkindern
zum unendlichen Weiterzählen und zur
Nachfolgerfunktion. Kinder mit einer
klaren Zahlbildungsregel erkennen eher,
dass es kein Ende der Zahlen gibt als
jene ohne klare Strategie beim Zählen

Tabelle 2.2: Kurzübersicht zum aktuellen, schulformübergreifenden
Forschungsstand bzgl. Unendlichkeit

2.4.2 Kontinuum und Grenzwerte: Unendlichkeit an den
weiterführenden Schulen

In der Sekundarstufe II tritt die implizite Behandlung von Unendlichkeit im schuli-
schen Kontext besonders in Erscheinung. Differenzierbarkeit wird über die Existenz
eines Differentialquotienten, also eines Grenzwertes, definiert. Mangoldt & Knopp
(1966) erläutern den Grenzwert folgendermaßen:
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Wenn eine Zahlenfolge (xn) zu einer bestimmten Zahl ξ in der Bezie-
hung steht, daß die Folge

(xn − ξ)

eine Nullfolge ist, so sagt man die Folge (xn) konvergiere oder sie sei
konvergent; die Zahl ξ nennt man den Grenzwert oder den Limes
dieser Folge und sagt auch, die Folge strebe gegen ξ oder ihre Glieder
näherten sich dem Wert ξ (S. 459)

An dieser Stelle wird der Grenzwert nicht zwingend qua Unendlichkeit definiert,
denn es gibt sowohl endliche als auch unendliche Folgen. Beim Differentialquotien-
ten (in der üblichen Form) ist allerdings eine Annäherung zum unendlich Kleinen
unabwendbar, da die Abstände zwischen den Sekanten sich so weit unendlich ver-
kleinern, bis die Tangente an der Stelle x0 erreicht wird:

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

= f ′(x)

Über den oben gezeigten Differentialquotienten wird in Deutschland normalerwei-
se in Klasse 11 als eine Variante der Einführung der Ableitung genutzt (Greefrath
et al., 2016, S. 156). In der oben angebrachten Definition nach Mangoldt & Knopp
(1966) wie auch im konventionellen Verständnis wird deutlich, dass „der Grenz-
wert [...] in der Regel kein Bestandteil der Folge [ist], er ist vielmehr die ideale
Ergänzung (deren Existenz durch die Vollständigkeit der reellen Zahlen gesichert
ist)“(vom Hofe, 1998, S.269). Dies stelle für die Lernenden oftmals eine „gedankli-
che Herausforderung“ dar, auch da der Grenzwert oftmals andere mathematische
Eigenschaften als die Folgenglieder haben kann - eine Folge rationaler Zahlen kann
beispielsweise eine irrationale Zahl zum Grenzwert haben (vom Hofe, 1998, S.269).
Ein weiteres Beispiel für einen Grenzwert, der andere Eigenschaften als seine Fol-
genglieder hat, wäre die Folge 1

n mit dem Grenzwert 0:

Imagining or perceiving the limit is difficult because the limiting object
may not possess all properties of each individual term of the infinite
sequence. For example, 1

n is positive for all n > 0 but the limit as n
goes to infinity is zero; so it does not have this property of the indidual
terms. (Kondratieva, 2017, S. 79)

Oder, wie in einem prominenten Beispiel aus der Sekundarstufe I, kann eine na-
türliche Zahl ein Grenzwert einer Folge rationaler Zahlen sein (die Folge 9

10n mit
n ∈ N \ 0 konvergiert gegen die natürliche Zahl 1). Ein Beweis der Gleichheit der
Summe aller Folgenglieder und des Grenzwertes (also 09 = 1) kann im Rahmen
der Standard-Analysis über die Konvergenzregeln geometrischer Reihen geführt
werden oder auch über einen Widerspruchsbeweis. Viele Schüler*innen haben mit
der Vorstellung, 0, 9 sei so groß wie 1, starke Probleme. Bauer (2011) stellte Schü-
ler*innen die Frage, ob 0, 9 = 1 oder 0, 9 < 1. Die Mehrheit (70%) sprach sich für
die letzte Variante aus. Eine Wiederaufnahme dieser Befragung durch Bedürftig
(2013) im Querschnitt Lehramsstudierender ergab sogar knapp über 90% für die-
selbe Antwort (Bedürftig & Murawski, 2015, S. 389). Beides zeigt auf, dass die in
der Schule unterrichtete Gleichheit beider Terme „die Mehrzahl der Schüler nicht
lernt oder lernen will, was sie lernen soll“ (Bedürftig & Murawski, 2015, S. 389).
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Auch in Polen gab es eine ähnliche Studie, bei welcher sich ebenfalls der Großteil
der Proband*innen gegen eine Gleichheit der beiden Zahlen aussprach – selbst
nach ausführlicher Erläuterung geometrischer Reihen, derer Grenzwerte und des
Grenzwertes der Reihe 0.9 bzw. 0.9 + 0.09 + 0.009 + ... (Przenioslo, 2006). Trotz
der Schulung bezüglich des Grenzwertes befanden viele Befragte, dass die Zahlen
nicht gleichzusetzen seien:

The majority of examinees (especially practicians and intuitionists)
revealed the conviction that the numbers 0.999... and 1 differ from each
other. They upheld it although they knew the algorithms of converting
infinite decimal and periodical fraction into common fraction.[...] They
believed, however, that ‚in fact these numbers are not equal but it is
impossible to determine the difference‘. They thought that ‚only in
mathematics it is assumed that the numbers are equal‘. (Przenioslo,
2006, S. 134)

Auch wenn es sich an dieser Stelle für manche Mathematiker*innen um eine reine
Spitzfindigkeit handeln dürfte, so möchte ich doch anmerken, dass der Autor oben
genannter Studie auch nicht zwischen der Gleichheit von Zahlen (’numbers’) und
der Gleichheit einer Reihe mit ihrem Grenzwert (’limit’) oder der Existenz eines
Grenzwertes zu einer Reihe unterscheidet. Die geometrische Reihe 0.9 + 0.09 +
0.009 + ... hat den Grenzwert 1, die Gleichheit der Reihe mit ihrem Grenzwert
ist dadurch aber nicht unmittelbar gegeben und vielleicht auch der Ursprung des
Verständnisproblemes der Proband*innen.
In Anlehnung an Tall & Vinner (1981) wurde auch im Rahmen dieser Disserta-

tion 2019 eine explorative Erhebung mit 72 Studierenden (Lehramt Grundschule
ohne studiertes Fach Mathematik) der Universität Leipzig durchgeführt. Da die-
se Erhebung nicht den Kern der empirischen Untersuchungen dieser Dissertation
ausmacht, werden im Folgenden kurz quantitative Ergebnisse und qualitative Auf-
fälligkeiten erwähnt, aber nicht tiefgreifend ausgeführt.
Erhoben wurde mit Hilfe eines Fragebogens im Rahmen der Lehrveranstaltungen

der Grundschuldidaktik Mathematik. Es nahmen insgesamt 72 Studierende teil,
davon waren 63 weiblich, 6 männlich und eine Person divers. Bei zwei Personen
fehlte die Angabe zum Geschlecht. Die Befragten waren zwischen 19 und 36 Jahren
alt, wobei die Mehrzahl (48 Personen) zwischen 20 und 22 Jahren alt war.
Die ersten beiden Fragen des Fragebogens (bis auf die soziografischen Daten,

die vorab abgefragt wurden) können in Abb. 2.2 eingesehen werden.
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Abbildung 2.2: Ergebnisse der ersten zwei Fragen des Fragebogens der Studentin
SAE08

Bei der ersten Frage wurden drei Antwortoptionen gegeben (0, 9 < 1, 0, 9 = 1 und
0, 9 > 1). Die dritte Option wurde mit ausgewählt (obwohl fachlich nicht nahelie-
gend), um alle Arten der Beziehungen zwischen 0, 9 und 1 auszudrücken. 68 von
72 Befragten wählten die erste Option, also 0, 9 < 1. Dies bestätigt bereits erho-
bene Daten aus anderen Erhebungen (Bauer, 2011; Bedürftig & Murawski, 2015;
Tall & Vinner, 1981). Vier Personen wählten die Option 0, 9 = 1. Anschließend
an die Auswahl der drei Optionen wurden die Befragten um eine Begründung ih-
rer Antwort gebeten. Die Begründungen weisen entweder einen recht statischen
und auf ein Verständnis von aktualer Unendlichkeit hinweisenden Eindruck auf
(bspw. schreibt die Studentin ASA02: „0,99999.. wird immer kleiner bleiben als 1,
weil ein Mü zur 1 fehlt [...]“)oder einen dynamischen, der als Begründung im Kon-
text potentieller Unendlichkeit gesehen werden kann (bspw. schreibt die Studentin
ELL06SE: „0, 9 nähert sich der 1, erreicht diese aber nicht“). Eine vollständige
Liste dieser Begründungen mit ihren Codierungen kann im Anhang auf S. 258
eingesehen werden.

Die Schwierigkeiten, die bei der Gleichsetzung einer Folge und ihres Grenzwertes
für das intuitive Verständnis von Mathematik entstehen, kann man im Fall von 0, 9
im Bereich der Non-Standard-Analysis vermeiden. Das, was im klassischen Wider-
spruchsbeweis für die Gleichheit sprechen soll (Belegung eines kleinen Epsilons,
welches zwischen der Folge und ihrem Grenzwert liegen soll und dann Termumfor-
mungen), führt bei den Non-Standard-Mathematiker*innen eher zu einem besseren
intuitiven Verständnis: Hier wird aber der unendlich kleine Wert auch nicht mit
einer rationalen Zahl belegt, was m.E. auch ein Fehler im Widerspruchsbeweis ist.

Die Autoren Baumann & Kirski (2017) sprachen sich 2017 für eine Analysis mit
hyperrellen Zahlen aus – „viele Schülerinnen und Schüler [haben] das Wesen des
Grenzwertes nicht verstanden [...]“ (Baumann & Kirski, 2017, S. 15). Konzeptio-
nelle Vorarbeiten zur Analysis mit hyperrellen Zahlen an Schulen leisteten sie und
andere bereits in den 1990er Jahren (Baumann et al., 1995; Steinig et al., 1995a,
1995b, 1995c). Auch im angelsächsischen Raum gab es ähnliche Bemühungen (vgl.
bspw. Harnik (1986)).
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Weigand (2016) macht einen Vorschlag zur Lösung dieses Problems (Anreiche-
rung des Konzeptes des propädeutischen Grenzwerts) und bestätigt ebenso die
Notwendigkeit einer tieferen Beleuchtung von Unendlichkeit (und Grenzwerten)
im Mathematikunterricht:

Sowohl die Entwicklung des Grenzwertbegriffs in der Mathematik als
auch stoffdidaktische Analysen zu den grundlegenden fachlichen Ide-
en im Zusammenhang mit Grenzwertbegriff und schließlich didaktische
Analysen zum Unterrichten dieses Begriffs an Universitäten und Schu-
len im letzten Jahrhundert zeigen, dass für den Aufbau von Vorstel-
lungen über das Unendliche im Sinne von nachvollziehbaren mentalen
Handlungen diskrete Überlegungen und Denkweisen unerlässlich sind.
[...] In einem verständnisorientierten Unterricht sollte und muss für ei-
ne derartig vertiefte Begriffsentwicklung genügend Zeit vorhanden sein.
(Weigand, 2016, S. 152f.)

Kondratieva (2017, S. 79) schlägt zudem für ein tieferes und besseres Verständ-
nis des Grenzwertes eine philosophische Beschäftigung mit der Unterscheidung in
potentielle und aktuale Unendlichkeit vor: „However, such formal definitions and
methods would have more meaning for students if they were supported and justi-
fied by prior philosophical considerations [...]. In particular it would be beneficial to
our students to understand the distinction between potential and actual infinities
[...]“ (Kondratieva, 2017, S. 79). Eine solche Unterscheidung müsste im Rahmen
eines etablierten Philosophierens im Mathematikunterricht eingebracht werden,
in welchem die Schüler*innen bereits mit der Beschäftigung mit historischen und
philosophischen Aspekten der Mathematik vertraut sind (Ebd.).

2.4.3 Unendlichkeit in der Grundschule

Der Umgang mit dem
Unendlichen: Dieser beginnt
bereits in der Grundschule mit der
Feststellung, dass die Reihe der
natürlichen Zahlen nicht abbricht.

Hefendehl-Hebeker (2019, S. 41,
Herv. i. O.)

In der Grundschule begegnen die Schüler*innen bereits sehr oft implizit dem Begriff
der Unendlichkeit (siehe auch im Epigraph oben). Schon in der ersten Klasse,
nämlich bei der Einführung der natürlichen Zahlen (siehe auch Kapt. 2.2 auf S.
40), bringt der Akt des Weiterzählens ohne mögliches Ende die erste Vorstellung
von der Unendlichkeit der natürlichen Zahlen mit sich (vgl. auch Singer & Voica,
2008, S. 189). Dies muss sich natürlich nicht auf die Grundschule beschränken, auch
bereits vor der ersten Klasse kommen Kinder im Sinne des Zählens schon implizit
in Kontakt mit Unendlichkeit (Lappan & Wheeler, 1987). Explizit gibt es kaum
curriculare Vorgaben und insbesondere wenig Forschung zum Unendlichkeitsbegriff
in der früheren mathematischen Bildung: „Finally, it seems that very little research
has been done in schools on this topic [...]. This is something that urgently needs
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to be done“ (Holton & Symons, 2021, S.437). Da sich im Bereich Unendlichkeit
in der Grundschule eine große Forschungslücke auftut, kann in diesem Kapitel
wenig auf bestehende Literatur zurückgegriffen werden. Mit der Beschreibung von
Gedankengängen und Analysen wird versucht, dies zu kompensieren.
Das Weiterzählen, also der erste implizite Kontakt mit der Unendlichkeit, kann

zum Aspekt der potentiellen Unendlichkeit geordnet werden; die Vorstellung ei-
ner unendlich großen Zahlenmenge zur aktualen Unendlichkeit. Das Unendliche
im eigentlichen Sinne, also als Produkt und nicht als Prozess kann nur verstan-
den werden, wenn auch die Unterscheidung zwischen potentieller und aktualer
Unendlichkeit zum Tragen kommt – denn aktuale Unendlichkeit „is infinity con-
ceptualized as a realized ‘thing‘ “ (Lakoff & Núñez, 2000, S. 158). Es mag auf der
Hand liegen, hierfür auch die BMI von Lakoff & Núñez (2000, vgl. auch S. 42
dieser Arbeit) didaktisch aufzuarbeiten und so ein Propädeutikum in der Grund-
schule zu etablieren. Dies ist aufgrund der Komplexität des Vorgehens und auch
der untersuchten Inhalte und Beispiele (bis auf die natürlichen Zahlen) allerdings
eine enorme Herausforderung. Eine solche didaktische Reduktion kann m.E. nur
bedingt gelingen.
Holton & Symons (2021) geben einige konkrete Beispiele an, bei welchen Stel-

len bereits in der Grundschule implizit Unendlichkeit enthalten ist und explizit
mit aufgegriffen werden könnte. Für die Geometrie führen sie beispielsweise Frak-
tale und projektive Geometrie als Beispiel an (S. 438f). Weiterhin beschäftigen
sie sich mit unendlichen Dezimalzahlen (periodisch und nicht-periodisch, S. 441f.)
sowie mit Unendlichkeit in der Algebra und Stochastik. Wie auch in dieser Ar-
beit für manche Bundesländer Anknüpfungspunkte zur Unendlichkeit erarbeitet
wurden (vgl. Tabelle 11.11 im Anhang auf S. 280), so erstellen auch Holton &
Symons (2021) eine tabellarische Übersicht zu den Anknüpfungspunkten bzw. im-
plizit enthaltener Unendlichkeit im australischen Curriculum („links to the infi-
nite“, S. 441f.). Außerdem stellen sie fest, dass Schüler*innen oft die Inhalte, in
denen Unendlichkeit implizit enthalten ist, mit ihrer Intuition des Unendlichen ver-
knüpfen. Eine explizite Betrachtung der implizit enthaltenen Unendlichkeit ist an
solchen Stellen vorteilhaft. Der daraus resultierende Denkprozess wird von Holton
& Symons (2021) als infinity-based-thinking bezeichnet:

This is the thinking that occurs in any mathematical content area
where an individual’s understanding of the mathematical concept will
be deepened through linking to, and synthesising their understanding
of, the infinite. (Holton & Symons, 2021, S.436f.)

Die angeführten Beispiele sind im deutschen Curriculum allerdings größenteils
nicht für die Grundschule geeignet, hier wäre exemplarisch das unendliche Wei-
terzählen zu nennen.
Des Weiteren bekräftigen sie die Rolle der Lehrkräfte und vor allem deren Vor-

bildung beim Unterrichten von Unendlichkeit. Insbesondere bei der in der Grund-
schule vorrangig mitgedachten und implizit enthalten potentiellen Unendlichkeit
muss die Lehrkraft über die Besonderheit dieser Unendlichkeit im Werden unter-
richtet sein und die Abgrenzung zur aktualen Unendlichkeit verstanden haben:



2 Theoretische Betrachtungen zur Unendlichkeit 

Consequently at least a knowledge of the universality of potential infi-
nity in the mathematical curriculum is of value in supporting students’
learning. Hence, we would advocate that teachers learn what potential
infinity is and how it may be applied. We suggest that the examples
of this paper provide a basis for their knowledge and that includes a
feeling of the infinite or actual infinity. (Holton & Symons, 2021, S.
448)

Mit Blick auf die in Kap. 2.4.1 präsentierten Inhalte auf der intuitiv-inhaltlichen
Stufe (vgl. Abb. 2.1) eignet sich, wie auch oben beschrieben, das unendliche Wei-
terzählen in der Grundschule m.E. als beste Basis für eine explizite Beschäftigung
mit Unendlichkeit. Dafür müssen die Lehrkräfte aber auf der formal/integrier-
ten sowie kritischen Stufe des Begriffsverständnisses insofern geschult sein, dass
sie über die axiomatische Mengenlehre, die Unterscheidung zwischen potentieller
und aktualer Unendlichkeit sowie die Mächtigkeit von N in didaktisch reduzierter
Form diskutieren und Gedankengänge der Kinder dementsprechend weiterentwi-
ckeln und aufgreifen können. Während die Kinder noch nicht über die sprachlichen
Mittel für eine formal-theoretisch-mathematische Diskussion oder Auseinanderset-
zung verfügen, können die Lehrkräfte aufgrund ihres Hintergrundwissens bestimm-
te Bedeutungsfragmente aus den intuitiven Auseinandersetzungen der Kinder auf
der intuitiv/inhaltlichen Ebene aufgreifen und somit eine vertiefte Auseinander-
setzung mit Unendlichkeit anregen. Meinem Kenntnisstand zufolge wird ein solch
theoretisches Fundament in den Curricula der Universitäten für die Ausbildung
von Grundschullehrer*innen nicht vorgeschrieben, aber mancherorts umgesetzt.
Vereinzelt gibt es Veröffentlichungen von unterrichtspraktisch forschenden Wis-

senschaftler*innen, die aber z.T. auch von fünften Klassen (in Berlin/Brandenburg
noch Grundschule) und nicht in der Spanne von Klasse 1-4 berichten. Entgegen
der Aussage von Hannula et al. (2006), dass Schüler*innen der fünften Klasse
‚keine Ahnung‘ von Unendlichkeit haben („In the fifth grade most students have
no clue of infinity, and the situation is not much better in the seventh grade“
(Hannula et al., 2006, S. 333)), berichten Dominguez et al. (2023) begeistert von
einem Versuch, über die Unendlichkeit des Raumes im Mathematikunterricht mit
Kindern zu philosophieren. Tall (2001) berichtet von seinen sehr tiefgründigen
Gesprächen mit seinem siebenjährigen Sohn Nic, der glaubt, eine Zahl erfunden
zu haben, die größer als die Unendlichkeit ist.
Reinhold & Poltersdorf (2015) erläutern im deutschsprachigen Raum eine unter-

richtspraktische Erkundung in einer vierten Klasse zur Frage, wie viele Sandkörner
den Strand vor den Toren vor Syrakus bilden und regen darüber hinaus auch zum
Nachdenken über Unendlichkeit an (S. 49).



3. Philosophieren im
Mathematikunterricht

Was erwartet Sie in diesem Kapitel?

Zunächst sollen allgemeine Vorteile des Einbindens philosophischer Inhalte
und Methoden erläutert werden. Dabei werden zunächst Kerngedanken des
Programms Philosophy for Children und dessen Effekte anhand ausgewähl-
ter Studien vorgestellt. Anschließend wird dialogisches Lernen sowie Phi-
losophieren als Unterrichtsprinzip ausgeführt. Weiterhin folgt ein Kapitel
zu den Vorteilen des Einbindens philosophischer Inhalte in den Mathema-
tikunterricht. Im selben Kapitel wird auch das Programm Philosophy for
Children adapted to Mathematics erläutert. Daraufhin folgen mit dem 5-
Finger-Modell, dem Bonbon-Modell und den neo-sokratischen Gesprächen
ausgewählte Methoden und Prinzipien des Philosophie- und Ethikunter-
richts.

Und warum ist das wichtig für die Arbeit?

Das Philosophieren mit Kindern (P4C, PmKJ, P4CM) und dessen grundle-
gende Forderungen wurden zur Erstellung der Unterrichtsdesigns als grund-
legend erachtet. Da auch in der vorliegenden Studie im Mathematikun-
terricht philosophiert wird, sollte der diesbezügliche Forschungsstand um-
rahmt werden. Die ausgewählten Methoden und Prinzipien kamen z.T. in
den Unterrichtsdesigns, z.T. aber auch beim Rekonstruieren der Interak-
tionen zum Einsatz.
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3.1 Vorteile des Einbindens philosophischer Inhalte
und Methoden (allgemein)

3.1.1 P4C – Philosophy for Children
Die von Piaget im Rahmen seiner Theorie der kognitiven Entwicklung von Kindern
konstatierte These (konkrete Denkoperationen sind erst in der Phase der konkre-
ten Operationen möglich) lässt darauf schließen, dass Kinder bis zu einem Alter
von 7–11 Jahren nicht in der Lage sind, philosophische Gedankengänge zu ent-
wickeln (Pritchard, 2017). Der Philosoph Gareth Matthews kritisierte dies scharf:
im Gegenteil, Piaget verfehle eben jene Gedankengänge und deren Manifestierung
bei den Kindern zu erkennen (Pritchard, 2017). So fand er bereits bei Kindern im
Kindergartenalter tiefgreifende Überlegungen:

TIM (about six years), while busily engaged in licking a pot, asked,
‘Papa, how can we be sure that everything is not a dream?‘ (Matthews,
1980, S. 1)

Das von Lipman (2010) in Replik auf die von ihm als mangelhaft wahrgenomme-
nen Argumentationsfähigkeiten seiner Mitmenschen entwickelte Programm P4C
(kurz für Philosophy for Children, mittlerweile steht das C auch für Communi-
ties und Colleges) greift solche Gedankengänge auf. Mit Hilfe speziell geschulter
Lehrkräfte und Schulungsinstitutionen sollen philosophische Gespräche auch an
Grund- und weiterführenden Schulen Bestandteil des Unterrichtes oder komple-
mentär zum Curriculum als zusätzliche Stunden eingeführt werden. Dabei sind
seit der Entstehung des Programmes vor über 35 Jahren viele positive Nebenef-
fekte des Philosophierens mit Kindern nachgewiesen worden: es ist Paradebeispiel
für authentische Partizipation der Kinder (Todd, 2007), Veränderung des Klassen-
raums hin zu einem Raum der Erforschung, der Exploration und des Hinterfragens
(Mcguinness, 2005), Aufbrechen von ideologischem Gedankengut (Vansieleghem,
2005) und Förderung logisch-kritischen Denkens (Barrow, 2010). Die Rolle des*der
Lehrer*in als Autorität rückt in den Hintergrund, im fördernd-sokratischen Ge-
spräch (siehe auch Kap. 3.3.3 auf S. 65) fungiert er*sie lediglich moderierend.
Nach Hörburger (2023) können philosophische Gespräche außerdem das Potenzial
haben, die Empathiefähigkeit der Teilnehmer*innen zu fördern.
Heute steht P4C für eine vielfältige Anzahl an Programmen, die es sich je-

weils zum Ziel gesetzt haben, Kindern nicht lediglich philosophische Begriffe bzw.
Theorien nahezubringen, sondern sie vor allem zum Philosophieren zu animieren
(Schaffalitzky de Muckadell, 2013, S. 176). Im deutschen Sprachraum wird dafür
oft die Abkürzung PmKJ (Philosophieren mit Kindern und Jugendlichen) heran-
gezogen (so bspw. bei Nevers, 2005).
Exemplarisch sei an dieser Stelle auf die Ergebnisse von Daniel (2008) hingewie-

sen, welche in einem Mixed-Methods-Design mit Hilfe einer Pre-Posttestung eine
Steigerung der „argumentative[n] Kompetenz und [der] diskursive[n] Partizipati-
on von Grundschulkindern“ (Tiedemann, 2011, S.161) herausarbeiten konnte. Für
diese Arbeit besonders relevant ist der Punkt der argumentativen Kompetenz, die
Daniel (2008) in drei Kategorien einteilt: Simple Answers, Lower-Order-Thinking
(LOT) und Higher-Order-Thinking (HOT) (Daniel, 2008, S. 38). Im Pretest konnte
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nach der Analyse der Transkripte lediglich ein Anteil von 9% HOT herausgearbei-
tet werden, während im Posttest nach dem wöchentlichen Unterricht im Philoso-
phieren über ein Jahr hinweg ein Anteil von 35% HOT ausgemacht wurde (Daniel,
2008, S. 39). Wie Tiedemann (2011, S.164) anmerkt, fehlen der Studie allerdings
Vergleichsgruppen, „um zu belegen, dass eine vergleichbare Lernprogression in an-
deren Gruppen ohne Intervention nicht stattgefunden hat“.

3.1.2 Dialoge im Unterricht, dialogisches Lernen
Relevant ist auch die Rolle des Dialogs im Unterricht, welche ca. seit den 1960er
Jahren (damals in Großbritannien) Bestandteil erziehungswissenschaftlicher For-
schung ist (Topping & Trickey, 2014). Explorative Gespräche17 bzw. Dialoge er-
möglichen oftmals die Genese kreativer Ansätze für das Lösen von Problemen
(Wegerif, 2007). Durch Fokussierung der intellektuellen Entwicklungen der Kinder
sowie Begründungen durch soziokulturelle Theorien kann Raum für Reflexionen
geschaffen werden (Wegerif, 2007). Um den Dialog dafür zu instrumentalisieren, die
Kinder auf ihre zukünftige Partizipation in der Gesellschaft vorzubereiten, wird
oftmals Habermas’ Diskursethik als Anlass für einen teilnahmeunterstützenden,
transformativen pädagogischen Ansatz gesehen (Deakin Crick & Joldersma, 2007).
Habermas selbst stützt sich bei der Entwicklung dieser zum einen auf Kohlbergs
Theorie der Moralentwicklung und zum anderen auf psychoanalytische Ansichten
zum „Ich/ Selbst/ Ego“ (Barrow, 2010, S.63). Das Formen zukünftiger mündiger
Bürger*innen und deren Sozialisation soll beim dialogischen Lernen im Vorder-
grund stehen. Dabei kann nach Wegerif (2007) der entstehende dialogische Raum
folgendermaßen definiert werden:

a space in which different perspectives are held in tension in a way
which does not lead to resolution but produces sparks of insight, lear-
ning and creativity. (Wegerif, 2007, S.118)

Dialogisches Lernen, gerade beim Philosophieren mit Kindern, hat viele positive
Effekte. Zum Beispiel können Schülerinnen und Schüler einer Lehrkraft, die vorran-
gig offene Fragen höherer Ordnung im Klassenraum einbringt, bessere Leistungen
vorweisen als solche, deren Lehrkraft keine Fragen höherer Ordnung stellt (Red-
field & Rousseau, 1981; Samson et al., 2015). Des Weiteren erlauben offene Fra-
gen tiefere Diskussionen, durch sie können Missverständnisse im Unterricht besser
aufgedeckt werden und die Grenzen des Wissens der Diskutierenden ausgetestet
werden. Sie ermöglichen das Aufstellen neuer Hypothesen durch die Schülerinnen
und Schüler, die durch unerwartete Antworten im Dialog zu Tage treten (Cohen
& Manion, 1980). Ruf & Gallin (2014, S.11) sowie Ruf et al. (2014) fordern, mit
Blick auf die Mathematikdidaktik, eine kontinuierliche Einbindung der Lernen-
den als Dialogpartner*innen und Subjekte in einer stetigen Wechselwirkung mit
der ebenso als Subjekt wahrgenommenen und als solches behandelten Lehrperson.
Auch Höck (2015) betont die Relevanz von Interaktionen bei kollektiven Problem-
löseprozessen:

17 z.B. auch nach Winter (2016)
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Hierbei kann zum einen für das einzelne Individuum etwas Neues ent-
stehen, indem im Austausch mit dem Interaktionspartner ein zuvor
nicht realisierter Aspekt ,bewusst’ wird, der von anderen Beteiligten
bereits erschlossen wurde. Zum anderen kann die gemeinsame Her-
vorbringung einer Problemlösung auch für das Kollektiv etwas Neues
konstruieren [...] (Höck, 2015, S. 77)

Nach Duncker (2023, S. 22) entsteht durch philosophische Dialogsituationen ein
gemeinsamer Austausch, welcher es Kindern und Jugendlichen durch die offene At-
mosphäre des Dialogs auf flachen Hierarchien ermöglicht, auch ihre eigenen Fragen
hervorzubringen. Somit kann ein dialogisches Lernen zum Austausch auf Augen-
höhe und Wissenszuwachs ohne Bewertungssituationen führen. In Abgrenzung an
tradierte Unterrichtspraxis stellt Duncker (2023, S. 32) weiterhin fest, dass das
dialogische und diskursive Prinzip insbesondere beim Philosophieren mit Kindern/
Jugendlichen dafür sorgen kann, dass „Kinder und Jugendliche nicht als Objekte
der Belehrung, sondern als Subjekte und Mitgestalter aktiver Weltaneignung und
kritisch-konstruktiver Verständigung“ verstanden werden können. Raupach-Strey
(1998) betont ebenfalls die Bedeutung dialogischen Arbeitens beim Philosophieren
mit Kindern:

Damit hat sich ein weiterer Vorzug der dialogisch-diskursiven Ausein-
andersetzung mit Sinn- und Wertfragen gezeigt: Die Einsichten, die
in einem Prozeß gemeinsamer Anstrengung gefunden und persönlich
angeeignet wurden, versprechen am ehesten, tragfähig zu sein für die
Zukunft: Sie tragen zur Persönlichkeitsstabilisierung ebenso bei wie zur
Widerstandsfähigkeit gegen ideologische oder weltanschauliche Verfüh-
rungen. (Raupach-Strey, 1998, S. 666f)

3.1.3 Philosophieren als Unterrichtsprinzip
Das Paradigma, dass das Philosophieren auch als ein allgemeindidaktisches Un-
terrichtsprinzip angesehen werden kann, haben vor allem die Autorinnen Kerstin
Michalik und Barbara Brüning geprägt. Beide Autorinnen beziehen sich hierfür
auf das P4C-Programm (Lipman, 2003, 2010; Matthews, 1980). Für erstere be-
deutet Philosophieren nicht lediglich, sich im historisch-kanonisierten Kontext mit
den Aussagen berühmter Philosoph*innen zu beschäftigen, sondern darüber hin-
aus auch in anderen Fächern durch die Wissenschaft nicht klärbare bzw. noch
nicht aufgeklärte Fragen gemeinsam mit Kindern zu erörtern:

Philosophieren ist nach diesem Ansatz etwas anderes als das Nachvoll-
ziehen der Gedanken großer Philosophen und Philosophinnen, etwas
anderes als die Beschäftigung oder Auseinandersetzung mit Problemen,
Fragen und Antwortversuchen aus der Geschichte der Philosophie, wie
es im Philosophieunterricht weiterführender Schulen der Fall ist. Es
handelt sich um das gemeinsame Nachdenken über offene Fragen und
ungelöste Probleme, die mit den uns verfügbaren Instrumenten der
Wissenschaft nicht abschließend zu klären sind. (Michalik, 2005, S. 15)

Weiterhin ist das Philosophieren bzw. die Philosophie und ihre Methoden nicht
nur im didaktischen Rahmen, sondern auch im wissenschaftlichen Kontext ein
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methodisches Fundament (insbesondere Begriffsanalysen, Argumentationen und
Gedankenexperimente). Daher kann die Philosophie als „curriculare Grundlagen-
disziplin angesehen [werden] und deshalb [ein] fächerübergreifendes Unterrichts-
prinzip“ (Brüning, 2005, S. 60) darstellen. Philosophieren als Unterrichtsprinzip
gewährt den Schülerinnen und Schülern neue Zugänge zu den Unterrichtsgegen-
ständen und trägt zur Enttrivialisierung des Unterrichts bei (Michalik & Schreier,
2006, S. 62, 69). Für Michalik (2023, S. 48) leistet das Philosophieren mit Kin-
dern außerdem einen wichtigen Beitrag zum inklusiven Lernen, da durch den of-
fenen Umgang mit anderen Perspektiven (Denkweisen, Vorstellungen) sowie die
Förderung des sozialen Miteinanders auch offenere Formen des Lehrens und Ler-
nens entstehen können. Dies steht im Kontrast zum fachlichen Lernen, denn die
philosophischen Gespräche folgen „einer anderen Logik als der des auf die Ver-
mittlung von Wissen und Kompetenzen ausgerichteten Fachunterricht[s]“ (Ebd.).
Durch diese andere Logik kann durch angeleitete Nachdenk-Gespräche bzw. das
Philosophieren als Unterrichtsprinzip das fachliche Lernen bereichert und vertieft
werden:

Philosophische Gespräche, die sich auf Inhalte des Unterrichts bezie-
hen, stehen nicht im Gegensatz zum Wissen vermittelnden Unterricht,
sondern sie stellen auf verschiedenen Ebenen eine Ergänzung und Be-
reicherung dar. Nachdenkliche Gespräche über Fragen, auf die es keine
eindeutigen Antworten gibt, durchbrechen die glatte Oberfläche einer
Welt ohne offene Fragen, die der Unterricht in weiten Teilen vermittelt.
(Michalik & Schreier, 2006, S.69)

Im Rahmen von Nachdenk-Gesprächen können die Kinder außerdem in ihrem Re-
flexionsvermögen und in ihren Gesprächskompetenzen gefördert werden (Michalik
& Schreier, 2006, S.75). Beides sind auch in den Bildungsstandards (Kultusminis-
terkonferenz, 2004) erwähnte Desiderate an die Schüler*innen.

3.2 Vorteile des Einbindens philosophischer Inhalte
im Mathematikunterricht

Nevertheless, having a
philosophical-theoretical
framework is often critical for
students to be able to understand
the idea of formal mathematical
methods and to interpret results.

Kondratieva (2017, S. 75)

Nach Prediger (2007, S. 43) gab es bereits in den 1970er Jahren Stimmen zur
didaktischen Implementierung des Philosophierens in den Mathematikunterricht.
Wie Kondratieva (2017) im oberen Epigraph betonen auch Reinhold & Poltersdorf
(2015) betonen die Relevanz des Philosophierens und nennen zusätzlich folgende
Vorteile: Förderung prozessbezogener Kompetenzen, Erleben der Mathematik als
Geisteswissenschaft, die pluralistische Meinungen zulässt, Ergebnisoffenheit (Rein-
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hold & Poltersdorf, 2015, S. 43f.). Trotz genannter Vorschläge und einer mittler-
weile fast 60-jährigen Tradition der immer wieder auftauchenden Forderung nach
philosophischen Inhalten bzw. Methoden im Mathematikunterricht gibt es in die-
sem Feld auch heute noch kaum systematische Arbeiten. Prediger (2007, S. 45)
nennt dafür folgende Gründe: Philosophische Reflexionen werden oft als zu schwer
eingeschätzt, sie werden als Ergänzung und nicht als Teil der Mathematik an-
gesehen und widerstreben der landläufigen Meinung, Mathematikunterricht sollte
sich nur mit innermathematischen Konzepten, Theoremen und Problemlöseprozes-
sen auseinandersetzen. Viele dieser Begründungen lassen sich durch ein etabliertes
Philosophieren als Unterrichtsprinzip etwas entkräften. Vor allem sollte in der Leh-
rer*innenbildung mit folgenden Prämissen angesetzt werden: Philosophische Refle-
xionen sind nicht notwendigerweise schwierig anzuregen, ein pluralistischeres Bild
der Mathematik mit ihren Facetten sollte schon in der Lehrer*innenausbildung
propagiert werden und die Ziele des Mathematikunterrichts sollten in Hinblick auf
mathematical literacy weiter bearbeitet werden (Prediger, 2007, S. 56).

3.2.1 P4CM
Die Kerngedanken des P4C-Programmes wurden von kanadischen Forschern im
Rahmen eines P4CM-Programmes (Philosophy for Children in Mathematics) auf-
gegriffen (Daniel et al., 1999). Als Anlass wurden Bedenken zum mathematischen
Curriculum genommen, denn dieses sei nicht sinnstiftend für Kinder (Baruk, 1995),
lasse keinen Platz für philosophische Diskussionen (Smith, 1995) und fördere kein
kritisches Denken (Lipman, 2003). Durch die Implementierung von Sachaufgaben
und der Konzentration auf problemlöseorientierten Mathematikunterricht wurde
zunächst versucht, Bedenken erster Art auszuräumen, wobei dies nicht vollständig
ausreichend ist:

Although this type [problemlöseorientierter Mathematikunterricht,
Anm. JB] improves pupils’ mathematical performance [...], we jud-
ge that the emphasis placed on solving problems risks becoming too
utilitarian and, for this reason, insufficiently stimulating of reflecti-
on and ideas among the pupils [...] schools should give as much im-
portance to ideas and concepts as to procedures for solving problems.
That is, we suggest that regular mathematics teaching in primary
school be complemented [...] by reflection and dialogue among pupils
on philosophico-mathematical concepts that interest them and meta-
mathematical ideas that concern them. (Daniel et al., 1999, S.427)

Im Rahmen des P4CM-Programmes werden zweierlei Arten von Fragen unter-
schieden: Philosophico-mathematical und meta-mathematical. Das Forscher*innen-
kollektiv rund um Marie-France Daniel und Luise Lafortune entwickelte in
den 1990er Jahren Kursmaterial für die Implementierung von philosophico-
mathematical Fragen in den Mathematikunterricht, ergänzend zum bestehenden
Curriculum (Daniel et al., 1999, S. 429). Dieses Material besteht aus einer Anlei-
tung für die Lehrkräfte sowie zwei philosophischen Büchern für die Kinder (Ebd.).
Dies führte zu einer kognitiven und kommunikativen Entwicklung der Kinder, die
am Ende des P4CM-beinhaltenden Schuljahres wesentlich mehr dialogisch arbei-
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teten und in ihren Antworten mehr Spuren von HOT (Higher-Order-Thinking)
aufwiesen (Daniel et al., 1999, S. 438).
Versuche, Philosophie in Mathematikstunden einzubinden, wurden selbstver-

ständlich auch in deutschen Schulen unternommen und es wurde auch dazu pu-
bliziert (Meerwaldt, 2011; Prediger, 2007; Reinhold & Poltersdorf, 2015). Auch
im angelsächsischen Raum gab es weitere unterrichtspraktische Versuche (bspw.
English, 1992; Lafortune et al., 2003).
Im Folgenden sollen exemplarisch die Ergebnisse einiger Studien aus dem in-

ternationalen Raum zusammengefasst werden, die sich mit dem Philosophieren im
Mathematikunterricht beschäftigt haben. Nicht alle diese Studien sind dem P4CM-
Programm zuzuordnen, beispielsweise stammt die folgende Studie von Jankvist &
Iversen (2014) aus einer dänischen Tradition des Philosophierens im Mathematik-
unterricht.
Jankvist & Iversen (2014) unterscheiden zwischen den whys und hows des Phi-

losophierens im Mathematikunterricht. Für die whys differenzieren sie weiter zwi-
schen dem Philosophieren als Werkzeug und dem Philosophieren als Ziel im Ma-
thematikunterricht aus. Als Beispiel für das Philosophieren als Werkzeug führen
sie die Arbeiten von Iversen (2006) an, in welchen das Beweisen durch Analyse von
Argumenten nach Toulmin (2003) für Schüler*innen weiterführender Schulen zu-
gängiger werden sollte. Weiterhin wurde sich begriffsanalytisch mit dem Konzept
des Beweises beschäftigt (vgl. Jankvist & Iversen, 2014, S. 3f.). Zum Philosophie-
ren als Ziel werden Unterrichtsdesigns von Jankvist (2014) angeführt, in welchen
über inner- und außermathematische Rollen der Mathematik und ihr Wesen als
reine oder angewandte Wissenschaft philosophiert werden sollte. Die hows werden
in drei Unterkategorien aufgeteilt: illumination approaches, modules approaches
und philosophy-based approaches (Jankvist & Iversen, 2014, S. 1). Illuminati-
on approaches sollen mathematische Konzepte über philosophische Informationen
ergänzen (Ebd., S.6). Als Beispiel wird die Frage Was sind Zahlen und die di-
daktische Umsetzung von Nielsen (2010) angegeben (Jankvist & Iversen, 2014, S.
8). Modules approaches sind unterrichtspraktisch entwickelte Interventionen, die
gezielt Inhalte aus dem Bereich der Philosophie der Mathematik aufgreifen. Hier-
für werden Thomsen et al. (2010) und der von ihnen konzipierte Unterrichtsgang
zur Unendlichkeit beispielhaft aufgeführt, in welchem von Aristoteles über Leib-
niz und viele andere eine philosophisch-historische Erkundung der Unendlichkeit
erfolgt (Jankvist & Iversen, 2014, S. 11). Bei philosophy-based approaches wird
sich explizit mit einer gewissen philosophischen Denkschule und deren Einfluss auf
(gewisse) Mathematik(en) beschäftigt (Jankvist & Iversen, 2014, S. 7).
Daniel et al. (1994, S. 34) halten nach ersten Versuchen der Implementation von

P4CM fest, dass im philosophisch-mathematischen Curriculum die Kompetenzen
der Schüler*innen zum Begründen, zur Begriffsbildung, zum Modellieren und zum
Erforschen trainiert werden können. Des Weiteren werden durch das Philosophie-
ren im Mathematikunterricht affektive und soziale Fähigkeiten gefördert (Ebd.).
Lafortune et al. (2003) untersuchen den Einfluss regelmäßigen Philosophie-

rens im Mathematikunterricht (im Rahmen des P4CM-Programms) auf die
Mathematik-Angst und das Selbstkonzept der Kinder. Über 22 Wochen hinweg
wurde eine Versuchsgruppe im Programm als community of inquiry (Lipman,
2003) im Mathematikunterricht verstanden und wöchentlich eine Stunde zum Phi-
losophieren über Mathematik aufgebracht. Im Gegensatz zur Kontrollgruppe zeig-
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ten die untersuchten Mädchen eine signifikant höhere Mathematik-Angst, während
diese bei den Jungen keine signifikanten Unterschiede aufwies (Lafortune et al.,
2003, S. 15f.). Die Autor*innen der Studie erklären dies mit der destabilisierenden
Rolle des Philosophierens und entwickelten Unsicherheiten aufgrund dessen, dass
es beim Philosophieren keine definitiv richtige oder generell kollektiv akzeptier-
te Antwort gibt (Ebd., S.16). Sie stellen abschließend die Hypothese auf, dass das
Philosophieren im Mathematikunterricht die realistische Einschätzung der eigenen
Kompetenzen und ein positives Selbstkonzept fördern könnte (Ebd., S. 19).

3.3 Ausgewählte Methoden und Prinzipien des
Philosophie- und Ethikunterrichts

Im Folgenden werden exemplarisch drei Modelle bzw. Methoden des Philosophie-
und Ethikunterrichts vorgestellt. Da sich die empirische Unterrichtsforschung in
der Fachdidaktik Ethik/ Philosophie im deutschsprachigen Raum im Entwick-
lungsprozess befindet und noch keine Basis an empirischen Arbeiten vorliegt (Ap-
plis, 2017; Tiedemann, 2011)18 können keine empirisch fundierten Aussagen zur
Wirksamkeit bzw. zu Prozessen bei der Anwendung dieser Methoden getroffen
werden.
Exemplarisch herausgegriffen wurden die Methoden, die im Rahmen der ent-

wickelten Unterrichtsdesigns explizit oder implizit Anwendung fanden. So wurde
sich bei der Erstellung der Struktur der Designs am Bonbon-Modell orientiert, die
von Martens (2003) beschriebenen Methoden (5 Finger) lassen sich in ihrer An-
wendung rekonstruierend aus dem Datenmaterial herausarbeiten (vgl. Kap. 6) und
(neo-)sokratische Gespräche wurden über die Gesprächsimpulse beim Vorlesen der
Geschichten von Robert und dem Zahlenteufel realisiert.

3.3.1 5-Finger-Modell
Die als 5-Finger-Modell (bspw. in Brüning (2017) als solches bezeichnet) bekannte
Ableitung von fünf Kernkompetenzen bzw. Methoden des Philosophierens geht auf
Ekkehard Martens (Martens, 2003) zurück. Er führt sein integratives Methodenpa-
radigma auf die Werke von Aristoteles und Sokrates zurück und formuliert folgende
„sokratisch-aristotelischen Methoden des Philosophierens“ (Martens, 2003, S. 54ff.
sowie Brüning, 2017, S. 134f.):

• phänomenologische Methode: Wahrnehmungen/Beobachtungen diffe-
renziert und umfassend beschreiben; Wahrnehmung in verschiedenen Sinn-
zusammenhängen und unter Einbezug innerlicher, gesellschaftlicher und kul-
tureller Phänomene beschreiben können

• hermeneutische Methode: Bewusstmachen des eigenen Vorverständnis-
ses, Lesen und (!) Verstehen (nicht nur) philosophischer Texte; Interpreta-

18 Vereinzelt beginnt die empirische Wende allerdings auch in der Philosophiedidaktik, beispiels-
weise mit Werken wie von Benthaus (2018), Dötsch (2023), Hörburger (2023), des Weiteren kann
das joint meaning making (De Boer, 2018) als Forschungsinteresse für die Philosophiedidaktik,
angelehnt an die mathematische Forschung nach Krummheuer & Brandt (2001) sowie Brandt
(2004), hervorgehoben werden.
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tionen von Werten, Normen, Verhaltensweisen, Weltanschauungen ... und
Erklärungen für die sie tragenden Elemente geben

• analytische Methode: zentrale Begriffe und Argumente hervorheben und
prüfen; Klärung zentraler philosophischer Begriffe

• dialektische Methode: Dialogangebote annehmen, auf Alternativen/ Di-
lemmata zuspitzen und abwägen; Auseinandersetzen mit eigenen und frem-
den Positionierungen

• spekulative Methode: Zulassen von Einfällen und Phantasie; Entwicklung
von Ideen und Denkalternativen, die es in Wirklichkeit noch nicht gibt

Diese Methoden sind allerdings nicht als scharf voneinander abgetrennt zu betrach-
ten. Vielmehr ist es so, dass sie ineinander greifen müssen, um richtig angewendet
zu werden:

Jede einzelne Methode enthält jeweils die anderen als Teilmomente mit
[...]. So ist die Phänomenwahrnehmung immer schon durch bestimm-
te Deutungsmuster vorgeprägt; das hermeneutische Verstehen ferner
muss in seinen Kernbegriffen und Argumentationen analytisch geprüft
werden; die Prüfung vollzieht sich außerdem dialektisch, im gemein-
samen Hin-und-Her der Argumente; schließlich lassen sich wenigstens
vorläufige Antworten geben, die auch auf Spekulation oder Intuition
beruhen. (Martens, 2003, S. 55)

Auch ist die zuvor angegebene Reihenfolge nicht obligatorisch, sondern ähnlich
wie beim Spiralprinzip (Bruner, 1973) wird der philosophische Denkprozess vor
allem durch ein wiederholtes und aufeinander aufbauendes Anwenden der Metho-
den komplettiert. Dies zeigt sich auch in der von Martens oft verwendeten Illus-
tration der „Methodenschlange der Erkenntnis“ (Martens, 2003, S. 57), in welcher
eine Schlange spiralförmig aus einem aus den verschiedenen Methoden gebildeten
Kreisring hervorkommt.

3.3.2 Bonbon-Modell
Da die Struktur der erstellten Unterrichtsstunden U1–U4 sich lose am Bonbon-
modell orientiert (in den Stundenverlaufsplänen kursiv markiert,→ S. 262ff.), soll
es an dieser Stelle kurz erläutert werden. Sistermann (2016, S. 104) unterscheidet
sechs Lernphasen, die zum Teil von der Lehrperson eng angeleitet werden müs-
sen, so dass der Ablauf der Phasen in einer graphischen Rekonstruktion durch die
Verengung aussieht wie ein Bonbon (vgl. die gelungene Abbildung in Sistermann
(2017, S. 273)). Im Fokus steht dabei eine problemorientierte Unterrichtsplanung,
wobei eine Problemlösung in Anlehnung an Popper (1996) als Problemlöseversuch
aufgegriffen wird, welcher falsifiziert oder überholt werden kann (Sistermann, 2016,
S. 103).
Im Gegensatz zu Martens (5-Finger-Modell,→ S. 63) besteht Sistermann (2017,

S. 273f.) auf einem klaren Ablauf der einzelnen Phasen des Lernprozesses (Sister-
mann, 2016, S. 103f.):

1. Hinführung: von den Interessen der Schüler*innen ausgehend
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2. Problemstellung: von der Lehrperson so eindeutig und nachvollziehbar
gestaltet, dass selbstständiges Arbeiten in nächster Phase ermöglicht wird

3. Selbstgesteuert intuitive Problemlösung: Schüler*innen arbeiten ein-
zeln, paarweise oder in Gruppen ohne Anleitung der Lehrkraft am Problem

4. Angeleitet kontrollierte Problemlösung: Konfrontation der Kinder mit
bspw. anspruchsvolleren philosophischen Texten/ anderen Medien zu dem-
selben Problem

5. Festigung: Ergebnisse der vorherigen Phase werden festgehalten und in Ver-
gleich zur selbstgesteuert intuitiven Phase gesetzt

6. Transfer: vorher geschärfte Begriffe an Beispielen anwenden; kritische Stel-
lungnahme sowie offene Fragen

Die Abfolge wurde „an der Beschreibung des pragmatischen Denkprozesses durch
John Dewey (1910, 56) ausgerichtet, die schon [...] die Psychologen Werner Cor-
nell und Heinrich Roth in die fünf bzw. sechs Lernphasen ihrer Lernpsychologie
übernommen haben“ (Sistermann, 2017, S. 274).
Da dieser strenge Ablauf nicht immer als gewinnbringend für die konzipierten

Unterrichtsstunden eingeschätzt werden konnte, wurde sich für die Erstellung der
Verlaufspläne lediglich daran orientiert. Die Relevanz des Bonbon-Modells für die
Ethik- bzw. Philosophiedidaktik sei an dieser Stelle aber trotz dessen betont: Es ist
das „gängigste und [...] gebräuchlichste Modell“ (Pörschke, 2017, S. 110), vielfach
überarbeitet sowie in „verschiedensten Kontexten großflächig angewendet“ (Ebd.).

3.3.3 (Neo-)Sokratische Gespräche
Im Ethikunterricht lassen sich neben den (Neo-)Sokratischen Gesprächen nach
Pfeifer (2003, S. 101f.) noch andere Gesprächsformen festhalten, die selbstver-
ständlich auch im Mathematikunterricht ausgemacht werden können:

• Gelenktes Unterrichtsgespräch: Enge, kleinschrittige Frageimpulse mit
wenig Raum für kritische Eigenleistungen

• Fragend-entwickelndes Unterrichtsgespräch: Sicht- und Fragehaltung
der Schüler*innen wird von Lehrperson als Grundlage zur Entwicklung eines
Sach- oder Problemzusammenhanges benutzt

• Themenzentriertes Unterrichtsgespräch: Erfahrungen der Schü-
ler*innen und deren Reflexion werden problemorientiert analysiert und mit
weiteren Materialien vertieft (unbedingte Zurückhaltung der Lehrperson er-
forderlich)

Die in dieser Arbeit in die Texte implementierten Gesprächsimpulse sollen al-
lerdings die Grundlage für neo-sokratische Gespräche schaffen und nicht etwa in
einem gelenkten Unterrichtsgespräch münden. Dies ist mitunter aber stark von
der gesprächsleitenden Lehrkraft abhängig. Neo-sokratische Gespräche gehen im
Kern auf Leonard Nelson und Gustav Heckmann zurück (Pfeifer, 2003, S. 106). Im
deutschsprachigen Raum wurde der Begriff maßgeblich durch die Arbeiten von Gi-
sela Raupach-Strey (2002) geprägt. Im Gegensatz zu den sokratischen Gesprächen
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ihres Namensgebers Sokrates tritt die gesprächsleitende Person in neo-sokratischen
Gesprächen nicht dominant auf und versucht auch nicht als eine Art „Hebamme“,
gewisse Erkenntnisse bei den am Gespräch partizipierenden Personen zu erzeugen
(Sinhart-Pallin & Ralla, 2015, S.57ff.). In neo-sokratischen Gesprächen, welche
in der P4C- bzw. PmKJ-Tradition geführt werden, rückt die Hebammenkunst in
den Hintergrund und auch die Rolle der Lehrkraft wird anders verstanden. Als
Gesprächsleitung hat die Lehrkraft eine fast vollkommen administrative Funktion
und beteiligt sich inhaltlich so wenig wie möglich, da sie von den Kindern nicht als
fachlich-inhaltliche Autorität verstanden werden soll. Eher sollen die Kinder durch
die Gesprächsleitung zum Austausch untereinander animiert werden und die Ge-
sprächsleitung als moderierend und am gemeinsamen (Lehrkraft eingeschlossen)
Erkenntnisprozess interessierte Person verstehen. (Nevers, 2005, S. 32f.) Nach ei-
ner Mixed-Methods-Studie von Kümin et al. (2023, S. 173) ist das philosophische
Gespräch, worunter auch die neo-sokratischen Gespräche gezählt werden können,
die von Lehrkräften am häufigsten eingesetzte Methode im Ethikunterricht der
Schweiz. Ähnliche Ergebnisse für Deutschland liegen bislang nicht vor.



4. Unterrichtsdesigns

Was erwartet Sie in diesem Kapitel?

Im folgenden Kapitel werden zunächst im Rahmen der didaktisch-
methodischen Vorüberlegungen die Frage nach der Sinnstiftung in den Un-
terrichtsdesigns und die des philosophischen Gehalts aufgeworfen sowie Kri-
terien zur Erfüllung aufgestellt. Es folgt eine kurze Übersicht des Ablaufs
der Erhebungen sowie des Samplings. Anschließend werden alle vier Unter-
richtsdesigns nach dem Dreischritt Fachliche Hintergründe - didaktischer
Kommentar - Vorstellung entstandener Dokumente erläutert. Im Kapitel
zur Stunde U4 sind die Dokumente direkt in den didaktischen Kommentar
eingearbeitet worden.

Und warum ist das wichtig für die Arbeit?

Eine längere Erläuterung, warum eine so dezidierte Vorstellung der Unter-
richtsdesigns im Rahmen der Arbeit für notwendig erachtet wird, kann in
Kapitel 5.1 nachvollzogen werden. Insgesamt sind die Designs so explorativ,
dass eine tiefgründige Erläuterung zum Nachvollziehen der Rekonstruktio-
nen und der beschriebenen Analyseergebnisse notwendig ist.
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4.1 Didaktisch-methodische Vorüberlegungen
Zentral bei den didaktisch-methodischen Vorüberlegungen waren zwei Fragen, die
es vorab zu klären gab:

1. Wie können sinnstiftende Interaktionen zum Thema Unendlichkeit angeregt
werden?

2. Wie können philosophische Gespräche in die Unterrichtsdesigns integriert
werden?

Zum ersten Punkt ist zunächst zu klären, was denn Sinnstiftung überhaupt be-
deutet. Lengnink (2019) greift für eben jene Bestimmung auf eine Unterscheidung
Schaefflers zum Sinn zurück:

Schaeffler unterscheidet dabei zwei grundlegend unterschiedliche Inten-
tionen, die Sinnfrage als Prüfung einer Funktionstüchtigkeit, wobei er
Zweckdienlichkeit und Bedeutung unterscheidet und die Sinnfrage als
Sinnforderung, wie sie sich z. B. in der Frage nach dem Sinn des Lebens
zeigt. Beide Intentionen können für den Mathematikunterricht relevant
sein, die Zweckdienlichkeit als Begründung warum es sich lohnt, etwas
zu lernen und die Sinnforderung, die ein Sinnerleben im Unterricht als
Qualität des Unterrichts einfordert. (Lengnink, 2019, S. 92)

Somit ist als Voraussetzung für die zu konzipierenden Unterrichtsdesigns ein ge-
wisser Sinn in den Aufgaben und Gesprächen anzusehen. Die Zweckdienlichkeit
wird hier für die Kinder nur marginal ersichtlich, denn eine Beschäftigung mit
Unendlichkeit hat m.E. ihren (innermathematischen) Zweck vorrangig in der Ana-
lysis der Sekundarstufe II. Dennoch ist mit der Einführung der natürlichen Zahlen
bereits ab Klasse 1 ein nicht direkt einleuchtender, aber dennoch innermathema-
tischer Sinn der Unendlichkeit immanent gegeben. Das Sinnerleben im Unterricht
soll über die fiktiven Geschichten von Robert und dem Zahlenteufel erzeugt wer-
den, die den Kindern zum einen eine Ablösung von der Realität und zum an-
deren einen Perspektivwechsel auf mathematische Sachverhalte ermöglichen. Da
Sinn subjektiv und intersubjektiv konstituierbar ist (Lengnink, 2019, S. 92), soll
ein größtmöglicher Raum für Interaktionen mit Hilfe der Gesprächsimpulse und
Gruppenarbeiten geschaffen werden.
Nach Leuders et al. (2011, S. 4) gibt es bestimmte Ansprüche für sinnstiftenden

Mathematikunterricht: Lebensweltbezug, Kontextauthentizität und Reichhaltig-
keit. Zum Thema Unendlichkeit ist es vorausschauend vermutlich schwer, einen
Lebensweltbezug herzustellen, da in der Lebenswelt der Kinder keine aus dem
Alltag greifbaren Erfahrungen mit Unendlichkeit zu fassen sind. Daher sollte die
Befassung mit dem Thema innermathematisch motiviert sein:

Es entwickelte sich eine zunehmende Sensibilität gegenüber unglaub-
würdigen Einkleidungen, die die lebensweltlichen Kontexte nicht ernst
nehmen und Fragen stellen, die in diesen Kontexten niemand stellen
würde (Jahnke 2005, Leuders/Leiß 2006). Wenn zu einem bestimmten
Thema solche Kontexte in der realen Welt nicht zu finden sind, dann
ist es authentischer, geeignete innermathematische Kontexte heranzu-
ziehen. (Leuders et al., 2011, S. 4)
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Beim Thema Unendlichkeit ist es genau dann möglich, mit Hilfe von authenti-
schen Fragen den Kontext zu erschließen, solange sich diese Fragen eben inner-
mathematisch begründen lassen. Aus diesem Grund wurden innermathematische
Spannungsfelder wie transfinite Zahlen, Hilberts Hotel und auch Paradoxien und
Antinomien sowie das Induktionsprinzip didaktisch reduziert und in Unterrichts-
designs eingearbeitet. Zu Erkundungen regen die offenen Aufgabenstellungen so-
wie das mathematisch-philosophische Setting an (Reichhaltigkeit). Die aus dem
Verlauf der Geschichte der Mathematik motivierten Stunden U2 und U3 tragen
dem genetischen Prinzip insofern Rechnung, dass sie es den Kindern ermöglichen,
mathematikhistorische Problemfelder eigenständig überdenken und erschließen zu
können. Somit ist in den Stunden die Grundlage für sinnstiftende, authentische
und schüler*innenorientierte Auseinandersetzungen geplant worden. Nach Jasch-
ke (2017) sind auch die Planungsschritte der Lehrkräfte bezüglich der Sinnstiftung
relevant:

Sinnstiftung im Mathematikunterricht zu realisieren erfordert also von
Lehrkräften eine Analyse relevanter Lernphasen und Lernschritte im
Zusammenhang mit dem zu unterrichtenden mathematischen Inhalt
sowie die Erforschung sinnvoller horizontaler wie vertikaler Mathema-
tisierungen zur Initiierung des Lernens. Bei horizontalen Mathematisie-
rungen ist es zudem wichtig, sinnstiftende und möglichst authentische
inner- oder außermathematische Kontexte zu eruieren, die eine schü-
lerorientierte Auseinandersetzung ermöglichen. (Jaschke, 2017, S. 63)

Diese Planungsschritte haben in den Designs der Unterrichtsstunden nicht die
Lehrkräfte, sondern ich als Forschende unternommen. Da das Thema Unendlich-
keit bislang wenig mathematikdidaktisch erschlossen ist (vgl. Kap. 2.4.3 und 2.4.1),
war die Planung einzelner Lernschritte und Lernphasen im Zusammenhang mit
Unendlichkeit eher explorativ angesiedelt als auf bekannten didaktischen Model-
len beruhend.
Zusammenfassend ableitend lässt sich festhalten, dass sich sinnstiftende Inter-

aktionen im Datenmaterial erkennen lassen, wenn folgende Bedingungen erfüllt
werden:

• Die Schüler*innen tauschen sich über intersubjektive Sichtweisen zum Sinn
des Unterrichtsinhalts bzw. der Aufgabe aus

• Die Schüler*innen nehmen die Geschichte von Robert und dem Zahlenteufel
in ihre Betrachtungen mit auf (Sinnerleben)

• Die Schüler*innen nehmen unterschiedliche Perspektiven zur Unendlichkeit
ein (intra- oder intersubjektiv)

Zum zweiten Punkt ist anzumerken, dass die Definition, ab wann ein Gespräch
philosophisch ist, sehr variieren kann. Für diese Arbeit werden zum philosophischen
Gespräch Teile der Arbeitsdefinition von Petersen (2019) herangezogen:

Ein philosophisches Gespräch ist ein Dialog mit Gesprächsleitung
(Form) zu einer philosophischen Frage (Inhalt) unter Einsatz von Ar-
gumentationsformen (Methode) und auf der Basis bestimmter Annah-
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men: Vertrauen in die Vernunft, Wahrheit als regulative Idee und Of-
fenheit als Prinzip. (Petersen, 2019, S. 51f.)

Die Gesprächsimpulse während der Geschichten finden mit einer Gesprächsleitung
durch die Lehrkraft statt. Dies ist nicht unbedingt eine neue Idee: Schreier (1993)
konzipiert Geschichten als Gesprächsvorlagen für philosophische Dialoge mit Kin-
dern. In Abgrenzung zu den in dieser Arbeit eingesetzten Geschichten sind die-
jenigen von Schreier (1993) allerdings nicht mit Zwischenimpulsen unterbrochen,
sondern als Ganzheit zu verstehen, auf welcher aufbauend dann längere Gespräche
entwickelt werden können.
An dieser Stelle sollte aber allerdings die Relevanz der Gruppenarbeiten, welche

ohne Gesprächsleitung stattfinden, nicht unterschätzt werden - auch hier können
m.E. philosophische Gespräche emergieren. Zentral ist allerdings der Punkt der
philosophischen Frage bzw. des philosophischen Inhalts, der in den entworfenen
Unterrichtsdesigns durch Unendlichkeit als Schnittstelle zwischen Philosophie und
Mathematik unmittelbar gegeben ist. Die Annahmen wurden bei den Gesprächs-
impulsen durch die Lehrkräfte implizit umgesetzt, für die Pro-Contra-Debatten
wurden sie in die Regeln implementiert.
Neben der Arbeitsdefinition zum philosophischen Gespräch wird sich an der

Idee von Lipman (2003) orientiert, den Klassenraum und die Schüler*innen als
Community of Inquiry aufzufassen: „A conversation is an exchange: of feelings, of
thoughts, of information, of understandings. A dialogue is a mutual exploration,
an investigation, an inquiry“ (Lipman, 2003, S. 87f.). Daher sollen so viel Unter-
richtsphasen wie möglich auf Peer-Ebene abgehalten werden, die Beteiligung der
Lehrkraft sollte inhaltlich minimal sein damit die Kinder sich philosophierend und
ko-konstruktiv untereinander mit dem Thema Unendlichkeit beschäftigen können.
Weiterhin wurden Methoden aus dem Philosophie- bzw. Ethikunterricht in die

Stunden eingebunden. So orientiert sich der Aufbau der Stunden beispielsweise lo-
se am Bonbon-Modell (vgl. Kap. 3.3.2 auf S. 64 und die kursiv gesetzten Verweise
in den Verlaufsplänen der Stunden im Anhang, S. 262ff). Weiterhin wurde darauf
geachtet, dass die Kinder genug Raum bekommen, alle Methoden des Philosophie-
rens (vgl. Kap. 3.3.1 auf S. 63) anwenden zu können, wenn auch die spekulative,
die analytische und die dialektische Methode mehr fokussiert werden sollen. Des
Weiteren findet in der Stunde U2 eine Pro-Contra-Debatte statt, eine Methode
aus dem Ethik- und Philosophieunterricht, deren Ergebnisse auch den Kern des
Datenkorpus dieser Dissertation darstellen.

4.2 Übersicht der Stunden und Sampling
Für die Untersuchung wurden vier Unterrichtsdesigns konzipiert, welche explorativ
eine Beschäftigung mit Unendlichkeit anregen sollen. Eine Übersicht kann in Abb.
4.1 eingesehen werden. Erhoben wurde an einer Grund- und einer Gesamtschule in
Sachsen-Anhalt. Die Covid-19-Pandemie und die damit einhergehenden Restrik-
tionen sorgten für einige Besonderheiten im Erhebungsverlauf. Zum einen wurde
die Unterrichtsstunde U2 an der Grundschule im Teilungsunterricht durchgeführt,
sodass es zwei Termine zur Durchführung dieser Stunde an der Grundschule gab.
Zum anderen war durch viel Ausfall und Lockdowns eine Erhebung der U4 direkt
nach der U3 an der Grundschule nicht ohne Weiteres möglich, sodass dieser Termin
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U1 U2 U3 U4

Was ist Mathematik
außer Rechnen noch?
Wie viele Kaugummis

wurden auf der
Welt schon gekaut?

Kann man die
natürlichen Zahlen
durch Mengenklam-
mern begrenzen?
Bzw: Kann man

alle Zahlen in einen
Beutel packen?

Cantor vs. Leibniz

Hilberts Hotel: Wie
kann ein zusätzlicher
Gast in Hilberts

Hotel unterkommen?

Paradoxien und
Antinomien
Achilles und

die Schildkröte,
Pfeil-Paradoxon,
Lügner-Antinomie,
Barbier-Paradox

Grundschule

Gesamtschule

01.06.2022 21.06.2022 28.06.2022 08.07.2022

22.04.2021 26.04.2021
03.05.2021

13.07.2021 05.07.2022

Abbildung 4.1: Übersicht über durchgeführte Unterrichtsversuche mit
Kurzbeschreibung der Inhalte

auf den Sommer 2022 (fast ein Jahr später) fiel. An der Gesamtschule konnten alle
vier Stunden relativ dicht aufeinanderfolgend abgehalten werden.
Die Grundschule liegt in einem sozioökonomisch eher schwachen Viertel einer

größeren Kleinstadt in Sachsen-Anhalt. Das Klientel ist gemischt. In den meisten
Fällen bekommen zwei oder weniger Kinder nach Abschluss der vierten Klasse
eine Empfehlung für den Besuch des Gymnasiums. Die Klassen werden je nach
Leistungsstand bereits in Klasse 1 aufgeteilt (meist zweizügig), eine der ersten
Klassen wird dann drei Jahre Schuleingangsphase erleben (normal sind zwei Jahre;
nach dem ersten halben Jahr an der Grundschule werden die Kinder nochmals
evauliert und ggf. einer anderen ersten Klasse zugewiesen). Die untersuchte Klasse
(2021 3. Klasse, 2022 4. Klasse) hatte zwei Jahre Schuleingangsphase und wird
von den Lehrkräften als leistungsstärkere Klasse beschrieben. Die Klasse besteht
aus 22 Schüler*innen, von denen dreizehn Jungen und neun Mädchen sind.
Die Gesamtschule liegt als einzige weiterführende Schule in einer kleinen Klein-

stadt in Sachsen-Anhalt und ist zwar staatlich anerkannt, aber in privater Füh-
rung. Es gibt zwei Klassen pro Jahrgang, die jeweils maximal 22 Schüler*innen
umfassen dürfen. Es wird ein Schulgeld erhoben, welches aber bei besonderen Um-
ständen der Eltern auch ermäßigt werden kann. Die in der Gesamtschule unter-
richteten Kinder kommen vorrangig aus sozial stärkeren Milieus. Die untersuchte
Klasse (5) besteht aus 21 Schüler*innen, von denen dreizehn Jungen und acht
Mädchen sind. Einer der Jungen (in dieser Arbeit Roman genannt) hat einen In-
klusionsstatus sowie eine in der Klasse anwesende Inklusionshelferin.
Alle Durchführungen der Unterrichtsdesigns wurden mit drei Kameras video-

graphiert. Die Videos wurden verdichtet (siehe Transkriptionsbuch) und relevante
Passagen identifiziert. Anschließend wurden ausgewählte Szenen anhand der TiQ-
Transkriptionsregeln (vgl. Transkriptionsbuch) transkribiert.
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4.3 U1: Robert und der Zahlenteufel in der Welt
der Mathematik

4.3.1 Fachliche Hintergründe: Was ist Mathematik?
Was ist Mathematik? Diese Frage beschäftigt vor allem Wissenschaftstheoreti-
ker*innen, aber in Summe auch Forscher*innen verschiedenster Disziplinen. Das
Wesen der Mathematik und das Finden einer eigenen innerhalb der mannigfalti-
gen historischen Positionierungen könnte durchaus eine ganz eigene Dissertation
ausfüllen. An dieser Stelle wird sich daher auf einen kurzen Überblick zu verschie-
denen, ausgewählten Positionen beschränkt.
Was ist Mathematik für eine Wissenschaft? Es gibt Stimmen, die für eine Einord-

nung von Mathematik als Naturwissenschaft sprechen (Goodman, 1990), für diese
sind „Gegenstände der Mathematik [...] einfache mathematische Formen der phy-
sischen Erscheinungen“ (Bedürftig & Murawski, 2015, S. 156). Andere wiederum
sehen die Anwendbarkeit der Mathematik in der Realität nicht durch diese konsti-
tuiert, auch kann die Mathematik für sie die Realität niemals vollständig abbilden
(Johnson, 2019; Paul, 2020; Wigner, 1960). Weitere Forscher*innen sehen Mathe-
matik als Geisteswissenschaft an, ein von Menschen geschaffenes Konstrukt, dass
sich ebenso kulturell im Laufe der Menschheitsgeschichte konstituierte wie bspw.
Literatur- oder Politikwissenschaften (Ernest, 1992; Peck, 2018) und somit auch
von kulturellen Einflüssen abhängig (Spengler, 1922). Vertreter*innen des Plato-
nismus (für einen Überblick siehe Ahbel-Rappe (2009)) würden argumentieren,
dass Mathematik komplett von Menschen und jeglicher Erkenntnis unabhängig sei
und dass den Gegenständen der Mathematik eine eigenständige Existenz zugespro-
chen werden kann, mit der sie sich auf die Dinge der Realität auswirken (Bedürftig
& Murawski, 2015, S. 33f.). Diese Einstellung, bei ihnen Romance of Mathematics
genannt, teilen auch Lakoff & Núñez:

What human beings believe about mathematics [...] has no effect on
what mathematics really is. Mathematics would be the same even if
there were no human beings, or beings of any sort. Though mathema-
tics is abstract and disembodied, it is real. (Lakoff & Núñez, 2000, S.
339)

Bei Intuistionist*innen (Brouwer, Heyting, Troelstra) wird Mathematik als Funk-
tion des menschlichen Intellekts verstanden, ist also eine freie Aktivität des Ver-
standes (abhängig vom Subjekt, also des/der Mathematiker*in). Dabei sind die
Sätze der Mathematik dem menschlichen Verstand unmittelbar gegeben, dennoch
ist die Mathematik eine Wissenschaft mit realem Inhalt (nicht rein formal). (Be-
dürftig & Murawski, 2015, S. 105 ff.)
Dies führt zur kantisch anmutenden Position, die Sätze der Mathematik seien

synthetische Sätze a priori. Anhänger*innen des Intuitionismus verstehen Intuiti-
on aber nicht umgangssprachlich, sondern eher wie im Folgenden von Descartes
dargelegt:

Unter Intuition verstehe ich nicht das schwankende Zeugnis der sinnli-
chen Wahrnehmung oder das trügerische Urteil der verkehrt verbinden-
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den Einbildungskraft, sondern ein so müheloses und deutlich bestimm-
tes Begreifen des reinen und aufmerksamen Geistes, daß über das, was
wir erkennen, gar kein Zweifel zurückbleibt, oder, was dasselbe ist:
eines reinen und aufmerksamen Geistes unzweifelbares Begreifen, wel-
ches allein dem Lichte der Vernunft entspringt und das, weil einfacher,
deshalb zuverlässiger ist als selbst die Deduktion, die doch auch, wie
oben angemerkt, von Menschen nicht verkehrt gemacht werden kann.
So kann jeder intuitiv mit dem Verstande sehen, daß er existiert, daß
er denkt, daß ein Dreieck von nur drei Linien, daß die Kugel von ei-
ner einzigen Oberfläche begrenzt ist und Ähnliches, weit mehr als die
meisten gewahr werden, weil sie es verschmähen, ihr Denken so leichten
Sachen zuzuwenden. (Descartes, 1979, Regel 3, S. 10)

Eine weitere Frage aus dem Bereich der Philosophie der Mathematik ist, welchen
ontologischen Status man mathematischen Entitäten zusprechen kann. Diese Frage
korrespondiert direkt mit der nach dem Wesen der Mathematik, da sich das Wesen
der Mathematik auch über die von ihr behandelten Gegenstände konstituiert. Was
sind nun also Zahlen, Funktionen, Punkte, Geraden, Mengen et cetera?
Solche Fragen und insbesondere die Antworten darauf richten sich nach der je-

weiligen metaphysischen Position, die eine Philosophin oder Mathematikerin ein-
nimmt. Je nachdem, welche Position vertreten wird, gibt es darauf folgende Pro-
blemfelder, denen sich die Vertreter*innen stellen müssen. Prima facie klingt das
kontraintuitiv: spricht man beispielsweise in der Ethik über Abtreibung, so kann
die eingenommene Position (z.B. eine sehr konservative) zu Dissensen innerhalb
des Diskurses führen. Im Bereich der Mathematik ist dies landläufig nicht bekannt,
eher gelten mathematische Aussagen als unhinterfragbar, weil bewiesen: „Ein Ge-
biet, auf dem es Gewißheit gibt, Genauigkeit und Verstehen [...] und mehr als
das: ein Gebiet, in dem es möglich ist, alle Merkwürdigkeiten auf wenige eviden-
te Grundwahrheiten zurückzuführen“ (Wagenschein, 2010, S. 148). Dennoch, bei-
spielsweise der Dissens zwischen Empiristen und Rationalisten bestimmt Grund-
fragen wie Was ist eine mathematische Definition nachhaltig.
Empiristen gehen davon aus, dass die Welt über Sinneswahrnehmungen/ Erfah-

rungen/ Sinnesdaten erschließbar ist (z. B. Quine, Fraassen, Sober, Locke, Ber-
keley, Mill und Vertreter des Wiener Kreises wie Schlick, Carnap und Ayer). Die
Mathematik als Wissenschaft wird in dieser Hinsicht von den Empiristen meist als
problematisch aufgefasst. (Bedürftig & Murawski, 2015, S. 248ff.)
Rationalisten (z. B. Platon, Descartes, Spinoza und Leibniz) meinen im Gegen-

satz dazu (vorsichtig formuliert), dass Erkenntnisse über die Welt teils auch über
die Vernunft erschließbar sind. Hier fungiert die Mathematik als Paradebeispiel:
revolutionär waren die Ansichten Immanuel Kants, der beispielsweise den Satz zur
Innenwinkelsumme beim Dreieck als synthetisches Urteil a priori par excellence
konstatiert. Die Entdeckung nicht-euklidischer Geometrien (beispielsweise sphäri-
sche Geometrie, projektive Geometrie) löste dieses Beispiel ab. Synthetische Urteile
a priori wie auch Metaphysik, Kausalbeziehungen, Notwendigkeit (außerhalb von
Sprache) und anderes werden konträr von den Empiristen abgelehnt. Eine wichtige
Frage, bei der die Gegensätzlichkeit zweier weiterer Positionen zum Tragen kommt,



 4.3 U1: Robert und der Zahlenteufel in der Welt der Mathematik

ist die der impredicative definitions.19 Solche Definitionen sind nach Meinung der
Antirealisten (mathematische Entitäten existieren nicht) zirkulär und haben kei-
nen Aussage- bzw. definitorischen Gehalt. (Shapiro, 2000, S. 9ff.) Als prominentes
Beispiel kann man hier die Definition des Supremums aus der Analysis anführen:20

Definition 1. Sei A ⊂ R. Eine Zahl M0 ∈ R heißt Supremum von A, falls sie
die kleinste obere Schranke von A ist, d.h.

a) a ≤M0 ∀a ∈ A (M0 obere Schranke)

b) für jedes ε > 0 existiert ein a ∈ A, sodass M0 − ε < a (es existiert keine
kleinere obere Schranke).

Ausgehend von der Position, dass mathematische Entitäten nicht unabhängig von
der Mathematikerin existieren (Poincaré, Goldfarb, Chihara (Shapiro, 2000, S. 10))
ist eingehende Kritik angebracht (Shapiro, 2000, S. 10): „One cannot construct an
object by using a collection that already contains it“. Definitionen wie die des Su-
premums sind also „viciously circular“, da hier für die Konstruktion der kleinsten
oberen Schranke die Menge aller oberen Schranken, die bereits die kleinste obere
Schranke beinhaltet, verwendet wird. Stellt man sich auf die Seite der Realisten
(mathematische Entitäten existieren), so könnte man wie Gödel, vorausgesetzt,
man benutzt wie er den Begriff Wahrheit im Sinne der Korrespondenztheorie (und
nicht im Sinne der Kohärenztheorie21 oder des Pragmatismus22), diese Definitionen
als Kennzeichnungen von bereits Existierendem ansehen. Die Definition korrespon-
diert mit der unabhängig von der Mathematikerin existierenden mathematischen
Entität (hier: dem Supremum) und stellt daher kein „Rezept“ zum Konstruieren
des Supremums dar, sondern charakterisiert nur etwas sowieso schon Dagewesenes.
Impredicative definitions sind für Realisten somit nicht zirkulär: „The least upper
bound’ is no more problematic than other ‘impredicative’ definitions, such as the
use of ‘the village idiot’ to refer to the stupidest person in the village, or ‘the town
drunk’ to refer to the worst alcohol abuser in town“ (Shapiro, 2000, S. 10).
Auch bei der Bearbeitung der Frage, was denn Zahlen seien, herrscht Uneinigkeit

zwischen Vertreter*innen beider Positionen. Empiristen sehen Zahlen als „Resul-
tat sukzessiv wiederkehrender Eindrücke“ (Bedürftig & Murawski, 2015, S. 162)
(Mill, Hume), als „mit den gezählten Dingen verbunden“ (Bedürftig & Murawski,
2015, S. 162) (Nikolaus von Kues, wobei seine Position auch idealistische und ra-
tionalistische Gedanken beinhaltet) oder als „Formkräfte in den Dingen, die der
Mensch in einer Art Abstraktion erkennt“ (Bedürftig & Murawski, 2015, S. 161)
(Aristoteles). Rationalisten, zu denen ich auch Logizisten (da nach Horsten (2016)
Logik von ontologischen Fragestellungen unabhängig sein sollte) und Intuitionisten
zähle, gründen den Zahlbegriff nicht in der Anschauung, sondern im menschlichen
Verstand (Bedürftig & Murawski, 2015, S. 162).
Da die Auffassungen zum Zahlbegriff so vielfältig sind, soll an dieser Stelle eine

ausführliche Erläuterung und Ausarbeitung nicht stattfinden. Stattdessen soll ein

19 Eine Definition, die im Definiens eine Menge enthält, in welcher das Definiendum bereits
enthalten ist, vgl. Shapiro, 2000, S. 9.

20 Nachzulesen in jedem Standardwerk der Analysis

21 Wie z.B. Rescher, Hegel.

22 Wie z.B. Peirce, Dewey.



4 Unterrichtsdesigns 

kurzer, tabellarischer Überblick (alphabetisch sortiert) gegeben werden. Die Re-
cherche zu diesem Überblick stützt sich auf die Ausarbeitungen in (Bedürftig &
Murawski, 2015).

Name zugeordnete
Strömung/
Grundposition

Zahlbegriff

Aristoteles Empirist Zahlen sind Formkräfte in den Dingen. Sie
werden im Denken in einer Art Abstraktion
erkannt.

Luitzen Egbertus Jan
Brouwer

Intuitionist, Kon-
zeptualist

Natürliche Zahlen als inhaltslose Abstrak-
tion des Zeitempfindens (Urintuition der
apriorischen Zeit).

Georg Cantor Platonist Zahlen sind endliche Kardinalzahlen. Sie
sind sowohl ideelle Realitäten als auch
durch Abstraktion gewonnene, im Denken
existente Projektionen von Mengen.

Gottlob Frege Logizist, Antiempi-
rist, Antikantianer,
Antiformalist

Zahlen sind Anzahlen (Klassen gleichmäch-
tiger Mengen). Zahlen sind Elemente der
Logik (Zahlen als Begriffe, Begriffe als Ele-
mente des reinen Denkens: unabhängig von
Raum, Zeit, Menschen).

Richard Dedekind Zahlen sind Abstraktionen von Stellen in
unendlichen Zählreihen.

René Descartes Rationalist Zahlen und Längen sind Koordinaten in ei-
nem Koordinatensystem.

Euklid beeinflusst durch
Platon und Aristo-
teles

Zahl ist die aus Einheiten zusammengesetz-
te Vielfalt (Einheit ist das, wonach jedes
Ding eines genannt wird).

Carl Friedrich Gauß Zahlen sind Abstraktionen von Verhältnis-
sen von Größen.

David Hilbert Formalist, Begrün-
der des Formalis-
mus (Hilbert’sches
Programm)

Zahlen sind als Zeichen konkret und unmit-
telbar gegeben, Zahlen sind bedutungslose
Zeichen

Edmund Husserl Phänomenologe,
M. als eidetische
Wissenschaft

Zahlen sind Anzahlen. Anzahlen sind unter-
schiedliche Vielheiten abstrakter Einheiten.

Immanuel Kant Idealist, Ratio-
nalist, erster
Kantianer

Zahl ist das „reine Schema“ des Verstandes-
begriffs der Quantität, Vorstellung der Zahl
als Ergebnis sukzessiver Addition gleichar-
tiger Dinge

Nikolaus von Kues im Dreieck zwi-
schen Idealismus,
Rationalismus und
Empirismus

Zahlen sind für den Menschen rationa-
le Konstruktionen göttlich-geistiger Zahlen.
In realen Dingen sind göttliche Zahlen ver-
wirklicht, aus denen sie dann gewonnen wer-
den.

Gottfried Wilhelm
Leibniz

Rationalist, Leib-
niz’scher Rationa-
list

ähnlich wie bei N. von Kues: Zahlen als
Göttliches: Während Gott rechnet und Ge-
danken ausführt, entsteht die Welt.

Paul Lorenzen Konstruktivist,
(Intuitionist),
Gründer der Er-
langer Schule
(methodischer
Konstruktivismus)

Zahlen sind fiktive Gegenstände, die durch
Abstraktion von den Zählzeichen in un-
terschiedlichen Zählzeichensystemen entste-
hen.
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Name zugeordnete
Strömung/
Grundposition

Zahlbegriff

John Stuart Mill Empirist, Positi-
vist

Zahlen haben ihren Ursprung in der Reali-
tät. Zahlen sind das Resultat einer Abstrak-
tion von sukzessiv wiederkehrenden Emp-
findungen.

Platon Platonist, Rationa-
list

Zahlen sind immaterielle Vermittler zwi-
schen den Ideen und der materiellen Wirk-
lichkeit. Zahlen bilden das Tor zur Welt der
Ideen.

Tabelle 4.1: Einige Zahlbegriffsauffassungen berühmter Philosophen und
Mathematiker

Zusammenfassend ist natürlich weder die Frage nach dem Wesen der Mathematik
noch nach dem ontologischen Status mathematischer Entitäten in den untersuch-
ten Schulklassen gestellt worden. Die theoretischen Vorbetrachtungen zur ersten
Stunde erfolgten allerdings mit Blick darauf, dass bei der Frage, was denn Mathe-
matik außerhalb des Rechnens noch sei, durchaus Antworten auf einer philosophi-
schen Metaebene hätten angestoßen werden können. Daher erfolgte im Voraus die
intensive theoretische Betrachtung zu den vorgestellten Fragen aus dem Bereich
Philosophie der Mathematik.

4.3.2 Didaktischer Kommentar und Reflexion der Planung
Zum Beginn der ersten Stunde wird von der Lehrkraft zunächst im Sinne einer
transparenten Unterrichtsführung den Kindern der Einsatz der Kameras deutlich
gemacht. Es folgt die in Phase U1.A (Stundenverlaufsplanung auf S. 262 einseh-
bar) vorgelesene Geschichte (→ S. 266). Der Sitzkreis am Boden dient in der
Grundschule vor allem der Gleichberechtigung der Kinder, zudem können sich alle
Sprecher*innen beim Beantworten der Impulse gegenseitig ansehen. In der Gesamt-
schule wird auf Anraten der Lehrkraft auf den Sitzkreis verzichtet, da die Kinder
zu alt seien. Die Geschichte soll zunächst die in den folgenden Unterrichtsstunden
relevanten Protagonisten Robert und den Zahlenteufel etablieren. Auf Impulse
wird in Phase U1.A allerdings verzichtet, um einen niedrigschwelligen Einstieg in
die Traumwelt Roberts zu ermöglichen. In Phase U1.D werden diese eingebracht.
Anschließend an die erste Sammlung von Gedankengängen werden in Gruppen

Bilder zur Frage erstellt, was denn Mathematik außer Rechnen sei (Phase U1. B).
Auch hier sollen philosophische Denkprozesse angeregt werden:

Vor allem ist bildliches Denken als kreativer Prozess oder Heuristik
philosophischer Ideen zu praktizieren, und dies entweder (a) als ein
Denken in sprachlichen Bildern bzw. als Deuten und Erfinden von Me-
taphern oder Gleichnissen oder (b) als ein Denken in visuellen Bil-
dern bzw. als ein Deuten und Erfinden (Herstellen) von Kunstwerken
oder Zeichnungen: [...] Ferner kann das bildliche Denken nicht nur Auf-
takt und Begleitimpuls, sondern auch Abschluss eines philosophischen
Denkprozesses sein. (Martens, 2003, S. 137f.)
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Auf Phase U1.C wurde in der Grundschule verzichtet, bzw. sollte diese in der
Stunde U2 als Wiederholung stattfinden.
In der zweiten in U1 verwendeten Geschichte (Phase U1.D) werden nun gezielt

Gesprächsimpulse in den Verlauf der Geschichte eingebunden. Ziel ist es, die Kin-
der mit Hilfe der Impulse an das Philosophieren heranzuführen. Hierfür werden
niedrigschwellige Impulse gewählt (im Text kursiv gesetzt, → S. 267), damit sich
im Sinne einer Rampe (Ruf & Gallin, 2014) zunächst alle Kinder gedanklich und
auch verbal am philosophischen Gespräch beteiligen können. So kann ein Raum
des Erforschens, Hinterfragens und der Exploration geschaffen werden (Mcguin-
ness, 2005).
Erste Berührungspunkte mit dem Thema Unendlichkeit werden in der Geschich-

te zum einen über die potentiell unendliche Addition der Eins zur Realisation
größerer Zahlen/ eines unendlichen Zählprozesses geschaffen (Induktionsprinzip,
Nachfolgerfunktion → S. 40), zum anderen über die Frage, wie viele Kaugum-
mis bereits auf der Welt gekaut wurden. Beide Fragen sind so, wie auch der Rest
des Textes für die Stunde U1, entnommen aus Enzensberger & Berner (2011).
Den Kindern wird die Vorgehensweise des Zahlenteufels als Rezept präsentiert,
was anschließend in Phase U1.E mit anderen Inhalten (als Kaugummis) reprodu-
ziert werden soll. Diese Phase gilt aus Perspektive der Datenerhebung auch zur
Sicherung des Verständnisses zum Thema Unendlichkeit, da aus den Dokumenten
herausgelesen werden kann, ob die Argumentation des Zahlenteufels aus der Ge-
schichte von den Kindern verstanden wurde und somit auch reproduziert werden
kann. Entgegen der auf S. 262 aufgeführten Planung wurde die Phase U1.E an bei-
den Schulen in Einzelarbeit durchgeführt. Als Ergebnissicherung werden in Phase
U1.G die Rezepte vorgestellt. Dies geschah in beiden praktischen Durchführungen
nicht wie im Plan vorgesehen an der Tafel, sondern verbal im Plenum.
Zur Genese dichten Materials soll im zeitlichen „Puffer“ noch gemeinsam mit

den Kindern reflektiert werden, welchen Eindruck die Inhalte und Durchführung
der Stunde hinterlassen haben.

Grundschule GesamtschulePhase

U1.A/D Sitzkreis Plenum, Frontalunterricht

U1.C Entfällt
Vorstellung der Bilder durch
die Kleingruppen

U1.H Wie vermerkt Entfällt

Abbildung 4.2: Entwicklungsprozess des Designs für Unterrichtsstunde U1

Zum besseren Einblick in das Datenmaterial wird in Tabelle 4.2 aufgeführt, welches
Datenmaterial bzw. Transkript zu welcher Phase der Stundenverlaufsplanung an
welcher Schule zuzuordnen ist und auf welchen Seiten des Transkriptionsbuches das
jeweilige Transkript aufzufinden ist. Das Kürzel GR steht dabei für Grundschule,
das Kürzel GS für Gesamtschule.
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Phase Name des Transkripts
U1.A GR 22.04.2021 - Kamera 1 - Sitzkreis: Geschichte mit Impul-

sen
U1.A GS nicht transkribiert, da keine Impulse
U1.B GR 22.04.2021 - Kamera 1 - Sitzkreis: Geschichte mit Impul-

sen (Gruppenarbeit Nadja, Nazan, Nadine)
22.04.2021 - Gruppenarbeit Ben, Tristan, Elijah, Berat

U1.B GS 01.06.2022: Gruppenarbeit Beatrice, Feline, Gina, Nina
U1.C GS 01.06.2022: Vorstellung der Bilder
U1.D GR 22.04.2021 - Kamera 1 - Sitzkreis: Geschichte mit Impul-

sen (nach der Gruppenarbeit)
U1.D GS 01.06.2022: Plenum mit Gesprächsimpulsen

Tabelle 4.2: Stunde U1: Zuordnung der Transkripte zu den Phasen der
Verlaufsplanung

4.3.3 Kurzvorstellung einiger interessanter Dokumente aus den
Unterrichtsphasen

Im Folgenden sollen kurz die prägnantesten Ergebnisse aus der Phase U1.B bzw.
U1. C zusammengefasst werden. Manche der Kinder, insbesondere in der Grund-
schule, brachten ihre Lebenswelt mit in die Bilder ein und versuchten, über die
Repräsentation von Zahlen innerhalb ihrer Lebenswelt darzustellen, was für sie
Mathematik außerhalb des Rechnens ist. So brachten beispielsweise Ben, Tristan,
Elijah und Berat das Thema Fußball in ihr Bild, da sowohl Strategien (Kombina-
tionen über Zahlen ausgedrückt) als auch die Zahlen auf dem Rücken der Spieler23
ohne Rechnungen für die Kinder Mathematik verkörpern (vgl. Abb. 4.3).

23 An dieser Stelle wurde absichtlich keine gendersensible Schreibweise benutzt.
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Abbildung 4.3: Fußballfeld mit Zahlen: Auszug aus dem in Phase U1.B bei der
Gruppenarbeit von Berat, Tristan, Ben und Elijah entstandenen
Bild

Ein weiteres Beispiel aus der Lebenswelt stammt von Kilian (vgl. Abb. 4.4), der
einen Schwimmer gezeichnet hat. Im Unterrichtsgespräch begründet er seine Wahl
mit der Größe Längen, insbesondere den Metern, die man beim Schwimmen zu-
rücklegt (siehe Transkript: 26.04.2021 - Sitzkreis und Einführung, Turn 397). Ki-
lian vereint hier lebensweltliche Aspekte mit der inhaltlichen Leitidee Größen und
Messen (Kultusministerkonferenz, 2004).

Abbildung 4.4: Schwimmer: Auszug aus dem in Phase U1.B bei der
Gruppenarbeit von Kilian gezeichnetem Bild

Wieder andere Kinder versuchten, Mathematik außerhalb des Rechnens innerma-
thematisch zu umreißen und bedienten sich den Leitideen Größen und Messen
sowie Raum und Form (Kultusministerkonferenz, 2004). Gerade bei der Leitidee
Größen und Messen kamen natürlich auch lebensweltliche Aspekte mit zum Tra-
gen, daher ist die hier scheinbar etablierte Kategorisierung (z.B. zu Kilians Bild)
nicht trennscharf zu lesen. Nadja, Nazan und Nadine bilden sogar die für die
Grundschule relevanten Größen komplett ab, benennen bis auf die Hohlmaße (hier
führen sie Liter als Standardeinheit an) alle Größen korrekt und fügen sogar die
Temperatur als Größe hinzu („Wärme“, vgl. Abb. 4.5).
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Abbildung 4.5: Beispiele aus dem Bereich Größen und Messen: Auszug aus dem
in Phase U1.B bei der Gruppenarbeit von Nadja, Nazan und
Nadine entstandenen Bild

Quentin, Karl und Günther sehen Mathematik ohne Rechnen zumindest teilweise
als Geometrie an, wie es Abb. 4.6 zeigt.

Abbildung 4.6: Geometrische Figuren der Ebene: Auszug aus dem in Phase U1.B
bei der Gruppenarbeit von Quentin, Karl und Günther
entstandenen Bild
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4.4 U2: Robert und der Zahlenteufel treffen Cantor
und Leibniz

„Ja, Robert, klar kann man in
Mathe streiten“ sagte er vergnügt.
„Wüsstest du auf Anhieb, wem von
den beiden du zustimmen sollst?“

Der Zahlenteufel (vgl. S. 268 dieser
Arbeit)

Im folgenden Kapitel werden zunächst Ausschnitte von Georg Cantors Mengen-
theorie konträr zu Aussagen von Gottfried Wilhelm Leibniz präsentiert und dis-
kutiert (Unterkapitel 4.4.1). Anschließend wird erläutert, wie diese Aussagen bzw.
der bestehende Sachverhalt didaktisch reduziert wurden. Des Weiteren werden di-
daktische Schritte begründet und reflektiert sowie eine Übersicht gegeben, welche
Änderungen für den zweiten Erhebungszyklus implementiert wurden (Unterkapitel
4.4.2).

4.4.1 Fachliche Hintergründe: Cantors unendliche Mengen und
Leibniz’ Einwand

Die Frage, ob man alle Zahlen, die es gibt, durch Mengenklammern begrenzen kann
(bzw. in einen Beutel packen kann), referiert auf die von Georg Cantor (1845–1918)
entwickelte transfinite Mengenlehre, heute auch naive Mengenlehre genannt (Can-
tors Paradies,→ S. 35). Vor Cantor war das aktual Unendliche in den Grundlagen
der Mathematik nicht systematisch verankert bzw. im mathematischen Kontext
abgelehnt (bspw. bei Aristoteles, → S. 28) und stattdessen im religiösen Kontext
aufgegriffen.24
In seinen Neuen Abhandlungen lässt so beispielsweise Gottfried Wilhelm Leib-

niz zwei Personen Streitgespräche miteinander führen: Philalethes, der die fiktive
Position John Lockes einnimmt und Theophilus, welcher Leibniz’ Positionen wie-
dergibt (Look, 2020). An Theophilus’ Position lässt sich der religiöse Kontext gut
erkennen:

Philalethes. Wir haben nicht die Vorstellung eines unendlichen Rau-
mes, und nichts ist klarer, als der Widersinn einer wirklichen Vorstel-
lung einer unendlichen Zahl.
Theophilus. Ich bin derselben Ansicht. Aber das ist nicht der Fall, weil
man nicht die Vorstellung des Unendlichen haben kann, sondern weil
ein Unendliches nicht ein wahres Ganze sein kann.
Philalethes. Aus dem nämlichen Grunde haben wir also keine positive

24 „Es ist ein gewagter, großer Schritt, den offenen Zählprozess abgeschlossen zu denken. Ari-
stoteles hatte diesen Schritt für unmöglich erklärt und quasi verboten. Cantor war der erste, der
den Schritt explizit und konkret tat. Seine Suche nach wirklichen Vorgängern kann man als fast
gescheitert betrachten. [...] Leibniz hat zu Ehren des Schöpfers aktual unendliche Mengen einmal
gepriesen - abstrakt und schlicht aus Gründen eines universellen Rationalismus. Zumeist hat er
sie aber verdammt.“ (Bedürftig & Murawski, 2015, S. 171).
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Vorstellung einer unendlichen Dauer oder der Ewigkeit, ebensowenig
wie der Unermeßlichkeit.
Theophilus. Ich glaube, daß wir die positive Vorstellung der einen und
der anderen haben, und daß diese Vorstellung wahr ist, falls man sie
nicht als ein unendliches Ganze versteht, sondern als ein absolutes oder
schrankenloses Attribut, welches sich hinsichtlich der Ewigkeit in der
Notwendigkeit des Daseins Gottes findet. (Leibniz, 1904, Neue Abhand-
lungen, Buch II, Kap. 17, §8f, S.133)

Am obigen Zitat sind zwei wichtige Erkenntnisse abzuleiten: Erstens lehnt Leib-
niz die Vorstellung einer mathematischen, aktualen Unendlichkeit ab und zweitens
manifestiert sich aktuale Unendlichkeit für ihn lediglich im Göttlichen. Im Rahmen
der von Cantor entwickelten naiven/transfiniten Mengenlehre manifestiert sich das
aktual Unendliche allerdings auch in den Kardinalitäten unendlich großer Mengen,
beispielsweise in der Kardinalität der natürlichen Zahlen (ℵ0,→ S. 35). Die Auf-
fassung der natürlichen Zahlen als Menge wie auch das Konstatieren der Existenz
unendlicher Mengen bedeutet das Abschließen unendlicher Prozesse. Durch das
Schließen der Menge mit einer geschweiften Klammer rechts ist „die unendliche
Folge eine unendliche Menge, ein »Ganzes« , das »für sich existiert« “ (Bedürftig,
2018, S. 135). Den Begriff der Menge definiert Cantor wie folgt:

Unter einer ‚Menge‘ verstehen wir jede Zusammenfassung M von be-
stimmten wohlunterschiedenen Objekten m unsrer Anschauung oder
unseres Denkens (welche die ,Elemente’ von M genannt werden) zu
einem Ganzen (Cantor, 1895, S. 481)

Dabei werden von Cantor zwei Stufen beschrieben: Objekte der Anschauung oder
Objekte unsres Denkens, also einerseits a posteriori erfahrbare, wohlunterschiede-
ne Gegenstände wie beispielsweise ein Stift, eine Schere und ein Lineal als Zusam-
menfassung von Werkzeugen innerhalb eines Federmäppchens eines Grundschul-
kindes. Die Objekte unsres Denkens können Zahlen, aber auch andere a priori
erfahrbare Gegenstände des Verstandes sein25.

Eine weitere Zweiteilung wird durch die Unterscheidung in distinkte Gegen-
stände (erste Stufe) und deren Zusammenfassung zu einer Menge (zweite Stufe)
postuliert (Kreis, 2015, S. 363f.).
Nach diesem Mengenbegriff ist also eine unendliche Menge eine Zusammen-

fassung unendlich vieler wohlunterschiedener Objekte der Anschauung oder des
Denkens. Betrachtet man die Leibniz’sche Position, so ist es fraglich, ob eine Zu-
sammenfassung unendlich vieler Objekte nicht eine Begrenzung der Objekte im-
manent mitdenken lässt. Diese Begrenzung steht kontradiktorisch zur unendlichen
Anzahl der Objekte, besonders wenn man die von Cantor eröffnete Beschaffenheit
der Objekte in Betracht zieht. Dass eine absolut unendlich große Menge von Ob-
jekten des Denkens (also für die Mathematik) wie bspw. die Allmenge existiert,

25 Dass Zahlen a priori erfahrbar sind, ist nicht bei jeder Positionierung zur Ontologie mathe-
matischer Entitäten eine selbstverständliche These, die man Cantor aber durchaus zuschreiben
kann: „Da aus jedem einzelnen Element m, wenn man von seiner Beschaffenheit absieht, eine
Eins wird, so ist die Kardinalzahl M selbst eine bestimmte aus lauter Einsen zusammengesetzte
Menge, die als intellektuelles Abbild oder Projektion der gegebenen Menge M in unserem Geiste
Existenz hat“ (Cantor, 1895, S. 482).
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bestreitet Cantor. „[A]ußerhalb der Mathematik [erkennt er diese an], und zwar
als ein Absolut-Unendliches oder Absolutes, dessen angemessene Thematisierung
- falls sie überhaupt möglich sein sollte - bestenfalls Aufgabe der Philosophie und
der Theologie sein kann“(Kreis, 2015, S. 393). Die Objekte der Anschauung lassen
sich demzufolge laut Cantor durchaus zu einer absolut unendlich großen Menge
zusammenfassen, die Objekte der Mathematik nicht. So umgeht er die Paradoxien,
die sich durch die Totalität einer absolut unendlich großen Menge ergeben (siehe
auch: Paradoxien der Unendlichkeit, Kap. 4.6.1 auf S. 92).

4.4.2 Didaktischer Kommentar und Reflexion der Planung

Grundschule GesamtschulePhase

Gesamt Begriff Beutel Begriff Menge

U2.B Sitzkreis Frontal

U2.E/F Briefe schreiben Entfällt

U2.H Puffer im Plan statt U2.E/F

Abbildung 4.7: Entwicklungsprozess des Designs für Unterrichtsstunde U2

Die didaktische Reduktion des in Kapitel 4.4.1 beschriebenen Problems erfolgte
für die Grundschule mit Hilfe einer Metapher: Die Zusammenfassung (wohlunter-
schiedener) Objekte wurde für die Grundschule als Beutel/Sack metaphorisiert,
in welchen die natürlichen Zahlen ,gepackt’ werden sollten. Auf diese Weise soll-
ten die Kinder einen lebensweltlichen Bezug zum Begriff der Menge aufbauen. Bei
Lakoff & Núñez (2000, S. 141f.) können sets as containers der Metapher sets are
objects zugeordnet werden, was zwar die Schwierigkeit mit sich bringt, dass sich
Mengen nach dieser Metapher nicht selbst enthalten können, andererseits aber
wohl gängige Praxis in der modernen Mengenlehre ist:

Modern set theory begins with these basic elements of our grounding
metaphor for classes and with Boole’s metaphor. That is, it starts with
the notion of a class as a containerlike entity; [...]As subsets, intuitive
sets are Container schemas, mental containers organizing objects into
groups. (Lakoff & Núñez, 2000, S. 140)

Auch Tall (2001, S. 8f.) benutzt im Gespräch mit seinem Sohn die Metapher „bag“,
um eine Menge zu verdeutlichen.
Weiterhin wurde die Vorstellung von gezielten Zusammenfassungen von Zahlen

über Gesprächsimpulse in der Geschichte angeregt (siehe S. 268). Nach Analyse
des ersten Zyklus stellte sich jedoch heraus, dass die Reduktion auf eine räumlich
begrenzte Metapher die Kinder auch zum räumlichen Denken anregte und dass die
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Übungen zum Verständnis, in welchen Zahlenkärtchen eingesetzt wurden, auch
eine Vorstellung räumlich ausgedehnter Zahlen anregten. Somit waren die Diskus-
sionen durch die Metapher(n) von vornherein im Abstraktionsgrad begrenzt und
führten nicht zur gewünschten Auseinandersetzung mit der Begrenzung natürli-
cher Zahlen durch Mengenklammern. Des Weiteren könnten die rein auf endliche
Aufgaben beschränkten Beispiele bei den Kindern auch eine endliche Vorstellung
des Mengen- bzw. Beutelbegriffs angeregt haben. Sinnstiftende Interaktionsprozes-
se und philosophische Gespräche konnten jedoch herausgearbeitet werden (siehe
Kap. 6.1 und 6.2). Allerdings sollte im zweiten Zyklus an der Gesamtschule, auch
dank des Alters der unterrichteten Kinder, der Abstraktionsgrad bzw. die Stufe des
Begriffsverständnisses für den Unterricht angehoben werden, weshalb der Begriff
der Menge hier explizit und nicht qua Metapher eingeführt wurde. Diese Änderung
wurde global für die gesamte Unterrichtsstunde übernommen, ebenso erfolgte eine
Anpassung der Geschichte mit Gesprächsimpulsen (vgl. auch Abbildung 4.7).
Um die Metaperspektive zum in Kapitel 4.4.1 beschriebenen Sachverhalt ein-

nehmen zu können, bedarf es hermeneutischer Kompetenzen, um beide Positionie-
rungen adäquat fassen zu können. Trotz der didaktischen Reduktion vorab müssen
sich die Schüler*innen mit den Aussagen beider Mathematiker differenziert ausein-
andersetzen, um in eine dialektische Arbeitsweise übergehen zu können. Des Weite-
ren müssen die Kinder die phänomenologische Methode (Martens, 2003, siehe auch
Kap. 3.3.1 auf S. 63) anwenden, um „von subjektive[n] Vorstellungen zu abstrahie-
ren und zu einem vorurteilsfreien Blick[...] auf eine Sache zu gelangen“ (Montag,
2017, S. 202). Diese Methode sollen die Kinder im Rahmen der Gruppenarbeiten
umsetzen, weshalb sie sich in den Gruppen auch mit beiden Positionierungen und
nicht mit der für sie ad hoc richtigen Meinung auseinandersetzen sollen (Phase
U2.C). Mathematikdidaktisch wird durch die Gruppenarbeit die Argumentations-
und Kommunikationskompetenz gefördert, da die Kinder vermehrt mathematische
Argumentationen hinzuziehen müssen, um das Argument des favorisierten Mathe-
matikers zu bestätigen.
Anschießend an die Gruppenarbeit sollen die Kinder im Rahmen einer Pro-

Contra-Debatte (Phase U2.D) dialektisch arbeiten (zuvor war das auch schon nö-
tig, aber die hermeneutisch-phänomenologische Arbeitsweise stand mehr im Fo-
kus). Eine Pro-Contra-Debatte ist eine Methode aus dem Philosophie-, Ethik-
sowie Politikunterricht, „die hochformalisiert nach genauen Regeln abläuft“ (Mon-
tag, 2017, S. 198). Auch in der vorliegenden Unterrichtsstunde gab es Regeln, nach
denen die Debatte geführt werden sollte:

• Ich melde mich, bevor ich rede.

• Ich höre anderen zu und nehme ihre Meinung ernst.

• Ich begründe meine Meinung.

• Ich lasse die anderen ausreden.

• Ich stelle mich zu der Gruppe, deren Meinung ich vertrete.

Es wurde bewusst auf die sonst bei Pro-Contra-Debatten üblichen Eröffnungs-
plädoyers verzichtet, da innerhalb einer Gruppe auch verschiedene Positionierun-
gen vorkamen und die Kinder nach der gruppenunabhängigen Bestimmung ihres
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Phase Name des Transkripts
U2.B GR 26.04.2021: Sitzkreis und Einführung

03.05.2021: Sitzkreis und Plenum
U2.C GR 26.04.2021: Gruppenarbeit Nadja, Nadine, Berat, Kilian

03.05.2021: Gruppenarbeit Ben, Bernhard, Elijah, Martin
U2.D GR 26.04.2021: Pro-Contra-Debatte

03.05.2021: Pro-Contra-Debatte
U2.D GS 21.06.2022: Pro-Contra-Debatte

Tabelle 4.3: Stunde U2: Zuordnung der Transkripte zu den Phasen der
Verlaufsplanung

Standortes erneut Zeit gebraucht hätten, um einen Vortragenden zu bestimmen
und die besten Argumente zu sortieren. Dies wäre im Rahmen einer Unterrichts-
stunde (90 Minuten) zeitlich nicht möglich gewesen. So konnten außerdem mehr
Kinder an den Debatten partizipieren.
Um Einblicke in das philosophische Interesse der Kinder an mathematischen In-

halten gewinnen zu können, wurde in Phase U2.E/F ein Brief an den Zahlenteufel
in Auftrag gegeben. Hier sollte das Gedankenexperiment ,Abenteuer mit dem Zah-
lenteufel’ von den Kindern fortgeführt werden. „Spekulatives Denken oder kreati-
ve Einfälle haben können gehört wesentlich zum Philosophieren hinzu“ (Martens,
2003, S. 133), wobei die Schüler*innen hierbei eine gewisse Unabhängigkeit, Ex-
perimentierfreudigkeit und Produktivität an den Tag legen müssen, um wirklich
kreativ denken zu können (Lipman, 2003, S. 245f.).
In der Grundschule konnte die Phase U2.E bzw. U2.F am 26.04. 2021 nicht im

Präsenzunterricht durchgeführt werden, da die Pro-Contra-Debatte mehr Zeit als
geplant in Anspruch nahm. Die Briefe wurden als Hausaufgabe erteilt und nicht
von allen Schüler*innen realisiert. Bei manchen von den zu Hause erstellten Do-
kumenten ließ sich ein deutlicher Einfluss der Eltern bei der Bearbeitung ableiten,
somit war die im obigen Zitat erwähnte Unabhängigkeit beim kreativen Denken
nicht unmittelbar gegeben. Die so entstandenen Briefe sind für die Erhebung des
philosophischen Interesses der Kinder im Datenkorpus also zu vernachlässigen. In
der Gesamtschule wurde auf Phase U2.E/F gänzlich verzichtet (vgl. Abb. 4.7), da
die Stunden an dieser Schule regulär nur 80 Minuten lang sind und der Fokus auf
die Pro-Contra-Debatte gelegt werden sollte.
Die in den einzelnen Phasen entstandenen Transkripte lassen sich im Transkrip-

tionsbuch nachverfolgen. In den folgenden Kapiteln soll sich nur auf Ausschnitte
bezogen werden, die vollständigen Transkripte und ihre Zuordnung zu den Phasen
können anhand von Tabelle 4.3 nachvollzogen werden.
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4.5 U3: Robert und der Zahlenteufel zu Gast in
Hilberts Hotel

4.5.1 Fachliche Hintergründe: Hilberts Hotel
Das Gedankenexperiment eines unendlich großen Hotels mit unendlich vielen Gäs-
ten brachte David Hilbert erstmals im Rahmen seiner Vorlesung ,Über das Un-
endliche’ im Wintersemester 1924/1925 in Göttingen an:

Wie verhält es sich nun mit den unendlichen Mengen? Nehmen wir als
einfachstes Beispiel die Menge der ganzen Zahlen. Hier gilt nun schon
der Satz: „Der Teil ist kleiner als das Ganze“ nicht mehr. Diese wichtige
Tatsache können wir leicht an unserem Beispiel von dem besetzten
Hotel deutlich machen. Wir nehmen jetzt an, dass das Hotel unendlich
viele numerierte Zimmer 1, 2, 3, 4, 5 . . . haben soll, in denen je ein
Gast wohnt. Sobald nun ein neuer Gast hinzukommt, braucht der Wirt
nur zu veranlassen, dass jeder der alten Gäste das Zimmer mit der um
1 höheren Nummer bezieht, und es wird für den Neuangekommenen
das Zimmer 1 frei. (Hilbert, 2009, S. 730)

Er möchte im Gedankenexperiment verdeutlichen, dass die Mengen N und N + 1
gleichmächtig sind, dass also die Addition oder Subtraktion einer (in diesem Fall
natürlichen) Zahl von einer abzählbaren unendlichen Menge deren Kardinalität
nicht verändert. Es gilt N ⊂ {N+ 1} sowie |N| = |{N+ 1}|, daher ist wie im Zitat
beschrieben bei transfiniten Mengen die Regel „der Teil ist kleiner als das Ganze“
aufgehoben.
Weiterhin kann man an Hilberts Hotel gut aufzeigen, dass eine bijektive Ab-

bildung zwischen den beiden oben beschrieben Mengen möglich ist. Des Weiteren
wird am Gedankenexperiment deutlich, dass in der Regel ∞ + ∞ = ∞ gelten
muss. Ausnahmen dieser Regel werden durch Cantors Diagonalargument spezifi-
ziert (bzw. die Existenz solcher Ausnahmen wird durch Cantor bewiesen).
Auf die Erläuterung weiterer Ausdifferenzierungen und „Spielarten“ von Hilberts

Hotel wird an dieser Stelle verzichtet, da für das Unterrichtsdesign lediglich der
erste, oben beschriebene Fall relevant ist.

4.5.2 Didaktischer Kommentar und Reflexion der Planung

Phase Name des Transkripts
U3.A GR 13.07.2021: Sitzkreis mit Impulsen
U3.C GR 13.07.2021: Gruppenarbeit Nadja, Rosa, Fatma, Nazan

Tabelle 4.4: Stunde U3: Zuordnung der Transkripte zu den Phasen der
Verlaufsplanung

Das Gedankenexperiment ‚Hilberts Hotel‘ wurde für die Unterrichtsstunde kaum
didaktisch reduziert. Zentral für die Stunde war die Frage nach der Unterbringung
des neuen Gastes im Hotel mit unendlich vielen Zimmern, welches durch unend-
lich viele Gäste ausgebucht ist. Wie auch in den anderen Unterrichtsstunden wurde
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diese Frage mit Hilfe einer Geschichte von Robert und dem Zahlenteufel gerahmt
(vgl. S. 271 im Anhang). Es wurden, bis auf den Verzicht auf den Sitzkreis und die
Illustrationskarten, keine Anpassungen von Grund- zu Gesamtschule vorgenom-
men. Die an die Geschichte anschließende Einzelarbeit (Phase U3.B) wurde auf
Arbeitsblättern vollzogen, die anschließend eingesammelt wurden (vgl. Kap. 4.5.3
auf S. 88 für Ergebnisse dieser Phase). Zwei videographierte Abschnitte wurden
transkribiert und sind im Transkriptionsbuch hinterlegt (vgl. Tab. 4.4 für Namen
der Transkripte).
Für die Gruppenarbeiten sollten die Kinder zunächst administrative Rollen fest-

legen: Schriftführer*in, Präsentator*in, Moderator*in, Aufgabenmanager*in. Diese
Rollenvertilung kann rückwirkend weder als bestärkend noch hinderlich im gemein-
samen Prozess der Kinder beurteilt werden, sodass in zukünftigen explorativen
Versuchen darauf verzichtet werden könnte, um die in den ko-konstruktiven Be-
arbeitungsprozessen emergierende Rollenverteilung der Kinder näher untersuchen
zu können.
Das Gedankenexperiment wurde einerseits deshalb gewählt, da es eines der,

wenn nicht sogar das prominenteste zur Unendlichkeit ist. Andererseits ist die
Beschäftigung mit Gedankenexperimenten auch als Anregung für die Kinder an-
zusehen, die spekulative Methode (Martens, 2003, siehe auch S. 63 dieser Arbeit)
anzuwenden. Des Weiteren dienen Gedankenexperimente oft zur „Aufkündigung
des Realitätsprinzips“ (Engels, 2017, S. 190), was einen Weg ins abstrakte Den-
ken ebnen kann, der besonders beim Thema Unendlichkeit und dem mangelnden
Lebenswelt- und Realitätsbezugs des Inhalts von Vorteil sein kann. Meist fungiert
ein Gedankenexperiment als „Ersatz für ein Realexperiment“ (Engels, 2017, S.
190, Herv. i.O.), daher kann es bei einer theoretisch-abstrakten Betrachtung der
Bijektion zwischen zwei unendlich großen Mengen, die nicht als Realexperiment
durchführbar ist, den Kindern mehr Anschaulichkeit bieten als ein reines Operie-
ren innerhalb der Mathematik. Mehr Anschaulichkeit wurde zudem in der Stunde
durch Videos realisiert. Zum einen gab es auf dem Fernseher (in der Gesamtschule
auf dem Beamer) ein Video, welches durchgängig ab Phase U3.B abgespielt wurde.
In diesem sieht man die Zimmer des Hotels, auf denen „Besetzt“ steht. Die Kamera
wandert von Zimmer zu Zimmer und hört nie während der Stunde auf, besetzte
Zimmer zu zeigen (vgl. Abb. 4.8).



 4.5 U3: Robert und der Zahlenteufel zu Gast in Hilberts Hotel

Abbildung 4.8: Standbild aus dem Video zu den besetzten Zimmern aus den
Unterrichtsphasen U3.Bf

Als Auflösung des Gedankenexperiments wurde den Kindern ebenfalls ein Video
(via Fernseher/Beamer) präsentiert. Hier erläutert David Hilbert den Kindern,
dass der erste Gast nur in Zimmer zwei rücken müsste, dann der zweite Gast in
Zimmer drei und immer so weiter, damit das erste Zimmer frei werden kann. Für
einen Einblick in Standbilder dieses Videos siehe Abb. 4.9.

Abbildung 4.9: Standbilder aus dem Auflösungsvideo der Unterrichtsphase U3.F

Rückwirkend kann reflektiert werden, dass die Auflösung sowohl in der Grund-
als auch in der Gesamtschule durchaus ein Gespräch mit den Schüler*innen wert
gewesen wäre. Eine Beschäftigung mit der Lösung und vor allem damit, dass sie
eine Lösung darstellt, wäre auch für die Datenakquise interessant gewesen und
hätte sicherlich zu einer Vertiefung des Verständnisses der Kinder des Konzepts
Unendlichkeit beigetragen. Die Einzel- und Gruppenarbeitsphasen hätten zusam-
mengelegt werden können, um für eine solche Betrachtung Zeit zu gewinnen und
den Kindern mehr Räume für ko-konstruktive Problemlöseprozesse einzuräumen.

4.5.3 Entstandene Dokumente aus Phase U3.B
Die Schriftstücke der Kinder aus der Phase U3.B (Einzelarbeit) wurden im Fol-
genden verschriftlicht und nach ihren Inhalten sortiert. Viele der von den Kin-
dern erdachten Unterbringungsmöglichkeiten ähneln den von Mamolo & Zazkis


